Nattarulegu tolurnar

Tolurnar 1,2,3,4, ... kollum vid ndttirulegu tolurnar.

A néttirulegu tolunum hofum vid skilgreindar tveer adgerdir, samlagningu og margfoldun,
pannig ad sérhverju pari (a,b) af nattirlegum t6lum a og b er tthlutad ndkvamlega einni
natturlegri tolu a + b sem nefnist summa a og b og annari télu ab sem nefnist margfeldi a
og b. Vid tdknum margfeldid einnig med a - b.

Daemi

(a) Summa talnanna 3 og 4 er 7. Vid ritum pvi 3+4 =7

(b) Margfeldi talnanna 3 og 4 er 12 vid ritum pvi 3-4 =12

Ro0un talna

A N hofum vid rédun pannig ad um sérhverjar tvar tolur a og b gildir eitt af prennu:
1. a er minni en b, tdknad a < b
2. aerjofn b, tdknad a = b
3. aersterrien b, tdknad a > b

Flestir hafa g6da hugmynd um hvad pad pydir ad ein tala sé steerri en onnur. Vid latum po
formlega skilgreiningu fylgja med:

Ndttiirulega talan a er s6g0 vera minni en b, ef til er ndttiirleg tala c pannig ad a+ c = b.
Natturulega talan a er sogo vera steerri en b, ef b er minni en a.

Um r6dun néttirlegra talna gilda tver mikilvaegar reglur:

Efa<bpidera+c<b+c (rodun er obreytt vio samlagningu).
Efa <bpéerac < bc (rodun er obreytt vio margfoldun).

Dzemi:

Reglurnar um rodun eru i raun saraeinfaldar.

Vid vitum ad 4 < 7, fyrri reglan segir ad pess vegna megi dlykta ad 4 + 100 < 74 100 eda
einfaldlega 104 < 107.

betta er audvitad augljéslega rétt og venjuleg manneskja @tti ekki ad purfa ad visa i reglu
til ad rokstydja pad ad 104 < 107. Pessi regla er pvi adalega notud { bokstafareikningi (al-
gebru) en sjaldan notud i raunverulegum reikningi med tolur.

Seinni reglan er alveg jatn augljés. Vid vitum ad 4 < 7, par af leidandi er 4-3 < 7-3 sem
er jafngilt 12 < 21 (sem vid audvitad vissum til ad byrja med).

Fradrattur

Eins og med rodun hafa flestir goda hugmynd um hvad fradréttur er. Sterdfredingar vilja
samt hafa formlega skilgreiningu 4 6llum hlutum og fyrir fradratt hljémar hin svona:

Efa < bog a+x = b, pd nefnist talan x mismunur b og a og vio skrifum b —a = x. Ef
hins vegar a > b og a = b+, pd nefnist talan y mismunur a og b og vio skrifuma—b = y.

Athugum ad eins og er pa hofum vid ekki skilgreint neikvaedar tolur. Vid getum pvi ekki
gefid adgerdinni a — b gildi ef b > a. Til demis er adgerdin 6 — 8 ennpa merkingarlaus.



(Pegar neikvaedar tolur koma til sogunnar getum vid sagt ad 6 —8 = —2)
Talnalinan

Til pess ad gera okkur mynd af nattirlegu tolunum hugsum vid okkur ad pear liggi jafnt
dreifdar 4 linu, sem vid nefnum talnalinu.

O 1 2 3 4 .. N

Vid veljum okkur vidmidunarpunkt O og mérkum hann 4 linuna. Sidan veljum vid eining-
arlengd 4 linunni og morkum punkt til hegri vid O { einingarfjarlegd og tdknum hann med
1. Sidan er haldid 4fram eins og myndin synir. P4 hofum vid ad a < b ef og adeins ef b er
hagra megin vid a 4 talnalinunni.

Nu er hegt ad lysa reikningsadgerdunum nattdrulegra talna sem farslum 4 talnalinunni. Sa
adgerd ad leggja 1 vid tolu m sem 4 sér tilsvarandi punkt 4 talnalinunni jafngildir pvi ad
taka eitt skref til hagri eftir talnalinunni i punktinn sem svarar til m+ 1. Sé€ talan n 16gd vid
m er pessi adgerd einfaldlega endurtekin n sinnum. Margféldun er skilgreind 4 sama hatt,
talan mn er skilgreind sem m +m+- ...+ m par sem lidirnir eru n talsins. Til mn svara pa n
stykki af ferslunni fra 0 { punktinn m.

Neikvadar tolur

Reikningur med nétturlegar tolur er 6fullkominn medal annars vegna pess ad ekki er alltaf
hagt ad framkvema frddrdrt. Adgerdin a — b er adeins skilgreind ef a > b.

Til pess ad rada bot 4 pessu er talnakerfid stekkad pannig ad batt er vid tolunni 0, sem
nefnist null og vid hofum tilkad sem upphafspunkt néttirlegu talnanna & talnalinunni, og
sidan er batt vid tolunum —1,—2,—3,—4,.... Petta stekkada kerfi nefnist heilar tolur.
Tolurnar —1,—2,—3,—4,... nefnast neikvedu tolurnar

Vid gerum okkur einnig mynd af heilum t6lum med pvi ad marka par 4 talnalinuna. Vid
morkum fyrst néttirulegu télurnar (og null) 4 linuna eins og 4dur. Naest morkum vid nei-
kvadu tolurnar 4 linuna 4 sama méta og nattirulegu tolurnar, en bara { 6fuga 4tt.

! ! ! !
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Forgangsrodun adgeroa

Pegar reiknad er med tolur parf ad framkvema adgerdir 1 réttri r6d. Allar reikniadgerdir
sem eru innan sviga skal framkvema fyrst. Svigann ma lita 4 sem sér reikningsdemi ut
af fyrir sig. Neast skal framkvema margfoldunaradgerdir (og deilingu pegar hin verdur
skilgreind). Ad lokum ma leggja saman og draga fra.

Dami

142-3=146=7

(1+2)-3=3-3=9
((I+1)-5+3-(2—4))-2=(2-543-(-2))-2=(10—-6)-2=4-2=8

Reiknireglur

Nokkrar reiknireglur gilda um tolur:



(a+b)+c=a+ (b+c) (tengiregla samlagningar),

(ab)c = a(bc) (tengiregla margfoldunar),
a+b=b+a (vixlregla samlagningar),

ab =ba (vixlregla margfoldunar),
a(b+c)=ab+ac (dreifiregla),

la=a (1 er margfoldunarhlutleysa).
a+0=0 (0 er samlagningarhlutleysa),
0a=0 (margfoldun med nilli gefur niill)

I raun eru petta nokkrar af forsendum stzerdfredinnar. Med 6drum ordum ba er 6gjorn-
ingur ad sanna par. Med orlitilli athugun @tti hver og einn pé ad geta sannfaert sig um
sannleiksgildi peirra. Raunin er si ad ekki er hagt ad sanna neitt dn pess ad hafa eitthvad
i hondunum til ad byrja med. Einhverstadar parf sterdfredin ad byrja, og sterdfredingar
hafa dkvedid ad hun byrji m.a. med pessum reglum. (Ath. ndtimasterdfredi hefur fleiri
forsendur sem ekki verda taldar upp hér.)

Dami:

Préofum reglu nimer 5 4 listanum (dreifiregluna) fyrir tolurnara =3, b = —9 og ¢ = 5.
Vinstra megin jafnadarmerkisins stendur 3(—9+5) =3-(—4) = —12

Heegra megin jafnadarmerkisins stendur 3- (—9)4+3-5=-27+15=—12

Vid sjaum pvi ad reglan stemmir.

Deiling heilla talna

Nu skal skilgreina deilingu 4 formlegan méta:

Ef a og b eru gefnar heilar tolur, b # 0, og til er heil tala x pannig ad a = bx, pd segjum
vid ad b gangi upp i a eda ad a sé deilanleg med b. Ef slik tala x er til, pd nefnist hiin kvoti
talnanna a og b og pd skrifum vio 4_ x eda a/b = x. Si adgerd ad finna pessa télu x
nefnist deiling.

[ vissum skilningi er deilingaradgerdin ,,6fug"midad vid margfoldunaradgerdina. b.e.a.s.

efa=bxpaera/b=x. (b+#0).

Athugum ad eins og er hdfum vid bara skilgreint heilar tolur. Brotid 7 verdur pvi merk-
ingarlaust nema ad utkoman sé heiltala. Seinna munum vid skilgreina r&dar tolur (almenn
brot) og pa getum vid unnid med hvada brot sem er.

Daemi

Til er heil tala x p.a. 3x = 12. Su tala er x = 4 og pvi skrifum vid %2 =4. EKkKki er til heil
tala x p.a. 5x = 12, vid hofum ekki ennpa skilgreint reedar tolur (6dru nafni almenn brot)
svo adgerdin % er merkingarlaus.

Deiling med afgangi
EkKi er alltaf haegt ad deila heilli tolu @ med heilli tlu b. I bili getum vid rddid bét 4 pessu

med pvi ad deila { stadinn med afgangi. Formleg skilgreining er:

Ldtum a og b vera heiltolur. Adgerdin ad finna heilar télur x og y pannig ad a = bx+y og
0 <y < b nefnist deiling med afgangi. Vio segjum pd ad b gangi x sinnum upp i a med
afgangi y

Vid skulum gera tilraun til ad dtskyra adferd til ad deila med afgangi.

Deila skal tolunni b i toluna a med afgangi



1. Finnum steerstu heiltoluna sem er minni en eda jofn a sem er pannig ad b gegnur upp
i henni. (Hvernig pad er gert er onnur saga, stundum er einfaldast bara ad profa sig
dfram.) Kollum pessa tolu n.

n
2. Setj ==
etjum x b

3. Setjumy=a—n

Nuna gildir jafnan a = bx +y og vid segjum ad b gangi x sinnum upp { a med afgang y

I barnaskélum landsins er lika kennd adferd sem kallast langadeiling. Peirri adferd er frek-
ar erfitt ad lysa i texta og pvi verdur sleppt hér.

Dzemi:

Deilid 7 upp 1 1033 med afgangi, med pvi ad nota:

(a) Adferdina sem er 1yst hér ad ofan.

(b)langadeilingu.

Lausn:

(a)

1. Finnum sterstu téluna sem er minni en eda jofn 1033 sem er pannig ad 7 gengur upp
i henni:
Préfum okkur afram...
Préfum 7- 100 = 700, sjdum ad 7 gengur uppi 700 en pessi tala er tdluvert minni en
1033
Profum 7 - 150 = 1050 svo 7 gengur uppi 1050 en pessi tala er sterri en 1033 vid
hofum pvi gengid adeins of langt, lekkum okkur adeins.
Profum 7- 147 = 1029 svo 7 gengur upp 1 1029, pessi tala er minni en 1033 og nesta
tala sem er pannig ad 7 gengur upp 1 henni er 1029 4-7 = 1036 sem er staerri en 1033.
Vid sjdum pvi ad 1029 er stersta tala sem er minni en eda jofn 1033 sem er pannig
ad 7 gengur upp { henni. Pvi setjum vid n = 1029

102
2. Latum x = 079 =147

3. Latum y = 1033 — 1029 =4

N sjdum vid ad 1033 =7 - 147 +4 og vid segjum ad 7 gangi 147 sinnum upp i 1033 med
afgang 4.
(b)

betta gefur ad 7 gengur 147 sinnum upp i 1033 med afganginn 4.
Med 60rum ordum er 1033 = 7-147 4 4.
Frumtolur of frumpattun

Rifjum upp skilgreininguna 4 deilanleika:



Ndttiirleg tala a er sogo vera deilanleg med ndttiirulegu tolunni b ef til er ndttiruleg tala x
pannig ad a = bx.

Allar tolur a eru deilanlegar med einum og sjalfri sér, pvi ad a = 1-a. Flestar tolur hafa
fleiri deila, t.d. er 12 deilanleg med premur og fjérum og 15 er deilanleg med premur og
fimm.

Sumar tolur eru hinsvegar adeins deilanlegar med einum og sjalfri sér. Slikar tolur eru
nefndar frumtolur (primtolur), ad einni undanskilinni. Talan 1 er ekki tekin med sem frum-
tala vegna teknilegra dstedna. Setjum skilgreininguna fram 4 formlegan hatt:

Ef ndttiiruleg tala p > 2 er adeins deilanleg med einum og sjdlfri sér pd segjum vio ad p
sé frumtala.

Nokkrar fyrstu frumtolurnar eru:
2,3,5,7,11,13,17,19,23,29,....
Sérhverja néttdarlega tolu @ > 2 ma skrifa sem margfeldi frumtalna

a=pip2p3---Pm

par sem sumar frumt6lur p; geta verid endurteknar. Sem demi getum vid tekid
7=7, 24=2.2.2-3=2%.3 250=2.5-5-5=2.5",

Péttun 4 nattirlegum t6lum { frumtolur nefnist frumpdttun.

Engin skilvirk adferd hefur verid fundin til ad frumpatta stérar tolur. I raun byggja flestar
adferdir einfaldlega 4 pvi ad préfa hvort hver frumtala gegnur upp { gefna tolu. Algengustu
adferdinni verdur lyst hér:

Frumpatta skal tolu n. Setjum ny = n og stingum ny inni eftirfarandi algrim:
Gdum hvort ad einhver frumtala minni en eda jofn /n; gengur upp i n;.

o Ef slik frumtala finnst pda skirum vid hana p; og setjum nj | = 772 Sioan skooum vio
ni+1 eins og vio skooudum n;.

o Efengin slik frumtala finnst pd er n; sjdlf frumtala. Pd endar algrimurinn. Vio setjum
pi = n; og frumpdttun n ern = py-p2---p;

Dami:

a) Frumpattid toluna 273.

Lausn:

Latum n; = 273.

2 gengur ekki uppi 273 en 3 gerir pad (sest med préfun), setjum pvi py =3 og ny = % =
91.

3 gengur ekki uppi 91, og 5 ekki heldur. 7 gengur hins vegar uppi 91. Vid setjum pvi pr =7
ognz = 71 =13

Nu er pekkt ad 13 er frumtala svo vid setjum p3 = 13 og algrimurinn endar

Frumpéttunin er pvi 273 =p1-p2-p3=3-7-13

b) Frumpattid toluna 101.

Lausn:

Latum n; = 101

2 gengur ekki uppi 101, heldur ekki 3,5 og 7. N er v/101 ~ 10,05. Af pessu sést ad engin
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frumtala minni en v/ 101 gengur uppi 101. 101 er pvi sjélf frumtala, og frumpéttunin er pvi
einfaldlega 101 = 101
Radar tolur

Reikningur med heilar tolur er 6fullkominn, medal annars vegna pess ad ekki er alltaf hegt
ad framkvama deilingu 4n pess ad purfa ad gripa til deilingar med afgangi. Til pess ad bata
ur pvi er talnakerfid stekkad aftur med pvi ad innleida reedar tolur, en par samanstanda af

sllum brotum Z par sem p og g eru heilar télur og g # 0. Talan p nefnist teljari brotsins en

talan ¢ nefnari pess.
Vid litum & heilu t6lurnar sem hlutmengi { r&du tolunum med pvi ad skrifa n = % fyrir

sérhverja heila tolu n.
Oft geta mismunandi brot tdknad somu toluna:

v brot ¥ 0g " tdkna sému redu téluna pd og pvi adeins ad p-s=q-r.
q s

Daemi:

Brotin 2 og £ eru jofn pvi ad 21 -2 =42 0g 6-7 = 42. Med 6drum ordumer 21-2=6-7.
Pvi m4 skrifa 2 = 2.

Brotin % og % eru ekki jofn pviad 2-16 =32 en 3-7 =21. A staerdfredimali er pad skrifad
2 3

77 16

Fullstytt brot

t
Audvelt er ad sja ad ef a,b og ¢t eru heilar tolur pa gildir a_a begar pessi adgerd er

framkvemd segjum vid ad vid hofum stytt brotid, ef vid framkvaemum pessa adgerod 1 ,,0f-
uga att"segjum vid ad vid hofum lengt brotio.

Pad getur verid ruglingslegt ad hagt sé ad tdkna somu toluna med éendanlega moérgum
brotum. Pvi er g6dur sidur ad fullstytta alltaf brotin sin. Fullstytt brot 7 og 5 eru nefnilega
j6fn b4 og pvi adeins ad a = cog b =d.

Skilgreiningin & fullstyttu broti er svohljédandi:

Brot 5 er sagt vera fullstytt ef g > 0 og ef um allar heilar tolur r,s p.a. s >0 og | = 5
gildir ad s > q

Peim sem eru dvanir sterdfredi geti fundist pessi skilgreining pung. Flestum nagir pé ad
muna adferd til ad fullstytta brot. Einni slikri adferd verdur lyst hér:

Fullstytta skal brot *'. Tekin verda fjogur skref:

1. Ef n <0 skal margfalda beedi m og n med —1 og halda dfram i skref tvo. Ef n > 0
skal ekkert gera i pessu skrefi.

2. Frumpdtta skal badar télurnar m og n. m =py-p2---p;ogn=gqi-qz---q;. bder
m _ pi-papi
noq1q2q;’

3. Ef einhver frumtala finnst sem er beeoi fyrir ofan og nedan strik md stytta hana i
burtu. Allar mogulegar frumtolur eru styttar i burtu.

4. Frumtolurnar sem standa eftir fyrir ofan og nedan strik eru margfaldadar aftur sam-
an og eftir stendur fullstytt brot 3, ="

ne
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Dami:

(a): Fullstyttum brotid %

Lausn:

Hér munum vid ganga i gegnum skrefin sem er lyst hér ad ofan.

1. 980 > 0 svo ekkert er gert i pessu skrefi.

2. Frumpattum tolurnar eins og lyst er i kaflanum 4 undan. 525 =3-5-5-7 og 980 =

¢ A skrifg 229 — 3:5:57
2-2-5-7-7 bvi md skrifa 555 = 55577

3. Vid sjaum ad hagt er ad stytta Ut eina fimmu og eina sjou. Eftir stendur brotid %

sem hefur enga sameiginlega frumtolu fyrir ofan og nedan strik.
4. 3-5=150g?2-2-7=28. Fullstytta brotid okkar er pvi %

Sumum geti fundist vid vera ad eyda fullmiklu padri { einfaldan hlut. Adferdinni er skipt {
fjogur skref til ad einfalda ttskyringuna. S& sem er ordinn vanur reikningi geti einfaldlega
skrifad:

525 3.5-5:7 3.5 15

980 2-2-5-7-7 2-2-7 28

Reiknireglur

A redum t6lum m4 leggja saman, draga frd, margfalda og deila. Pessar adgerdir eru fram-
kvemdar svona:

p. r_pster . p T _ps—gr
qg s gs S 9 s g
p.r_pr pl/a _ ps

qg s qs r/s  qr

Allar venjulegar reiknireglur gilda 4fram um radar tolur.
Daemi:
Reiknum ur brotinu

( 1y Z) .3

473)°2
5/2

og fullstyttid pad sidan.
Lausn:

(3+3) 3 _ g2 4.3 (11-3)/(12:2)  33/24 332 66

5/2 52 5)2 5/2 5/2 245 120
Fullstyttum nu brotid:

66 2-3-11 11 11
120 2.-2.2.3.5 2.2.5 20

RoOun reedra talna

A heilu tolunum hafa flestir mjog skyra hugmynd um hvad pad pydir ad ein tala sé sterri
en Onnur. Vid vitum til demis ad 3468 er sterri en 2497 og vid skrifum 3468 > 2497. betta
finnst flestum augljost og pvi eru ttskyringar 4 pvi af hverju petta gildir oft floknar eda
vandradalegar.

A rdu tolunum eru hlutir ekki jafn einfaldir. Til demis pykir ekki augljést hvor af tSlun-
um 5% og % er sterri. Sa sem sér pad { hendi sér verdur ad teljast gédur 1 reikningi. Ein

leidin veri einfaldlega ad sl badar tolurnar inn { vasareikni og sja ad 51—132 ~ 0,02539 og



28 ~0,02542. Pd séstad 25 > I3 pvi ad 0,02542 > 0,02539. Margir sterdfraedingar
eru Ohrifnir af pessari adferd. Vid viljum geta reiknad hlutina 4 bladi 4n vasareiknis.
Ef tvo brot hafa sama nefnara er audvelt a(’) skera ur um hvort peirra er sterra. Vid vitum
ad brotid p er sterra en £ 5 08 skrlfum > 4 , ef p > g. Petta getum vid sagt pvi ad brotin
hafa samelgmlegan nefnara s. T.d. er 3 steerra en 3 % pvi badi brotin hafa nefnarann 3
bessa stadreynd getum vid nytt okkur pegar reynt er ad meta almennari gerdir af brotum.

Adferdinni verdur lyst hér:

. a ¢
Bera skal saman brotin b 0g —

7
1. Lengjum fyrra brotio med tolunni d og pad seinna med tolunni b

ad

a bc
b bd

C
0 —=—
T

2. N hafa beedi brotin sama nefnarann (sem er bd). Vio getum pvi sagt ad % > 2 ef

ad > bc en ef ad < bc segjum vid ad % < 2

Dami:

Hvort brotid er sterra % eda 15—2?

Lausn:

Lengjum fyrra brotid med 12 og pad seinna med 4

3 31236 o i 54 %
47412 48 % 127124 48
N1 hafa brotin sama nefnara, 36 > 20 vid segjum pvi 36 %

Talnalinan

Til ad sjd betur fyrir sér redu tolurnar er gagnlegt ad geta stadsett par 4 talnalinunni. Vid
purfum ad rada peim pannig ad j sé heegra meginn vid 7 b.p.a.a. § sé steerri en 3.

Til ad sja fyrir sér hvar brotid 2 er 4 talanlinunni er best ad taka venjulegu talnalinuna fyrir
heilar tolur og skipta svo bilinu milli O og 1 1 g jafn stér bil. Byrjum nu { nualli og feerum
okkur til haegri 4 talnalinunni um eitt slikt bil. Pennan punkt kéllum vid é. Ef vid ferum

okkur aftur jafn langa vegalengd til haegri erum vid stadsett { punktinum 2. Petta gerum vid
aftur og aftur par til vid erum buin ad faera okkur p sinnum til haegri 4 talnalinunni. Petta
er punkturinn sem vid kollum g.

A mynd m4 sj4 talnalinuna prisvar sinnum. Fyrst med heilu tolunum merktar inn. Sidan
brot med nefnara tvo og ad lokum brot med nefnara prja.

|
N

|
w

|
o)

|
—_
o__
[e—
N__
N
N

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 >
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Takid eftir ad brot sem tdkna somu tolu lenda alltaf 4 sama stad 4 talnalinunni, eins og buast
maé vid. Ef slikt myndi ekki gilda verum vid 4 villigétum.

Veldi

bad getur verid preytandi ad skrifa eitthvad eins og a-a-a-a-a aftur og aftur. Pvi inn-
leidum vid veldi og skrifum a° 1 stadinn (af pvi ad a kom fimm sinnum fyrir). Formleg
skilgreiningin 4 heiltoluveldum er svona:

Ef a er tala pd setjum vid a° = 1

Ef n > 0 er heiltala setjum vio a" = a"~

. . . 1
Ef n <O er heiltala setjum vid a" = _=;

1

Talan a 1 sterdtakninu a” nefnist veldisstofn og talan n nefnist veldisvisir.
Daemi:
43 =4. 14 4 =64

1

473 = _ = —
43 64
Reiknireglur

Vid hofum eftirtaldar reiknireglur fyrir veldi:

At d" = an—&-m,
n
a —
Z 4t m,
am
a"-b" = (ab)",

(an)m — anm
Daemi:

22.23.5° =203 .55 = 25.5% — (2.5)° = 10° = 100000

Raetur

Ef g er jdkvad heiltala og a er jakvad tala b4 er til ndkvamlega ein tala x > 0 pannig ad
x? = a. Pessi tala x nefnist g-ta rétin af a og er tdknud med /a. Um reetur gilda eftirtaldar
reglur:

%:%%7

b b
VaP = (%)p’
Y asP = </ qp

Vid tdknum 7a med /a og nefnum pessa sterd ferningsrot eda kvadratrot.

Ferningsrétin af a segir okkur hver kantlengdin er { ferningi med flatarmélid a. Talan +/a
er oft kollud teningsrot eda verpilrot. Teningsrétin af a segir okkur hver kantlengdin er {
reglulegum teningi med raimmal a. Ordid verpill er gamalt og fallegt ord fyrir tening.
Athugid ad raturnar virda ekki samlagningu, p.e.a.s. almennt er ¥/a + b # /a+ /b. Pad
er raunar mjog algengt ad félk geri pa villu {1 ttreikningum ad setja jafnadarmerki a milli
pessara sterda.



Dami:

V16 =2pviad2* =16
V27 =3pviad 33 =27
V64 =8 pvi ad 82 = 64

Raeoar tolur i veldisvisi

Léatum nu r vera rada tolu og skrifum hana sem brot af heilum t6lum r = p/q par sem g er
nattirleg tala. Sidan skilgreinum vid a 1 veldinu r med joéfnunni

P

a =a1 =

ab.

Fjorda rétarreglan hér ad framan segir okkur ad skilgreiningin sé 6hdd pvi hvada brot vid
veljum sem framsetningunni 4 reedu tolunni r og pridja reglan segir ad a” = (/a)”. Med pvi
ad prjéna saman veldareglur og rétareglur er hegt ad syna fram 4 ad veldareglurnar gilda
einnig fyrir reda veldisvisa, en pa parf ad gera rad fyrir ad veldisstofninn a sé jakvaedur
eda 0.

Dzemi:

Latum a > 0. Einfaldid (a*™)%(a*%)".

Lausn:

Vid beitum veldareglunum og faum:

( ax+y)2( ax—Z)y — au-l—zy ayx—zy — azx-l—zy-l—yx—zy — azx+yx _ ( az+y)x'

Daemi:
Latum a,b > 0. Einfaldid

3 \/53 \4/56

Lausn:
Hér beitum vid reiknireglum fyrir raetur:

V@B = V@ V8" = aV/s' = Javb = Vab.
Nokkur grunnhugtok um mengi

Mengi er safn adgreindra hluta eda hugtaka sem saman mynda eina heild. Hlutirnir eda
hugtokin sem mynda mengid nefnast stok pess. Ef x er stak { menginu A, pa skrifum vid
x € AedaA > x. Ef x er ekki stak { menginu A pa skrifum vid x ¢ A eda A F x.

Oft eru mengi sett fram sem upptalning 4 stokum. Til demis er

{1,2,3,...} mengi nittdrlegra talna,

{2,4,6,8,10} mengid sem samanstendur af fimm fyrstu jdkvedu sléttu tolunum og
{2,3,5,7,11} mengid sem samanstendur af fimm fyrstu frumtolunum.

Tvo mengi A og B eru s6gd vera jofn, ef pau innihalda somu stok og vid skrifum pa A = B.
Tomamengio er mengi sem inniheldur ekkert stak. Pad er tdknad med &.
Mengid A er sagt vera hlutmengi { menginu B ef sérhvert stak 1 A er einnig stak { B. Vid
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skrifum pA A C Beda A C B. Athugid ad hlutmengjatdknin C og C pyda pad sama og eru
notud jofnum hondum { sterdfreditextum.

Dzemi:

(a) Setjum A = {1,2,%, 7}, B={n,2,%,1} og C = {1,3}.

bPa er A = B pvi ad 6ll stok 1 A eru lika { B og 6fugt. Punkturinn hér er sa ad pad skiptir ekki
mali { hvada r6d stokin { menginu eru talin.

Hér gildir likaC CAogCCB

(b) Setjum A = {Klukka, hestur, raud Toyota} og B = {hestur, green Toyota, klukka}

Nu er A # B pvi ad Toyotan { A er raud, en su i B er gran.

Yroingar til a0 skilgreina mengi

Stundum getur verid gagnlegt ad skilgreina mengi med stokum sem 06ll hafa einhverja
akvedna eiginleika. Vid purfum ad geta tdknad petta mengi 4 einfaldan hatt en stundum eru
stokin 6endanlega morg og pvi dmogulegt ad beinlinis telja pau upp eins og { demunum ad
ofan. Vid leyfum okkur pvi ad skilgreina mengi med pvi ad skrifa svokalladar yrdingar um
x inni menngjasvigana og segja ad x sé stak { menginu ef og adeins ef allar yrdingarnar um
pad eru sannar.

Formlegri leid til ad segja sama hlutinn er:

Heegt er ad setja fram mengi med opinni yrdingu p(x), pannig ad mengid samanstandi af
ollum stokum x pannig ad p(x) sé sonn yrding.

betta verdur best skyrt med demum.

Dzemi:

(a) Latum A = {x er frumtala ;x hefur 3 { einingasatinu (midad vid venjulega tugakerfisframsetningu)}
Nu getum vid sagt ad t.d. 3 € A, 13 € A 103 € A. Pvi allar pessar tolur eru frumtlur med
3 { einingars&tinu.

Reyndar er haegt ad syna ad A hefur 6endanlega morg stok.

33 er ekki stak i A (ritad 33 & A) pvi ad 33 er ekki frumtala. 51 er heldur ekki stak i A pvi
ad hun hefur 1 { einingasatinu en ekki 3.

(b) Latum B = {x er bill ;x er Subaru ,x er hvitur}

Bill foreldra hofundar sidan { @sku er { pessu mengi pvi hann var hvitur Subaru (og sér
i lagi var hann bill). Billinn sem hofundur horfir 4 Gtum gluggan pegar pessi setning er
skrifud er ekki { menginu pvi hann er grenn.

(c) Latum C = {x er heiltala ;x er slétt tala ,x er oddatala}.

Hér er C = @ pvi ad engin tala getur verid b&di slétt tala og oddatala i einu.

Athugasemdir

1. Pegar mengi er skilgreint med yrdingum verdur ad passa ad per eigi vid. Til demis
er merkingalaust ad skrifa A = {x er heiltala ;x er hvit} pvi ad tolur hafa ekki liti.
Fullyrdingin 2 er hvit tala er hvorki sonn né 6sonn heldur er hin merkingalaus.

2. Hefd er fyrir pvi ad lata fyrstu yrdinguna fjalla um hvernig hluti er verid ad vinna
med. I (c)-1id er byrjad 4 pvi ad taka fram ad x sé heiltala. Ef pad veri ekki tekid
fram veri n®sta yrding, x er slétt tala, illa skilgreind midad vid athugasemdina a
undan.
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Pekkt mengi

Ymis mengi eru tdknud med dkvednum bokstéfum og dkvednu letri, t.d. talnakerfin. Pau
sem vid hofum pegar fjallad um eru:

N mengi nattirlegra talna.
Z megni heilla talna.

Q mengi redra talna.

Onnur mengi sem fjallad verdur um seinna eru:

R mengi rauntalna.

C megni tvinntalna.

Um talnakerfin gildir:
NCZcQcRcC

Vid skilgreinum lika fleiri mengi:
Zy ={x€Z;x >0} Qs ={xeQ;x>0} Ry ={xeR;x >0}

0g
Z- ={xe€Z;x <0} Q- ={xeQ;x <0} R_={xeR;x <0}

Adgerdir 4 mengjum

Ef A og B eru mengi pd tdknum vid mengi allra staka sem eru annadhvort { A eda { B med
AU B. Petta mengi kollum vid sammengi A og B.
Formlega skilgreiningin er:

AUB={x;x€Aedaxc B},

Mengi allra staka sem eru bzdi { A og B er tdknad med A N B. Petta mengi er kallad
Sniomengi A og B.
Formlega skilgreiningin er:

ANB={x;x€Aogxe€ B}

Mengi allra staka sem eru { A en ekki i B er kallad mismunur (eda mengjamismunur) A og
B. Hann er tdknadur med A \ B
Formlega skilgreiningin er:

A\B={x;x€Aogx¢B}.

Munid ad samtengingin ,.,eda‘“ er hér notud eins og alltaf 1 steerdfradi { merkingunni ,,og/eda*.

AUB ANB A\B
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Dzemi:

Latum A = {x € N;xer slétt tala}, B = {x € N;x er oddatala} og C = {2,3,5,6,8}

Hér er AUB = N pvi ad allar natturulegar tolur eru annad hvort sléttar tdlur eda oddatolur.
ANB =0 Dpvi ad engin tala er b2di slétt tala og oddatala.

A\ B = A pvi ad ekkert stak i A er lika { B og pvi er ekkert dregid fra.

ANC=1{2,6,8}

C\B=1{2,6,8}

Athugasemd

3. Takid eftir ad i formlegu skilgreiningunum 4 AUB, ANB og A \ B er nostast vid yrd-
ingar. Fyrsta yrdingin { 6llum skilgreiningunum er eins, hin segir ekkert nema ,,x".
bad er til ad virda hefdina sem sagt er frd i athugasemd 2 ad ofan. Fyrst parf ad taka
fram hvernig stok mengid getur innihaldid. Mengid sem verid er ad skilgreina getur
innihaldid hvers skonar stok sem er (vid vitum ekki fyrirfram hvers skonar stok eru {
A og B) og i stadin fyrir ad skrifa ,,x ma vera hvad sem er"ritum vid einfaldlega ,x"

Faldmengi

Faldmengi eda margfeldismengi A X B tveggja mengja A og B er skilgreint sem mengi allra
para (a,b) af stokum p.a. a € A og b € B, med yrdingum er petta skrifad:

AxB={(a,b);acAogb e B}.

A X B er skyggt.

Daemi:
Latum A = {2,3,6}

5

(2,~) er stak { N x Q. Pad er ritad (2, Z) eNxQ
2

2,—)erlikastak i Q x Q pviad 2 = 1 er { bAdum mengjunum N og Q

er lika stak i menginu A x Q

—~ —~ S

\.N
INEVIN RV RTINS
S— S~— S—

o

5
er ekki stak { menginu N x N pvi 1 er ekki i N
Fyllimengi
Pegar verid er ad fjalla um hlutmengi A { dkvednu mengi X, pd er mengid X \ A oft nefnt

fyllimengi hlutmengisins A, pad er einnig tdknad A eda CA. Takid eftir ad { framsetning-
unni A€ kemur X ekki fram, p6 ad pad skipti { raun hofudmali. Mengid X er kallad almengi
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og inniheldur alla hlutina sem verid er ad vinna med. Oftast er 1jést af samhenginu hvad
petta almengi er.

Ef mengi er skilgreint med yrdingum er pumalputtaregla sem segir ad almengid sé dkvard-
ad af fyrstu yrdingunni. Skv. fyrri athugasemdum er pad einmitt yrdingin sem dkvardar
hvers konar hluti unnid er med.

Dzemi:

(a) Setjum A = {x € N;x er deilanleg med 5}.

Hér ma draga b4 alyktun ad almengid sé¢ N

bvier A° = {x € N;x er ekki deilanleg med 5}

(b) Setjum B = {x er ord ;x er nafnord ,x byrjar 4 békstafnum n}

Hér ma draga b4 dlyktun ad almengid sé mengi allra orda.

bvier B¢ = {x er ord ;x er ekki nafnord eda x byrjar 4 6drum bokstaf en n}

Onnur 1eid til ad skrifa B¢ er:

B¢ = {x er ord ;x er ekki nafnord} U {x er ord ;x byrjar ekki 4 békstafnum n}

Meira um adgerdir 4 mengjum

Audvelt er ad sannfaera sig um eftirfarandi reiknireglur & mengjum:

(AUB)UC=AU(BUC)
(ANB)NC=AN(BNC)

bessi regla segir ad pad skipti ekki méli { hvada r6d madur tekur sammengi og snidmengi.
bvi ma skrifa AUBUC eda ANBNC og sleppa 6llum svigum. Sérstaklega skal taka fram
ad almennt gildir:

(AUB)NC#AU(BNC)
(ANB)UC#AN(BUC)

bad er ad segja pad skiptir hofudmadli hvada adgerd er gerd fyrst. Pegar sam- og snidmengj-
um er blandad saman parf pvi alltaf ad nota sviga. Pad ad skrifa AUBNC eda ANBUC er
algjorlega merkingarlaust.

Dzemi:

Gefin séu mengin A := {1,2,3,4,5}, B:= {2,4,6,8,10} og C := {6,7,8,9,10}.

a) Finnid (AUB)NC.

Lausn: Byrjum & ad finna A UB. Pad er mengi allra staka sem eru stok i 6dru hvoru
mengjanna A, B, p.e. AUB=1{1,2,3,4,5,6,8,10}.

(AUB)NC inniheldur sidan ndkvaemlega pau stok sem eru bedi iAUB og C. (AUB)NC =
{6,8,10}.

b) Finnid AU (BNC).

Lausn: Ni er BNC = {6,8,10} og pier AU(BNC) = {1,2,3,4,5,6,8,10}. Tokum
eftir a0 (AUB)NC # (AUB)NC. Pad er s.s. ekki sama { hvada r6d adgerdirnar eru
framkvamdar ef b&di eru tekin sammengi og snidmengi.

¢) Finnid (ANB)NC.

Lausn: Nier ANB={2,4} ogpder (ANB)NC ={2,4}NC=0.

Ennpa meira um adgerdir 4 mengjum

Vid skilgreinum lika sam- og snidmengi af fleiri en tveimur mengjum. Ef n € N og

14



A1,Az,...,A, eru mengi pa skilgreinum vid sammengi og snidmengi peirra med

-

N
I
—_

A; = {x;x € A, fyrireitthvert i = 1,...,n}

A; = {x;x € A; fyrir sérhverti = 1,...,n}.

.

N
I
—_

[ raun er U A; bara 6nnur leid til ad skrifa A UA; UA3U...UA,
og N, A; er bara 6nnur leid til ad skrifa Aj NA NA3N...NA,.

Stundum kemur fyrir ad sterdfredingar vilja taka sammengi af 6endanlega mérgum mengj-
um. Pad getur ordid ruglingslegt ad utskyra hvernig pad er tdknad { prenti en hér verdur
gerd heidarleg tilraun til ad gera einmitt pad:

Segjum ad vid hofum eitthvad safn af mengjum (eda mengi af mengjum) pannig ad buid
s€ ad merkja 6ll mengin med einhverjum visi (enska: index) Ur einhverju visismengi /.
b.e.a.s. 0ll mengin { safninu ma tdkna med A; med i € /. Pa er sammengi allra pessara
mengja tdknad med | J;c/ A;.

Med yrdingum er petta skilgreint:

JAi = {x;x € A; fyrir eitthvad i € I}
icl

Eins eru snidmengin skilgreind:

(Ai = {x;x € A; fyrir6ll i € I}
i€l

Tokum nokkur demi um petta.

Dzemi:

(a) Latum P tdkna mengi allra frumtalna.

Fyrir sérhvert p € P skulum vid ldta A, vera mengi allra néttirulegra talna sem p gengur
uppi. Med yrdingum skrifum vid:

Ap = {n € N; p gengur uppi n}

Hér er visismengid P og

UAPZN\{l}

peP

bad er af pvi ad sérhver tala { N sem er sterri en 1 er deilanlegri med einhverri frumtolu,
og er pvi i einhverju af mengjunum A,.

(b) Fyrir sérhvert n € Z skulum vid l4ta B,, vera mengi allra almennra brota sem hafa n sem
teljara pegar pau eru fullstytt. Med yrdingum skilgreinum vid petta mengi:

B,={reQ; Efr= g og % er fullstytt brot pd er a = n}
Hér er Z visismengid og:

UBn:Q

nez
Af pvi ad sérhvert almennt brot er { einhverju af mengjunum A,,.
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(¢) Latum T vera mengid sem hefur sem stok oll tré 1 heiminum. Ef ¢ € T er eitthvad tré
latum vid mengid L; vera mengi allra laufblada 4 trénu . Med yrdingum skrifum vid:

L, = {l er laufblad; [ er 4 trénu ¢ }
Hér er T visismengid og

|J L = {l er laufblad; [ er 4 einhverju tréi }
teT

Nokkur dsemi i viobot

Daemi:
Latum A C X og B C Y. Téknid fyllimengi A X Bi X xY.
Lausn:
Fyllimengid samastendur af 6llum tvenndum (a,b) par sem annadhvort a ¢ A eda b ¢ B
eda b2di, p.e.
(A x B)° = (A° x B)U (A x BS) U (A° x B°).

Einnig ma tdkna fyllimegnid 4 fleiri vegu, t.d. med (A X B)° = (A° xY)U (X x B°).

Dzemi:

Téknid A \ B med pvi ad nota snidmengi og fyllimengi.

Lausn:

Oll stok i A eru annadhvort { B eda B¢. Pau stok sem eru i A en ekki B eru pvi bdi i A og
B¢, pannig ad A\ B=ANB".

Dami:

Latum py, p2, ..., p, vera nattirlegar tolur. Tdknum med p;Z mengi peirra heiltalna sem p;
gengur upp { par sem 1 < i < n. Tdknid mengi peirra talna sem eru deilanlegar med 6llum
tolunum pq, p2,..., pn.

Lausn:
Mengi peirra talna sem eru deilanlegar med 6llum télunum py,..., p, er snidmengi talna
sem eru deilanlegar med py, p2,...py. P.e.
n
() piZ.
i=1
Talnakerfin

Nu pegar hofum vid kynnt nokkur talankerfi til sogunnar. Vid skulum rifja pau upp:

1. Fyrst var mengi ndttiirulegra talan kynnt til sogunnuar. Pad er mengid {1,2,3,4...}
og vid tdknum pad med stafnum N. A pessu mengi er hegt ad leggja saman, og
margfalda. Vid reddum um frumpéttun 4 pessu mengi, og einnig hvernig deila skal
med afgangi.

2. A nittdrulegu tolunum er ekki alltaf haegt ad framkvaema adgerdina fradratt. Pess
vegna battum vid neikvadu heilu tolunum 1 talnakerfid okkar 4samt t6lunni 0. Petta
talnakerfi kollum vid heilu tolurnar og taiknum med stafnum Z. A pvi mé gera sému
hluti og & N og par ad auki er hegt ad draga fra.
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3. Heilu tolurnar eru 6fullkomnar { peim skilningi ad ekki er haegt ad framkvama raun-
verulega deilingu 4 peim. Pess vegna voru reedu tolurnar bunar til. Per eru tdknadar
med Q.

A rzdu tolunum er hzgt ad leggja saman, draga frd, margfalda og deila. Frumpéttun
verdur hins vegar merkingarlaust hugtak 4 pessu mengi.

Rotin af tveimur

I fornold héldu menn lengi ad allar tSlur vaeru redar tolur. Forn-grikkir tilkudu nzr alla
sterdfredina sina 4 raimfraedilegan mata og peir héldu ad lengdina & sérhverju linustriki
veeri hagt ad tdkna sem brot heilla talna, a/b.

Freg pjodsaga segir ad dag nokkurn { forn-Grikklandi hafi madur ad nafni Hippasus fundid
t6lu sem er ekki haegt ad tdkna sem almennt brot. Hann hafdi nefnilega fundid tSluna v/2
og fullyrti ad ekki veeru til heiltolur a og b pannig ad /2 = a/b.

Honum var drekkt fyrir ad lata sér detta slika frasinnu 1 hug.

To6luna v/2 ma tilka rimfredilega sem lengd lang-

hlidar { rétthyrndum prihyrningi med skammhlidar 1 1

af lengd 1. Ef prihyrningurinn hefur skammhlidar

a=1o0gb =1 oglanghlid c segir regla Pypagérasar ' — I R
okkur nefnilega ad c = V12 +12 =2 0 1 v2 2

Pad kemur 1 1j6s ad Hippasus hafdi rétt fyrir sér. Pad
eru ekki til heiltslur a og b pannig ad v/2 = a/b. Sonnunin 4 pvi er frekar einfold og hiin
verdur latin fylgja med fyrir dhugasama lesendur:

betta verdur sannad med motsogn.

Gerum rdd fyrir ad til séu heilar télur a og b pannig ad /2 = %.
Fullstyttum ni brotio, p.e.a.s. skrifum g = 2 par sem 2 er fullstytt brot.

bar sem 2 er fullstytt getur frumtalan 2 i mesta lagi gengio uppi adra af tolunum c og d
pvi ef hiin gengi upp i peer bddar pd veeri brotio 2 ekki fullstytt.
Nii feest

V2= 2 sem jafngildir dvV2=c

Ef steedurnar beggja vegna jafnaoarmerkisins eru settar i annad veldi feest:
2d* = ¢?

Nii sést ad frumtalan 2 gengur uppi téluna c*. Pvi hlytur 2 lika ad ganga upp i téluna ¢
svo til er heiltala ¢’ pannig ad ¢ = 2¢'.
en pd er

24> = = (2 =4()? semjapngildir  d* =2(c)?

Vid sjdum pvi ad frumtalan 2 gengur uppi toluna d* og par af leidandi upp 1 toluna d.
betta er motsogn af pvi ad vio hofum nii pegar synt ad 2 gengur uppi c en 2 getur ekki

gengio uppi beedi c og d pvi ad 2 var fullstytt brot.
Upphaflega forsendan okkar hlytur pvi ad vera rong!
Vid komumst ad peirri nidurstoédu ad ekki eru til heilar tolur a og b pannig ad \/2 = a /b
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Rauntolurnar

Af kaflannum 4 undan sést ad mengi redu talnanna QQ er ekki alveg fullkomid. Pad er
eins og pad vanti tolur inn & milli. Mengi redra talna er pvi stekkad svo ad ,,engar tolur
vanti”. Petta stekkada mengi kollum vid Rauntolur og taknum med stafnum R.

Tolurnar sem ekki er hagt ad skrifa sem brot heilla talna kdllum vid dredar tolur. Vid
pekkjum margar éredar tolur, t.d. er talan ,/p 6red fyrir allar frumtdlur p. Talan 7 er
lika 6rad. Ekkert tdkn er notad fyrir éredar tolur, heldur tdknum vid pad einfaldlega med
mengjamismuninum R \ Q

A vissan hétt m4 faera rok fyrir pvi ad 6redu tolurnar séu miklu fleiri en redu tolurnar. Sa
rokstudningur verdur hins vegar ad bida betri tima.

A mynd m4 sja ymsar tolur stadsettar 4 talnalinunni:

Y

w +
a
N
=]

1\/52

Nl—
W|oo +

Athugasemd:
Hér var mengi rauntalna ekki skilgreint formlega. St skilgreining er allt of flékin til ad
setja fram hér.

Reiknireglur
A mengi rauntalna m4 leggja saman, draga frd, margfalda og deila. Somu reiknireglur gilda
4 rauntdlunum og 4 hinum talnakerfunum, vid skulum rifja par upp:

(a+b)+c=a+ (b+c) (tengiregla samlagningar),

(ab)c = a(bc) (tengiregla margfoldunar),
a+b=b+a (vixlregla samlagningar),

ab = ba (vixlregla margfoldunar),
a(b+c)=ab+ac (dreifiregla),

a+0=a (0 er samlagningarhlutleysa),
la=a (1 er margfoldunarhlutleysa).
0a=0 (margfoldun med nillu gefur niill).

A mengi rauntalna er lika rodun. Um pessa rodun gilda nokkrar reglur sem audvelt er ad
sanna:

efa<bogb<c,bdera<c (rodun er gegnvirk),

efa<bpierat+c<b+c (rodun er obreytt vio samlagningu),

efa<bogc>0,pderac <bc (rodun er ébreytt vio margfoldun
med jdakvedri tolu),

efa<bogc<O0,paerbc <ac (rodun snystvio pegar margfaldad er
meo neikvaedri tolu).

Oendanleiki

on pau talnakerfi sem vid hofum ratt hér, natturlegu tolurnar, heilu tdlurnar, redu tolurnar
og rauntdlurnar, eru dendanleg og dtakmérkud, ymist { eina eda tveer attir. 1 efri 4ttina
pydir pad ad fyrir hverja tolu a { einhverju pessara mengja ma finna adra tolu b { sama
mengi pannig ad a < b. Pegar vid viljum hagnyta okkur pennan eiginleika purfum vid pvi
ad taka { notkun nytt tdkn oo, sem vid kollum éendanleikatdkn. Vid getum hugsad okkur ad
pad betist vid rauntdlurnar pannig ad oo > a fyrir 61l a { R (og par med 61l a i N, Z og Q
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vegna pess ad vid litum 4 pau sem hlutmengi { R). A sama hétt og neikvadu tolurnar eru
fengnar frd hinum jakvaedu hofum vid —eo pannig ad —eo < a fyrir 6ll a 1 R.

Hafa ber 1 huga ad « og —oo eru ekki tolur og ekki er rétt ad nota par sem slikar. Vid getum
ekki an frekari umhugsunar notad pessi takn { utreikningum po freistingin geti verid mikil.
Sem demi um 6vaenta hegdun pessara tdkna parf —oo alls ekki ad vera samlagningarand-
hverfa oo, p.e. jafnan —oo 400 = 0 parf ekki ad gilda.

Bil i rauntolunum

Latum 7 vera hlutmengi { R. Vid kollum hlutmengid I bil ef
,engin got eru 1 I”. Med 6drum ordum, vid segjum ad mengid

o I sé bil ef ad vid getum tdknad ped 4 talanlinunni med breidu
a b linustriki med engum gotum. A hvorn endapunkt striksins setj-
Ja,b] um vid annad hvort fylltan hring eda tdman, eftir pvi hvort s

endapunktur sé med { bilinu eda ekki. Ef punkturinn 4 ad vera
med setjum vid fylltan hring, annars téman.
Formlega skilgreiningin & bili er svohljédandi:

Hlutmengi I i R kallast bil ef ad fyrir sérverta,b €[ og c € R p.a. a < c < b pd gildir c € 1

Til ad tdkna bil { prenti parf ad nota tver tolur og hornklofana | og |. Hér verda nokkur bil
utskyrd 1 toludu mali:

Bilid [a,b] er mengi allra rauntalna sem eru 4 milli a og b, medtaldar eru tolurnar a og b.
Bilid |a,b| er mengi allra rauntalna sem eru 4 milli a og b en hér eru a og b frataldar.

Bilid ]a, o[ er mengi allra talna sem eru steerri en a, hér er a ekki tekid med.

Sidan er hagt ad snda hornklofunum 4 allskonar vegu til ad {4 allskyns bil.

Hér er temandi listi yfir allar gerdir af bilum skilgreind med yrdingum:

Efa,b € R og a < b, pa skilgreinum vid:

la,b[={xeR;a<x<b} (opid bil),

la,b) ={xeR;a<x<b} (lokad bil),
la,b|={xeR;a<x<b} (hdlf-opid bil),
la,b) ={x e R;a<x<b} (hdlf-opid bil),
| —ec,a[={xeR;x<a} (opin hdlflina),

—ooal={x€R;x<a} (lokud hdlflina),

]

la,o[={xeR;x>a} (opin hdlflina),
[a,0[={x€R;x>a} (lokud hdlflina),

| —o0,0[=R (0ll rauntalnalinan),
[a,a] = {a} (eins punkts bil).

Efri og nedri mork

Einn af grundvallareiginleikum rauntalna er setningin um efra og nedra mark.

o Gerum rdo fyrir ad A sé hlutmengi i R og ad pad sé takmarkad ad ofan.
bd er til otvireett akvoroud tala S € R sem upffyllir eftirfarandi skilyrdi

1. Efa € A pd gildir S > a.
2. EfL € R er einhver onnur tala sem uppfyllir skilyroi eitt pd er S < L.
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bessi tala S er kollud efra mark mengisins A og vid skrifum

SupA =39S

o Gerum rdd fyrir ad A sé hlutmengi i R og ad pad sé takmarkad ad nedan.
bd er til otvireett akvoroud tala s € R sem upffyllir eftirfarandi skilyroi

1. Efac A pd gildir s < a.
2. Efl € R er einhver onnur tala sem uppfyllir skilyrdi eitt pd er s > .

bessi tala s er kollud nedra mark mengisins A og vio skrifum
infA=s

Talan § er kollud efra mark mengisins A ttaf eiginleika hennar, 1 tdludu mali er hin minnsta
talan sem er steerri en eda jofn sérhverju staki { A.

Eins er tala s { steersta talan sem er minna en eda jofn sérhverju staki i A.

Par sem rauntdlurnar voru ekki skilgreindar formlega er 6mogulegt ad sanna pessa reglu
hér. P6 er hagt ad segja ad {1 vissum skilningi pa var skilgreiningin 4 rauntélunum valin
pannig ad haegt veri ad sanna pessa reglu.

Nokkur dsemi

Dzemi:
Gerum rad fyrir ad a sé r&d tala n sé néttaruleg tala og ad x > 0 sé 6red. Skerid ur um
hvort eftirfarandi tolur eru redar eda dredar:
(@a+x
(b) ax
(©) v/x
Lausn:
Par sem a er reed ma skrifa a = p/q par sem p og ¢ eru heilar tolur. [ lausninni munum vid
pvi alltaf skrifa p/q { stadin fyrir a
(@)
Gerum r4d fyrir ad p/q + x sé rad tala og synum ad pad leidi til métsagnar.
Par sem p/q+ x er rad pd eru til heilar télur r og s p.a.
P +x= ! sem jafngildir x=__P_9"
q § s q sq
En pad er métsdgn pvi ad gr — sp og sq eru heilar tolur, og parsem x er 6red a ekki ad vera
hagt ad skrifa x sem brot af heilum t6lum. Pvi hlytur upphaflega forsendan okkar ad vera
rong og pvi hlytur p/g + x ad vera 6rad tala.
(b)
Gerum rad fyrir ad Zx sé red tala.
P4 eru til heilar tolur r og s p.a.

PrT sem jafngildir X = ﬂ .
qa s pla  ps
En pad er moétsogn pvi ad x er 6red. Pvi er %x ored tala.
(c)
Gerum rad fyrir ad {/x sé ra0.
P4 eru til heilar tolur r og s p.a.
n
Uri=" sem jafngildir ~ x= (f)” .
S S s"
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sem er métsogn pvi x er 6rad. Pvi er /x 6rad tala.

Dami:
Litum Ry = {r € R;r > 0}. Fyrir sérhvert r € R, pd skilgreinum vid mengid A, = [—r,r].
Lysid menginu

A

reRy

A einfaldan hitt.

Lausn:

Tokum eftir ad fyrir allar jakveedar tolur r pd er 0 € [—r,r]. Med 60rum orum pa er 0 € A,
fyrir 6ll r € Ry. En pa er 0 € N,cr, A, skv. skilgreiningu.

Gerum nu rdd fyrir ad x sé einhver tala sem er sterri en 0. P4 er 1jost ad x & [—x/2,x/2].
Med 60rum ordum er x £ A, />. Sér { lagi er x ekki { 6llum mengjunum A,, r € Ry .En pd er
X ¢ ﬂrE]R+ Ar-

A svipadan hatt sést ad ef x < 0 pd er x & Nrer, Ar.

Vid héfum pvi sé€d ad O er eina talan sem er { menginu (,cr, Ay

Vid getum pvi skrifad
ﬂ A, ={0}
reR,
Dzemi:
(@)

Finnid efra mark mengisins

A = {x € R; x er steerra en null og < 2}.

(b)

Finnid efra mark mengisins

B = {x € R; x er steerra en niill og x> < 2}.

Lausn:

()

Med orlitlu innszi er audvelt ad giska 4 ad § = /2 gaeti verid efra markid. Vid skulum
syna ad svo er. Til ad gera pad purfum vid ad syna ad /2 uppfylli bada eiginleikana {
skilgreiningunni.

1. Latum a € A. P4 er a* < 2 skv. skilgreiningunni 4 menginu A. En pd er lika a < v/2
svo ad fyrra skilyrdid er uppfyllt.

2. Gerum r4d fyrir ad L sé eitthvad annad stak sem ad er pannig ad L > a fyrir 6ll a € A.
Vid vitum ad talan /2 er { A pvi ad (v/2)? =2 < 2 svo ad sér { lagi gildir L > /2.
Seinna skilyrdid er pess vegna einnig uppfyllt.

Vid sjaum nd ad v/2 er efra mark 4 A og vid skrifum pess vegna
SUpA = V2

(b)
Vid byrjum 4 svipadan hatt og 1 (a)-lid. Vid giskum meira segja & somu téluna. Seinni
lidurinn verdur adeins pyngri.

1. Latum a € A. P4 er a* < 2 skv. skilgreiningunni 4 menginu A. En pd er lika a < v/2
pad hefur sér { lagi 1 for med sér a < v/2 svo ad fyrra skilyrdid er uppfyllt.
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2. Latum nud L vera adra tolu sem er pannig ad L > a fyrir 61l a € A. Vid viljum syna ad
L> V2.
Gerum rad fyrir ad L < v/2 og synum ad pad leidi til métsagnar.
Par sem L < /2 pd er til tala u sem er pannig ad L < u < /2.
Paeru® < (v2)>=2svoad u € A.
Fyrst ad u € A pad er L > u. En pad er métsogn pvi ad u var valid minna en L.
Forsendan L < /2 hlytur pvi ad vera rong og vid komumst ad peirri nidurstodu ad

L>/2.

Vid sjaum nd ad v/2 er efra mark 4 B og vid skrifum pess vegna
supB = V2
Endanleg mengi

Fjoldi staka { mengi getur verid endanlegur eda 6endanlegur.

Ef mengid A inniheldur endanlega morg stok og fjoldi staka i pvi er n pa skrifum vid #A = n.
Dzemi:

Latum A = {2,5,8,22,88} B = {hestur, kottur, mis} og C = &.
Paer#A =5, #B =3 og #C = 0.

Teljanlega 6endanleg mengi

Vid pekkjum morg mengi sem innihalda 6endanlega morg stok. T.d. N ,Z, Q og R.

Hins vegar eru { vissum skilningi til margar gerdir af éendanleika.

Sterdfreedingar segja t.d. ad N og QQ innihaldi jafn morg stok. Jafnvel p6 ad N C Q.
Sterdfredingar segja lika ad R innihaldi fleiri stok en N jafnvel pé pau innihaldi baedi
d6endanlega morg stok.

Til ad skyra petta kollum vid fram hugtakid reljanlega 6endanlegt mengi. EKki er ennpa
biid ad kenna fraedina til ad skilgreina formlega hvenar mengi eru teljanlega 6endanleg,
en audvelt er ad dtskyra pad 6formlega:

Oendanlegt mengi A er sagt vera teljanlega dendanlegt ef haegt er ad biia til niimeradan
(oendanlega langan) lista sem er pannig ad sérhvert stak i A komi fram d listanum fyrr
eda sioar.

Mengi sem eru annad hvort endanleg eda teljanlega éendanleg eru sogo teljanleg.
Mengi sem eru ekki teljanleg eru sogo oteljanleg.

Tokum nokkur audveld demi um petta.

Daemi:

(a) Synum ad N er teljanlega éendanlegt.

(b) Latum 2N vera mengi sléttra jadkvadra talna. Synum ad pad er teljanlega éendanlegt.
(¢) Synum ad Z er teljanlega 6endanlegt.

Lausn:

(a)

Audvelt er ad bua til nimeradan lista af nattirulegu télunum. Vid nimerum einfaldlega
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stak n € N sem stak ndmer 7 4 listanum. Vid faum pv{ listann.

Numer N
1. 1
2. 2
3. 3
4 4

(b)

Nu erum vid ad skoda mengi sléttra talna. Vid viljum pvi setja allar sléttu t6lurnar 4 6end-
anlegan lista. Pad er audvelt, vid setjum hverja slétta n sem t6lu nimer 5 4 listanum og
faum:

Nuimer 2N
1. 2
2. 4
3. 6
4 8

(©
Audvelt er ad setja Z 4 lista, vid nimerum stakid 0 ndimer eitt, svo stakid —1 ndmer tvo,
stakid 1 ndmer prjd, stakid —2 nimer fjogur, stakid 2 ndmer fimm o.s.fr. til ad f4 listann:

Numer 7
1. 0
2. —1
3. 1
4. -2
5. 2
6. -3
7. 3

Audvelt er ad sannfzra sig um ad sérhver tala 1 Z kemur 4 endanum fram & pessum lista.
Onnur formlegri leid til ad ttskyra pennan lista er ad segja ef n > 0 er 1 Z latum vid pad
vera numer 2n + 1 4 listanum en ef n < 0 er { Z latum vid pad vera nimer —2n 4 listanum.

Mengio Q

Pad kemur { 1j6s ad mengid Q er teljanlega éendanlegt, pad geti komid sumum 4 Gvart {
fyrstu pvi pad virdist vera svo miklu sterrar en N.

Fyrstu tilraunir til ad setja pad 4 lista misheppnast oft pvi ad monnum hettir til ad telja 611
brot med nefnara 1 fyrst sidan brot med nefnara 2 og svo framvegis.

Pad virkar ad sjalfsogdu ekki pvi ad sd listi myndi lita einhvern veginn svona ut:
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Numer Q

1. 1)1
2. 2/1
3. 3/1
4. 4/1
5. 5/1

Vid sjaum ad pessi listi er Smogulegur pvi ad vid komumst aldrei { brot med nefnara 2. Vid
purfum pvi ad gera petta einhvern veginn 6druvisi.

Setjum fyrst 61l almenn brot upp i éendanlega toflu. I efstu linu setjum vid 61l brot med
nefnara 1, { n@stu linu 611 brot med nefnara 2 { peirri pridju 61l brot med nefnara 3 og svo
framvegis. Teljorunum { hverri linu er radad eins og gert var fyrir Z { 1id (¢) { deminu ad

ofan:
o/t -1/1 1/1 =2/1 2/1 =3/1 3/1

0/2 —1/2 1/2 =2/2 2/2 —3/2 3/2
0/3 —1/3 1/3 =2/3 2/3 —3/3 3/3

0/4 —1/4 1/4 —2/4 2/4 —3/4 3/4

o
—y

Nu atti hver og einn ad geta sannfart sig um ad allar r&du tolurnar koma fram { pessari
toflu. Sérhver red tala kemur meira ad segja oft fyrir, til demis er % = % = % =..=1og
sérhver af pessum framsetningum kemur fram.

Teiknum nu Orvar innd pessa mynd eftir 6llum skdlinum sem stefna upp og til hagri:

R60um ni stokunum 4 lista eftir skdlinunum, fyrst skalinunni sem byrjar { 0/1 neest peirri
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sem byrjar { 0/2 svo i 0/3 o.s.frv. pannig faum vid listann:

Numer Q
1. 0/1
2. 0/2
3. —1/1
4. 0/3
5. —1/2
6. 1/1
7. 0/4
9. —1/3
10. 1/2
11. -2/1

Sérhver tala { toflunni kemur fram 4 pessum lista, og pess vegna kemur sérhver red tala
fram & pessum lista. Vid erum pvi buin ad lista redu tolurnar og héfum pvi synt ad paer eru
teljanlega margar.

Athugasemd:

A listanum fyrir Q kemur hvert stak morgum sinnum fyrir. Margir sterdfredingar vilja
setja aukareglu sem segir ad hvert stak megi adeins koma einu sinni fram & listanum. Aud-
velt er ad breyta listanum pannig ad su regla sé uppfyllt. Madur einfaldlega gengur { gegn-
um listann og strikar 1t 61l brot sem hafa 4dur komid fram ofar 4 listanum.

Mengio R

Pad kemur 1 [j6s ad mengid R er éendanlegt. Med 6drum ordum b4 er ekki haegt ad bua til
lista sem inniheldur 611 stokin { R. Pad er ekki mikid mal ad syna pad.

[ raun er toluvert pagilegra ad syna ad bilid [0, 1] sé 6teljanlegt. Par sem [0, 1] C R b4 hefur
pad sidan 1 for med sér ad R sé dendanlegt. Vid skulum gera pad frekar.

[ tugakerfisframsetningu ma skrifa sérhvert x € [0, 1] sem

x=0,a1ara3a4...

bar sem a, er n-ti aukastafurinn i x. Ljést er ad a,, verdur pa ad vera heiltala milli 0 og 9
fyrir 61l n.
T.d. ef x=0,123123123... pdera; =1,a =2, a3 =3, a4 = 1, as = 2 o.s.frv.

Gerum nu rad fyrir ad vid hofum nad ad skrd allar t6lurnar { [0, 1] 4 lista og synum ad pad
leidi til moétsagnar. Skrifum upp pennan lista:

Nimer [0,1]
1. A1 =0,aj1a2a13a14...
2 A2 = 0,a21a22a23a24...
3. A3z = 0,a31a32a33a34...
4 Aq = 0,a41a42a43044...

25



Hér latum vid a,,,, takna m-ta aukastafinn i tolunni A,,, sem er tala nimer » 4 listanum.
Btium ni til nyja tdlu B = 0,b1b,b5... par sem b, er valid 4 eftirfarandi hatt:

Ef a,, # 5 pa setjum vid b, =5
Ef a,, = 5 ba setjum vid b, =7

Pa sjadum vid ad B er ekki 4 listanum okkar pvi fyrir sérhvert n € N pa er aukastafur nimer
n i B (sem er by) Olikur aukastaf nimer # { télunni A, (sem er a,,). B er pvi 6likt A, fyrir
6ll n med 60rum ordum pa er B ekki 4 listanum, en pad er mé6tsdgn pvi ad B € [0, 1] og skv.
forsendu voru 611 stok 1 [0, 1] 4 pessum lista. Pvi hlytur upphaflega forsendan okkar ad vera
rong.

Pad er ekki hagt ad skrd stok mengisins [0, 1] 4 lista og pvi er pad 6teljanlegt, sér i lagi er
pa R 6teljanlegt.

Summu- og margfeldistaknio

Stundum kemur fyrir ad sterdfredingar vilja leggja saman marga 1idi.

Til demis 1 1 1 {
14+2+3+4+...+100 0 e s T e
+24+3+44+...+ eda 4+5 + 6+ + 37

[ badum pessum dzemum ztti ad vera augljést hvad summan pydir p6 ad svona pripunktur
sé€ ekki alvoru sterdfraeditdkn.

I fyrra deeminu er verid ad leggja saman allar tolur frd einum uppi hundrad og i seinna
deminu er verid ad leggja saman einn & moéti sérhverri tolu fra fjérum uppi attatiu-og-sjo.

Stundum vinnum vid samt med floknari gerdir af summum og pd dugar svona tdknmal
skammt.
Pess vegna innleidum vid summutaknid >

Segjum ad vid viljum leggja saman allar tolur af gerdinni n(n+ 1) par sem n gengur fra
einum uppi hundrad. Einhverjum gati dottid 1 hug ad skrifa

(141 42-241)+3-3+1)+4-(441)+...4+100- (100+1) =246+ 12+20+...+ 10100

en petta pykir ekki snyrtileg leid ad tdkna summu. Pess vegna skrifum vid frekar

100

Zn(n+l)

n=1

Fyrir nedan summutdknid stendur » = 1 sem merkir ad breytisteerdin sem vid vinnum { er
n og ad vid byrjum { einum. Fyrir ofan summutdknid stendur hundrad sem pydir ad vid
endum summuna pegar n = 100. Hegra megin vid summutaknid stendur sidan formilan
fyrir sérhvern 1id 1 summunni.

Summurnar sem teknar voru fram { byrjun kaflans yrdu tdknadar med

100
don=1+2+3+..+100
n=1

0g
5!
n=4n
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Stundum lendum vid { somu vandr&dum med 16ng margfeldi. Pess vegna innleidum vid
margfeldistdknid [] sem er notad 4 sama hétt og summutdknid en bara fyrir margfeldi.
Pannig er

100 87
1 111 1
—1-2-3-4---100 i
nl;[l” 1;[4;1 45677100
og
100
[[r(n+1)=1(1+1)-2(241)-3(3+1)---100(100+1) =2-6-12--- 10100
Daemi:
(a)Reiknid:
5
>
n=-3
(b) Reiknid:
4
[[a+n
n=1
Lausn:
(a)
> = (3P H (2P (1) O+ P27+ 3 424 5
n=-3
=94+44+14+04+1+44+9+16425=69
(b)
4
[[O+n)=0+1)(1+2)(1+3)(1+4)=2-3-4-5=120
n=1
Lioun og pattun

Lioun kallast pad pegar sterdtdkni sem samanstendur af einum lid er breytt { fleiri 1idi.
Dreifireglan segir okkur hvernig lidun er framkvaemd. Litum 4 nokkrar reglur um lidun:

(a+b)(c+d)=ac+ad+bc+bd,

(a+b)> = a2 +2ab + b? (ferningsregla fyrir summu),
(a—b)? = 2ab +b? (ferningsregla fyrir mismun),
(a+b)(a— ) =a’—b* (samokaregla),
m+)m2aww%—é+#

(a—b)(a*+ab+b*) =a’—b>.

Hér hofum vid skrifad nidur jofnur sem segja ad sterdtdknin sem standa beggja vegna
jafnadarmerkisins séu sama talan fyrir 611 moguleg gildi 4 breytunum a, b, c og d . Vid
skulum skoda i smdatridum hvernig reiknireglunum er beitt til pess ad syna fram 4 ad
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fyrsta jafnan gildi:

(a+b)(c+d)=(a+Db)c+ (a+b)d (dreifiregla),
=c(a+b)+d(a+Db) (vixlregla fyrir margfoldun),
=ca+cb+da+db (dreifiregla),
=ac+bc+ad+bd (vixlregla fyrir margfoldun),
=ac+ad+bc+bd (vixlregla fyrir samlagningu).

Pdttun er andhverf adgerd vid lidun. Pa er sterdtakni med fleiri en einum lid breytt { jafngilt
sterdtdkn sem samanstendur adeins af pattum. Pad ma hugsa sér ad pattun sndist um ad
beita dreifireglunni afturdbak, ab+ ac = a(b+c), og taka pztti sem eru sameiginlegir 6l1lum
lidum qt fyrir sviga.

Daemi:

Lidid (x —1)(x+1)2.

Lausn:

Vid byrjum 4 ad margfalda saman tvo sviga, notum samokareglu til ad margfalda saman
tvo fyrstu svigana

x—Dx+1D)2=x—Dx+Dx+D) =0 -1 x+1)=x(x* - 1)+ =) =2 —x+2—1=x+x>—x—1.

Dzemi:

Lidid (x+4)?(x —4)2.

Lausn:

Notum samokareglu og sidan ferningsreglu ((a — b)? = a*> — 2ab + b?):

(x+4)2(x—4)2 = ((x+4)(x—4))* = (* —16)> =x* — 2. 16x* + 16> = x* — 32x +256.

Dami:

Pttid x° — 2x% + x.

Lausn:

Vid sjdum strax ad x gengur upp i marglidunni og eftir ad hafa tekid x utfyrir ma nota
ferningsreglu ((a — b)? = a®> — 2ab + b?).

-2 x=x(®—2x+1) =x(x—1)%

Daemi:

pattid x* — 1.

Lausn:

Vid beitum samokareglunni og faum

A=+ D -1 =P+ D+ D (x—1).
Marglidan x> + 1 er 6pattanleg 1 rauntdlunum.

Tolugildistaknio

Latum x vera rauntolu. Fjarlegd tolunnar x fra nidllpunktinum 4 talnalinunni kéllum vid
t6lugildi eda algildi t6lunnar x. Vid tdknum pad med |x|. Athugum ad fjarleegd getur ekki
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verid neikvead svo ad |x| > 0 fyrir 6l x.

Frekar augljost pykir ad ef x er jakvad pd er |x| = x. Ef hinsvegar x er neikvad pa fast
tlugildi hennar med pvi ad ,taka minusinn af henni”. T raun er jafngilt ad margfalda hana
med —1 pvi ad pd,, hverfur minusinn af henni”. Med tdknmali er t6lugildid skilgreint

svona:
x efx>0
x| =
—x efx<0

Dzemi:
5>0svoad |5 =5.
—3<0svoad|—3|=(—-1)-(-3)=3.

Reiknireglur fyrir tolugildistaknid
Um t6lugildismerkid gilda nokkrar reglur:

Ldtum a og b vera rauntolur. Pd gildir eftirfarandi.:

a<|a| (tolugildi getur adeins stewekkad tolu)
la| =|—aq| (tolugildi eru 6hdd formerki)

a| - |b| = |ab| (tolugildi vardveitir margfoldun),
la|* = a® (onnur veldi eyda télugildi),

la|+ |b| > |a+b| (prihyrningsdjafna),

Tokum sérstaklega eftir prihyrningséjofnunni. Almennt gildir ekki |a| + |b| = |a + b.

bad sést til demis ef vid préfum ad setjainna = -3 og b =8
paer |a|+|b|=|-3|+|8 =3+8=11
enla+b|=|—-3+8=|5|=5

Petta er p6 1 samraemi vid prihyrnings6jofnuna pvi ad 11 > 5

Athugum ad fyrir tolur a og b pd md tdlka toluna |a — b| sem fjarlaegd a fra b 4 talnalinunni.
T.d. ef a =3 og b = 10 pa er fjarlegdin 4 milli pessara talna 4 talnalinunni 7. Pad er {
samremi vid reikninga okkar

3—-10|=|—-7|=7o0g|10-3|=|7|=7.
Dzemi:

Finnid 611 x sem uppfylla |x+ 4| = 10.
Lausn:

Vid komum med tvar lausnir:

(a) Jafnan |x+4| = |x— (—4)| = 10 segir okkur ad fjarleegdin milli x og tolunnar —4 er 10.
bvierljostad x = —14 eda x = 6.

(2) Jafnan |x +4| = 10 pydir:

Annad hvorterx+4 =10edax+4 =—10

Fyrri jafnan hefur lausnina x = 6 og su seinni x = —14.
Dzemi:

Finnid 611 x sem uppfylla [x — 3| = |x+7|.

Lausn:

Vid komum med prjér lausnir:

(a) Rumfredilega pydir jafnan |x — 3| = |x — (—7)| ad fjarlegd tolunnar x frd 3 er jofn
fjarlegdar x frd —7.P4 hlytur x ad vera talan sem er mitt 4 milli 3 og —7 & talnalinunni.
Med 6drum ordum er x medaltal pessara talna:

3+ (-T7)
x—T

=2
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(b) Skiptum { prjd tilvik:

1. Ef x < —-7pderx—3<00gx+7<0
Samkvamt skilgreiningu er pvi
x—3]=—-(x—3)=—x+3o0g
x+7=—-(x+7)=—x-17.
Eftir stendur jafnan —x 43 = —x — 7 sem jafngildir 3 = —7 sem er fréleitt.
Jafnan hefur pvi enga lausn x sem uppfyllir x < —7

2. BEf =7<x<3paderx—3<0o0gx+72>0

Samkvemt skilgreiningu er pvi |x — 3| = —(x—3) = —x+3 og
x+7 =x+7.
Eftir stendur jafnan —x+ 3 = x+ 7 sem hefur lausnina x = —2.

3. Efx>3pderx—3>00gx+7>0
Samkvamt skilgreiningu er pvi
|x—3| =x—3 og |[x+ 7| = x+ 7 Eftir stendur jafnan x — 3 = x+ 7 sem jafngildir
—3 =7 sem er fraleitt.
Jafnan hefur pvi enga lausn sem uppfyllir x > 3

(c) Setjum badar hlidar jofnunnar 1 annad veldi. Pa eydast tolugildin skv. reiknireglu og
eftir stendur:

(x— 3)2 = (x+7)2

sem jafngildir
¥ —6x+9 = x2+ 14x + 49
eda
—20x =40
x=-2

Ef pessari lausn er stungid inni upphaflegu jofnuna pa sést ad petta er lausn sem virkar.

Athugasemd:

Takid eftir ad { lausn (c¢) { deminu hér 4 undan pa enda ég 4 pvi ad préfa lausnina sem ég
fékk. Pad er af pvi ad pegar jofnur eru settar { annad veldi geta skapast ,.falskar lausnir”.
bvi parf alltaf ad athuga hvort lausnirnar sem fengust séu raunverulegar lausnir.

Skodum til deemis jofnuna 4x = 8.

bessi jafna hefur augljéslega bara eina lausn x = 2.

Ef einhver myndi asnanst til ad setja pessa jofnu { annad veldi fengi hann jéfnuna 16x> = 64
sem jafngildir x> = 4 eda x = +2.

Hér skapadist falska lausnin —2 sem er ekki lausn 4 upprunalegu jofnunni. Upphaflega
lausnin er hinsvegar ennpa til stadar.

Venjulegt og ramfraedilegt medaltal

Flestir kannast vid venjulegt medaltal talna:

Efay,an,...ay eru tolur pd er venjulegt medaltal peirra talan

ait+ax+...+ay
n
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Ventanlega hafa feerri heyrt um rimfradilegt medaltal. Pad er medaltal sem er frekar notad
i prosentu eda vaxtareikningi. T.d. pegar bankar tala i daglegu talu um medalvexti 4 lanum
pa eru peir i raun ad tala um rimfraedilega medaltalid.

Efay,ay,...,a, eru jakvedar rauntolur pd er riumfreedilegt medaltal peirra talan

n/alaz s dy

Um pessi medaltol gildir freg ¢jafna sem segir ad venjulegt medaltal af jakvedum raun-
tolum er alltaf staerra en rimfredilega medaltalid. T tdknmali skrifum vid petta sem:

Efay,a,...,a, eru jakvedar rauntélur pd er

ar+a+...+a
LT b > Vayay--ay

n
Mjog audvelt er ad sanna petta fyrir tvaer tolur. Vid skulum gera pad hér en sleppum
sonnuninni fyrir fleiri tolur:

bekkt er ad tala i 60ru veldi er alltaf jikved. Ef a og b eru jakvedar rauntolur gildir pvi
(Va—vb)>>0
Ef reiknad er uppiir 60ru veldinu feest:
(a—2Vab+b)>0

Feerum nii 2+/ ab yfir jafnadarmerkio og deilum i gegn meod 2 til ad fd

b
a—; >Vab

Dzemi:
Finnum venjulegt og rimfraedilegt medaltal talnanna

2,3,8,27

Lausn:
Venjulegt medaltal peirra er

2+3+8+27 _@_10
4 4

Ruamfradilegt medaltal peirra er

V2.3-827=v2-3.23.33=v24.34 = V6t =6

Athugum ad petta er i samremi vid 6jo6fnuna um venjulegt og rimfredilegt medaltal.

Daemi:
Synum ad fyrir allar jakvaedar rauntolur x gildir 6jafthan x + % >2
Lausn:

Stingum tolunum x og % inni 6hofnuna um venjulegt og rimfredilegt medaltal. P4 faum

vid:
x+1/x . 1

2 - X
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Faerum tvistinn yfir til ad fa:

1 1
x+—>2/x-—=2V/1=2
X X

Punktar og linur i plani

Punktar og linur eru medal peirra vidfangsefna steerdfredinnar (ndnar til tekid flatarmynda-
freedinnar) sem vid hofum goda tilfinningu fyrir dr daglegu lifi. Einmitt pess vegna er mjog
erfitt ad gera sér grein fyrir hvar madur 4 ad byrja pegar raett er um slika hluti: Vid vitum
0ll hvad linur og punktar eru pannig ad allar tilraunir til ad skilgreina pad formlega virka
stirdar, klaufalegar og 6parfar vid fyrstu syn.

Malid er hins vegar ekki alveg jafn einfalt og ®tla matti. Til pess ad geta med g6du moti
stundad kerfisbundnar athuganir 4 ramfradi parf f6lk ad koma sér saman um ndkvaemlega
vid hvad er att og par duga 6ljosar tilvisanir { alpekkta hluti skammt.

St leid sem pegar upp er stadid hefur ordid fyrir valinu til ad fast vid rimfredi er ad
skilgreina punkta og linur 1t frd nokkrum einfoldum grundvallareiginleikum peirra, gefa
sér ad nokkrar einfaldar stadreyndir (svokalladar frumsendur) gildi og vinna sig tut frd peim.
Mikilvaegustu frumsendurnar um punkta og linur { hefdbundinni flatarmyndafradi eru:

e [ gegn um tvo élika punkta liggur nakvamlega ein lina.

e 1 gegn um hvern punkt liggur nakvaemlega ein lina samsida gefinni linu.

A frumsendunum og pvi sem af peim leidir m4 sidan byggja afganginn af alpekktu rim-
fredinni sem vid hofum tilfinningu fyrir tr daglegu lifi.

Punktar { ramfradi hafa enga sterd og linur  ramfradi teygja sig 6endanlega langt i hvora
att. Ef A og B eru tveir punktar og ¢ er lina sem liggur um punktana pa er sa hluti linunnar
sem liggur & milli punktanna kalladur strikio eda linustrikio fra A til B.

Yfirleitt er ekki gerdur greinarmunur 4 linu annars vegar og mengi peirra punkta sem liggja
4 linunni hins vegar. Um hvern punkt A liggja tver halflinur samsida gefinni linu /, ein {
hvora att, og samanstendur 6nnur af peim punktum linunnar m sem liggur um A samsida /¢
sem eru 6drum megin vid A en hin af peim sem eru hinum megin. Punkturinn A er sjalfur
innihaldinn 1 b4dum hélflinunum.

Hnitakerfio

Til ad geta betur tdknad punkta og linur { sléttunni pa innleidum vid hnitakerfi. Hnitakerfid
er { raun si mynd sem vid gerum okkur af menginu R x R R xR

Tver talnalinur eru lagdar { kross pannig ad par standi horn-
réttar 4 hvora adra og skerist i ndllpunktum sinum. Larétta
talnalinan er oftast kollud x-4sinn og su 16drétta y-asinn.

Til a0 marka punkt (a,b) inn 4 svona hnitakerfi pa teiknum vid
160rétta linu { gegnum punktinn a 4 x-4snum og larétta linu 1
gegnum punktinn b 4 y-d4snum. Par sem linurnar skerast mork- }

um vid punktinn (a,b). !

A mynd til hlidar m4 sja hvar punkturinn (4,2) hefur verid 012345 6%
markadur inn { hnitakerfid.

O — N WA WL e

Jafna Linu i hnitakerfinu
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Til ad tdkna linur { hnitakerfinu er algengt ad nota jofnur.
Jafna linu er jafna af gerdinni
ax+by=c

Par sem a,b,c € R eru fastar.

Vid skulum nu utskyra af hverju pessi jafha er s6gd jaftna beinnar linu.

Pad verdur best gert med demi:
Dami:
Skodum jofnuna

! + 1
——X e
2 y

Hérera=—1/2,b=10g ¢ = —1 midad vid framsetninguna ad ofan.

Finnum nu nokkur gildi 4 x og y sem uppfylla pessa jofnu
og morkum samsvarandi punkta (x,y) i hnitakerfid.

Ef x =0 og y = —1 pa stenst jafnan. Vid morkum pvi
punktinn (0, 1) { hnitakerfid.

Ef x =2 og y = 0 b4 stenst jafnan. Vid morkum pvi
punktinn (2,0) { hnitakerfid.

A sama hatt getum vid markad punktana (—6,—4),
(—4,-3),(—2,-2), (4,1) og (6,2) { hnitakerfid pvi ad ef
ad pessum hnitum er stungid inni jofnuna pa stenst hin.
Pad hefur verid gert hér til hlidar.

begar pessir punktar hafa verid markadir inn sést ad peir
liggja 4 beinni linu. 1 1j6s kemur ad allir punktar sem eru
lausn 4 pessari jofnu liggja 4 pessasri linu. Pad sem meira
er pa eru allir punktar 4 pessari linu lausn 4 upphaflegu
jofnunni. Pess vegna segjum vid ad jafnan

1
—Ex—l—y: —1

sé jafna linunnar sem fram kemur 4 myndinni til hlidar.

I mengjafredilegum skilningi pa er myndin af linunni { hnitakerfinu { raun mynd af menginu

1
L={(x,y) e RxR; —Ex—l—y: —1}

Hallatala og skurdpunktur vid asa

Ef b # 0 og breytan y er einangrud tr jofnunni

ax+by=c
ba fast a ¢
YT
Vid getum endurskyrt fastana { pessari jofnu, setjum A = —a/b og s = ¢/b svo ad jafnan
liti betur ut
y=hx+s

Midad vid pessa framsetningu pé er fastinn 4 oftast kalladur hallatala linunnar og fastinn s

tdknar skurdpunkt vid y-as.
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Audvitad er asteda fyrir pessum nafngiftum.

Fastinn £ kallast hallatala linunnar pvi ad med honum er hagt ad tulka hversu mikid linan
hallar. Nefnilega ef (xo,yo) er einhver punktur 4 linunni pa getum vid fullyrt ad punkturinn
(x0,¥0) + (1,h) = (xo + 1,y0 + &) sé 4 linunni.

Med 6drum ordum, ef ad vid vitum einn punkt 4 linunni p4 getum vid fundid pann nasta
med pvi ad faera okkur fyrst einn til hagri { hnitakerfinu og sidan /4 upp.

Formlega skilgreiningin 4 hallatolu linu er svohlj6dandi:

Efl er lina T hnitakerfinu sem er ekki loorétt pd er til fasti h pannig ad fyrir sérhverja tvo
punkta (x1,y1) og (x2,y2) d linuni pd er

y2—y1 _
X2 — X1

h

bessi fasti kallast hallatala linunnar [

Fastann s er audveldara ad dtskyra. Pessa tolu kollum vid skurdpunkt vid y-4s af pvi ad
pessi tala segir okkur hvar linan sker y-dsinn. Linan mun skera dsinn { punktinum (0, s).
Pad sést af pvi ad ef ad punktinum (x,y) = (0, s) er stungid inni j6fnuna

y=hx+s
b4 fest
s=h-0+s eda s=s
svo jafnan stenst.

Skurdpunkt vid x-4s er audvelt ad finna. Vid einfaldlega setjum y = O inn{ j6fnu linunnar

og leysum ut x.
0=hx+s gefur x:—%

Skurdpunktur linunnar vid x-asinn er pvi punkturinn (—s/h,0)

Daemi:
Teiknid linuna
y=2x-3

Lausn:

Skurdpunktinn vid y-as faest beint ttdr jofnunni. Hann

hefur hnit (0, —3) Vid morkum hann pvi innd hnitakerf- y

i0. y=2x-3
Hallatala linunnar er tveir. Vid faerum okkur pess vegna 5

einn til hagri og tvo upp fra skurdpunktinum og mérkum

(0+1,-3+2) = (1,—1) inné hnitakerfid. 3

Skv. jofnu ad ofan fast svo ad skurdpunktur vid x-as

er (—(—3)/2,0) = (3/2,0) Vid mérkum hann lika innd 1

hnitakerfid. o 5 3 _1 l' 3 5 X
Hallatala linunnar er tveir vid getum pvi markad punkt-

inn (3/2+1,0+2) = (5/2,2) inna hnitakerfid. 3 ./

N erum vid buin ad marka fjéra punkta innd hnitakerfid /

og i gegnum pd ma teikna linu. =5

Athugum ad tveir punktar negja til ad skilgreina linu,
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pad hefdi pvi verid ndg ad finna einhverja tvo af pessum fjérum punktum sem fundnir voru
i deminu.

Meira um jofnu linu

Stundum faum vid gefna tvo punkta (x1,y;) og (x2,y2) og purfum ad finna jofnu linunnar
sem gengur { gegnum bd. Pad er gert 4 eftirfarandi hatt:

35



Finna skal jofnu linu sem gengur i gegnum punkta (x1,y1) og (x2,y2)
1. Hallatala linunnar ,h, feest med formiilunni

y2—y1
X2 — X1

h—

2. Skurdopunktur vio y-ds ,s, feest svo med formiilunni

s=y1—xih

Jafna linunnar verour pd y = hx +s

Audvelt er ad rokstydja af hverju petta virkar. Hallatalan er reiknud beint utir formlegu
skilgreiningunni sem gefin var 4 henni ad ofan.

Sidan parf ad reikna tt fastan s. Vid vitum ad linan gengur i gegnum punktinn (xj,y;) svo
jafnan y; = hx; + s parf ad ganga upp. Vid getum pvi einangrad s ur pessari jofnu til ad fa
s =y — hxy.

Daemi:

Finnid jofnu linunnar sem gengur { gegnum punktana (1,2) og (13,17).
Lausn:

1. Hallatala linunnar er

he 17-2 15 5
S 13-1 12 4
2. Skurdpunktur vid y-as fest med
s:1—2-§:1—§=—§
4 2
Jafna linunnar er pess vegna
5 3
Y=

Dami:

Latum / vera linuna sem gengur { gegnum punktana (—2,3) og (1,12).

Finnid j6fnu linu sem gengur { gegnum punktinn (2,2) og er samsida linunni /.

Lausn:

Ko6llum linuna sem vid erum ad leita ad m. Pad ad linurnar / og m séu samsida pydir ad paer
hafa somu hallatolu. Til ad finna hallatdlu linunnar m nagir pvi ad finna hallatolu linunnar
L.

Hallatalan er:

12-3 9
h = = — = 3
1-(=2) 3
Jafna linunnar m er pvi af gerdinni
y=3x+s

en vid eigum eftir ad finna s.
Gefid er ad punkturinn (2,2) er 4 linunni svo jafnan parf ad standast pegar (x,y) = (2,2) er
stungid inni hana. Med 6drum ordum er

2=3-2+s sem jafngildir §s=2—-6=—4
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Jafna linunnar m er pvi
y=3x—4

Skurdpunktur lina

Oft getur verid gagnlegt ad finna skurdpunkt tveggja lina sem eru ekki samsida (ef paer eru
samsida pd er enginn skurdpunktur til).

M;jog gagnlegt er ad pekkja jofnu linanna ef markmidid er ad finna skurdpunkt peirra.
G.r.f. ad jofnur linanna / og m séu gefnar:

l: aix+byy=c
m: axx+by=cp

Nu er litid 4 pessar jofnur sem svo ad fastarnir ay,a»,by,by,c1,c3 séu pekktir. Pvi ma
lita 4 jofnur linanna sem tver jofnur med tveimur épekktum sterdum, x og y. Lausnin 4
jofnuhneppinu verdur skurdpunktur linanna, en hun er:

baci —bic ajcy —axcy

- airbr —arby Y= arby —axby

Dzemi:

G.r.f. ad [ sé linan sem gengur { gegnum punktana (1,2), (3,3).
Latum m vera linuna sem er gefin med jofnunni 2x + 3y =5
Finnid skurdpunkt / og m.

Lausn:

Byrjum 4 pvi ad finna jéfnu linunnar /.

Hallatala hennar er

3—-2 1
hzizf
3—1 2
Jafna [ er p4 af gerdinni
1
[: y:§x+s

og s feest med pvi ad setja pekktan punkt 4 linunni inn{ pessa jofnu. Vitad er ad (1,2) er 4
linunni svo ad:

1 3
2:51—1—5 sem gefur SZE
Jafna [ er pvi
/ 1 +3
: =—x+=
YT

Jafna m er pekkt
m: 2x+4+3y=35

Litum 4 jofnur linanna sem tvaer jofnur 1 tveimur 6pekktum steerdum, x og y og reynum ad
leysa ur.
Vid hofum nu pegar einangrad y ur jofnu /. Stingum pvi inni jofnu m:
1 3 7 9
2x+3 (2x+ 2) =5 sem jafngildir §x+§ =5
Sem gefur svo x = 1/7.
Ef pessu gildi 4 x er stungid inni jofnu linunnar / fast

+3_11
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Skurdpunktur linanna er pess vegna:

(x,y) = (;171>

Horn

Horn nefnist si mynd sem fast pegar tvaer hilflinur eru dregnar ut frd sama punkti. Pessi
punktur er kalladur oddpunktur hornsins, en héalflinurnar armar pess.

Sterd hornsins er malt 1 grddum eda bogaeiningum. Gradur eru C
tdknadar med merkinu ,,° ” en einfaldlega er skrifad ,,Rad” fyrir
bogaeiningar. Eins og er bA munum vid nota gradur { alla reikninga
okkar en { seinni koflum munum vid skipta yfir { bogaeiningar sem
i vissum skilningi er mun nattirulegri melieining & horn.

Ein grdda er skilgreind sem einn-prjihundrudogsextugasti hluti tr
hring.

Med 6drum ordum er 360° heill hringur.

P4 verdur horn sem er 180° bein lina og horn sem er 90° koéllum vid rétt horn.

Horn sem er sterra en 0° en minna en 90° kollum vid hvasst horn en horn sem er sterra en
90° en minna en 180° kollum vid gleitt horn.

ZABC = 60°
B A

Segjum ad prir punktar { sléttunni, A,B og C, séu gefnir. Hornid sem myndast pegar farid
er frd A til B og svo 1 C er oft tdknad med ZABC.
Lengd linustriksins milli punktana A og B er oft tdknad med |AB|

Topphorn og grannhorn.

begar tvaer linur skerast myndast fjogur horn. Hornin sem standa
4 moéti horu 6dru kallast topphorn. Horn sem standa hlid vid hlid
kallast grannhorn.

A mynd til hlidar eru o og Y topphorn

B og & eru lika topphorn.

o og B eru grannhorn.

Fleiri grannhorn eru B og v, Y og & eda o og d.

Um topphorn og grannhorn gilda einfaldar reglur:
1. Topphorn eru jafnstor.

2. Summa grannhorna er 180°.

Prihyrningar
Ferill sem samanstendur af premur linustrikum sem mt-
ast tvd og tvo i premur hornum nefnist prihyrning- y C
ur.
7 a

Algengast er ad tdkna hornpunkta prihyrningsins med b
stérum stofum, oftast A, B og C. Hlidar prihyrningsins B
eru tdknadar med litlum bokstéfum sem samsvara nofn- c
um hornpunktana. Pannig er hlidin sem stendur & moti 3 A=(1,3)
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hornpunktinum A oftast l4tin heita @, hlidin sem stendur
4 moti B latin heita b o.s.1r.

Algengt er ad nefna prihyrninga eftir hornpunktum syn-
um med litid prihyrningsmerki fyrir framan. Pannig er
prihyrningur med hornpunkta A, B og C oft kalladur pri-
hyrningurinn AABC.

Athugum ad hefd er fyrir pvi ad tdkna horn prihyrninga med sama tdkni og er notad fyrir
hornpunktinn. Imyndum okkur til deemis prihyrning 1 hnitakerfinu sem hefur hornpunkt {
(1,3) og samsvarandi horn 58°. Nefnum pennan hornpunkt A. P4 ma badi skrifa A = (1,3)
og A = 58°. Vid tdknum semsagt ba&di hornpunktinn og hornid sjalft med bokstafnum A.
betta @tti ekki ad valda misskilningi pvi ad tt frd samhengi 4 alltaf ad sjast hvort um er ad
reda hornid eda punktinn.

Prihyrningur er sagdur rétthyrndur ef eitthvert horna hans er rétt (sem er 90°).
Prihyrningur er sagdur jafnarma ef tver hlidar hans eru jafnlangar.
Prihyrningur er sagdur jafnhlida ef allar hlidar hans eru jafn langar.

I N |
Rétthyrndur prihyrningur Jafnarma prihyrningur Jafnhlida prihyrningur

A myndum er rétt horn yfirleitt tdknad med litlum kassa { hornid eins og 4 myndinni hér ad
ofan.
Um prihyrninga gilda pessar einfoldu reglur:

1. Hornasumma prihyrnings er 180°.

2. Prihyrningur er jafnarma p.p.a.a. tvo horn hans séu jafn stor. Hornin sem eru jafn
stor standa d moti jafnstorum hlioum.

3. Prihyrningur er jafnhlioa p.p.a.a. oll horn séu 60°.

Daemi:

Gefid er ad |[AB| = 3.

Einnig er gefid ad punktarnir B, C og D
liggja 4 beinni linu.

Finnid |BC|.

Lausn:

Hornasumma prihyrnings er 180°. Vid
beytum peirri reglu 4 prihyrninginn DEC til
ad fa ZECD = 180° —90° — 65° = 25°

Nt eru hornin ZECD og ZACB topphorn svo ad pau eru jofn. Vid faum pvi ZACB = 25°.
Af pessu sést ad prihyrningurinn ABC er jafnarma. Skv. reglu um jatnarma prihyrninga eru
pé linustrikin AB og BC jafnlong svo ad |BC| =3
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Regla Pypagorasar

Regla Pypagorasar er sdraeinfold, hun segir:

G.r.f. ad c sé lengsta hlidin (
a rétthyrndum prihyrningi og ad a og b séu styttri hlioarnar, pd gildir
a®+b* =c?

Regla Pypagorasar 4 sér lika andhverfu, hiin hljdmar svona:

G.r.f. ad a, b og c séu hlioar i prihyrningi og ad peer uppfylli jofnuna
a*+b* = ¢?

bd er prihyrningurinn rétthyrndur meod rétt horn motlegt hlidinni c.

Sonnunin 4 reglu Pypagoérasar er klassisk og verdur gert skil 4 henni hér:

Rooum fjorum rétthyrndum prihyrningum upp pannig
ao peir myndi ferning eins og d myndinni til hlioar.
Kollum flatarmadl ferningsins F. Heegt er ad meela a
flatarmdl pessa fernings d tvo mismunandi vegu. I fyrsta
lagi er flatarmdl hans jafnt hlidarlengdinni i 60ru veldi:

F = (a+b)* =d*+b*+2ab

[ 60ru lagi er heegt ad leggja saman flatarmdl
allra fjogurra prihyrninganna og ferningsins i midjunni
sem hefur hlidarlengd c, en pd feest ad flatarmdlio er

F=4. azb—l-c2 = 2ab+ ¢?
Niui hofum vio fengio ao

a® +b*+2ab = 2ab+? sem gefur a+br=c

Dami:

Gefinn er rétthyrndur prihyrningur med skammhlid 4 og langhlid 5. Finnid hina skammbhlid
prihyrningsins.

Lausn:

Kollum 6pekktu hlidina x. Af reglu Pypagérasar fast pa 52 = x> 442, Ferum yfir jafnad-
armerkid til a0 fd x> =52 — 42 =25-16=09.

Pa er 1j6st ad x = /9 =3

Dzemi:

Athugid hvort prihyrningur med hlidarlengdir 5,6,7 er rétthyrndur.

Lausn:

Vid notum reglu Pypagérasar, prihyrningurinn er rétthyrndur ef og adeins ef 72 = 6> + 52,
en 72 = 49 og 5% + 62 = 61 svo ad prihyrningurinn er ekki rétthyrndur.
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Fjarlaegd milli punkta i hnitakerfi

Léatum nd P; = (x1,y1) og P, = (x2,y2) vera tvo punkta {
y hnitakerfinu. Nu er hagt ad nota reglu Pypagoérasar til ad
finna fjarlegdina 4 milli peirra.
Morkum punktinn (x2,y;) innd hnitakerfid og kollum
hann P3. Pa sést ad punktarnir Py, P>, P3 mynda rétthyrnd-
an prihyrning.
Fjarleegdin milli punktanna P; og P3 er |x; — x|, m.6.0. er
|P1P3| = [x2 —x1]
Fjarlegdin milli punktanna P, og P; er |y, — y;|, m.6.0. er
|[PaP3| = |y2— 1]
X x, X Dbetta eru skammbhlidarnar i prihyrningnum, af reglu

Pypagérasar fast ni beint eftirfarandi regla:

Fjarlegdin milli punktanna Py = (x1,y1) 0og P» = (x2,y2) { hnitakerfinu er

IPLPy| = /(52 —x1)2 + (y2 — y1 )2

Dami:

Hver er fjarlaegdin milli punktanna (1,2) og (5,7) { hnitakerfinu?

Lausn:

Hérerx;=1,x0=5,y1=20gy,="7.

Setjum petta inni jofnuna ad ofan og faum ad fjarleegdin milli punktanna er

V=124 (7-2)2=V16+25 = V41 ~ 6,403124

Einslaga prihyrningar

Setjum fram skilgreininguna 4 einslaga prihyrningum:
Tveir prihyrningar eru sagdir einslaga ef ad oll hornin peirra eru jafnstor.

Pessi skilgreining pydir ad tveir prihyrningar eru einslaga ef peir eru eins i laginu. Peir
mega vera misstorir og annar md snda 6druvisi en hinn en pad eina sem skiptir mali er ad
peir hafi jafnstér horn.

Einslaga prihyrningar
B B

A/

Um einslaga prihyrninga gildir mjog mikilvaeg regla:
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Ef prihyrningar AABC og AA'B'C' eru einslaga, hornid A er jafnt horninu A’, B er jafnt
horninu B' og C er jafnt horninu C'. Pd er hlutfallio milli samsvarandi hlida {

prihyrningunum jafnt.
b.e.a.s.
|AB| |A’B| |AB| |A’B'| |AC|  |A'C|
= == O =
ac| ~jac) |Bc| T B |BC| T |BC]

Athugum ad ef tvo horn { prihyrningi eru pekkt pa fast pad pridja sjalfkrafa pvi ad horna-
summa prihyrnings er fasti, 180°. Pess vegna faest ad ef tveir prihyrningar hafa tvo jafnstor
horn pa verda sjalfkrafa sidustu hornin jafnstér. M.6.0. pad nagir ad athuga hvort ad tvo
horn séu jafnstor til ad skera tr um hvort prihyrningarnir séu einslaga.

Dzemi:

Gefinn er rétthyrndur prihyrningur ABC med rétt horn { C. Gefid

er ad |AC| =4 og |AB| = 5. Latum D vera punktinn 4 strikinu AB

pannig ad strikid DC verdi hornrétt 4 AB.

Finnid |CD| D
Lausn: 5
Notum reglu Pypagoérasar til ad finna |BC]|.

IBC|> = |AB|* — |AC)* =5 —4*=25-16=9

Vid faum pa |BC| = /9 =3

Berum nu saman prihyriningana AABC og AACD. Peir hafa b4dir
eitt horn sem er 90° og peir hafa eitt sameiginlegt horn. Nefnilega
hornid ZBCA. Pessir prihyrningar hafa pess vegna tvo horn eins og eru pvi einslaga. Vid
getum pessvegna beitt reglunni ad ofan. Madur verdur ad passa sig ad velja hlidarnar rétt.
Hér samsvarar hlidin BC { AABC hlidinni CD { AACD

Hlidin AB { AABC samsvarar svo hlidinni AC { AACD

Samkvamt reglu um einslaga prihyrninga er pess vegna

|ICD|  |BC|
|JAC| — |AB|
0 BC| 3 12
CD| = |AC|——1 =4-= = =
Daemi:

Latum ABC og DEF vera einslaga prihyrninga med Z/BAC = ZEDF, /ABC = /DEF, /BCA =
ZEFD. Latum |AB| = 10, |DE| =5, |BC| = 6. Finnid |[EF|.

Lausn:

Par sem prihyrningarnir eru einslaga vitum vid ad

|AB| _ |DE|
B~ |EF)
sem umritast { IDE||BC| 5-6
EF|= == —=3
|EF| |AB| 10
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Hornafollin

I pessum kafla munum vid skilgreina hornafollin sin(c), cos(a), tan(c) og cot(o) fyrir
eitthvad horn o sterra en 0° en minna en 90°. Pad parfnast smé undirbunings.

Latum o vera horn p.a. 0° < o0 < 90°. Teiknum nu einhvern rétt-

hyrndan prihyrning AABC med rétt horn { C, pannig ad hornid A B
sé jafnt horninu o.. Merkjum hlidarnar sem a, b og ¢ samkvemt
hefd. Skodum nu hlutfallid a/c. ¢ a
Tokum eftir pvi ad petta hlutfall er eingdngu had horninu o en er
ekki had pvi hvernig rétthyrndi prihyrningurinn var teiknadur. A b C

Med 6drum ordum, hefdum vid teiknad 6druvisi rétthyrndan pri-
hyrning AA’B’'C’ med rétt horn i C’ og pannig ad hornid A’ er jafnt horninu o pé veru
prihyrningarnir AABC og AA’B'C’ einslaga og pvi fengist

a d

c
Par sem ad petta hlutfall er eingdngu had o en ekki sjalfum prihyrningnum getum vid pess

vegna skilgreint
sin(a) = &
c
Par sem AABC er einhver prihyrningur teiknadur eftir leidbeiningunum ad ofan.

A sama hétt m4 sja ad hlutfollin b/c, a/b og b/a eru eingéngu had upphaflega horninu o.
bess vegna skilgreinum vid:

sin0l = a_ motleg skammhlid deild med langhlid,
c
b

cos 0t = — = adleg skammhlid deild med langhlid,
c

tanol = % = motleg skammhlid deild med

adlegri skammbhlid,

b
cotal = — = adleg skammhlid deild med
a
motlegri skammhlid.

Hér er hlidin a kollud métleg skammhlid pvi ad pad er skammhlidin sem liggur & méti
horninu A. Hlidin b er kollud adleg skammhlid ut af svipudum dstedum og hlidin ¢ er
kollud langhlid rétthyrnda prihyrningsins eins og adur.

Athugasemd 1:

A islensku eru hornaféllin borin fram svona:
Hornafallid sin er borid fram ,,sinus”.
Hornafallid cos er borid fram ,,kdsinus™.
Hornafallid tan er borid fram ,,tangens”.
Hornafallid cot er borid fram , kétangens”.

Athugasemd 2:

Hornaféllin m4 finna 4 6llum alvéru vasareiknum. Adur en reiknad er med hornaféllum {
vasareikni skal athuga hvernig vasareiknirinn er stilltur. Hegt er ad stilla hann & gradur,
radionur eda adrar malieiningar 4 horn. Ef vasareiknirinn er stilltur 4 adra malieiningu en
verid er ad vinna med fast kolvitlausar nidurstddur.

Daemi:
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Gefinn er rétthyrndur prihyrningur AABC med rétt horn { C. Gefid
er ad hornid A er 22° og b = 6. Finnid a og c.

Lausn: c
Nu er 4 a
tan(22°) = Pl
22°
svo ad: A
a=6tan(22°) ~ 2,42416 b=6

Einnig fest

b 6

220 = — = —

cos(22°) s
svo ao:

=——~6,47121
¢ cos(22°) 7

Hornafallareglur

Um hornaf6llin gilda nokkrar reglur sem audvelt
er ad sanna

Fyrir oll o p.a. 0° < a0 < 90° gildir:

1. tan(a) = 22((2))
1
2. cot(a) = @n(a)

3. cos*(a) +sin*(a) = 1

4. sin(90° —a) = cos(a)

N

cos(90° — a) = sin(a)
Sonnum petta:

Fyrir alla lioina munum vid velja prihyrning AABC sem er pannig ad hornid C sé 90°,
hornid A sé jafnt o og vid ldtum hlidarnar heita a, b og c i samremi vio hefo. Fyrir ofan
er mynd af honum.

1. Skv. skilgreiningu pd er sin(a) = a/c, cos(a) = b/c og tan(a) = a/b.
bvi feest:
sin()  a/c ac a
= = — = — =
cos(a) b/c  bc b an(a)

2. Skv. skilgreiningu pd er tan(a) = a/b og cot(a) = b/a.
bvi feest:

b
cot(al) =—=— =
a
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3. Munum ad prihyrningurinn sem unnio er med er rétthyrndur svo um hlidar hans
gildir a* +b* = ¢~
Vio faumm pess vegna:

b\? a\2 a* b* a+pr 32
2 20y (P ay-_a o _ _c _
cos“(a) 4 sin (oc)—( ) —l—( ) _cz+c2_ 3 _02_1

4. Ldtum B =90° — o
Tokum eftir pvi ad i prihyrningnum AABC er A = o, C = 90° og pvi feest
B=180°—-90°— 0o =90°—a = .
Nii er heegt ad finna sin(B) beint it frd skilgreiningu midad vid prihyrninginn AABC.
Vio hofum vixlad hornum, svo ad adleg skammhlio vixlast vio motlega skammhlio
en langhlidin helst sii sama.
bvi feest:

sin(90° — ) = sin(B) = ZC? = cos(Q)

5. Roksemdarfeerslan er sui sama og i lid fjogur.

Pekkt horn

A pessu stigi { sterdfredi er frekar 6mogulegt ad reikna { hondunum sinusa eda késinusa
af flestum hornum. Pvi latum vid yfirleitt vasareikninn sja um pad fyrir okkur.

b6 eru nokkur horn sem audvelt er ad reikna. Dami um slik horn eru 30°, 45° og 60°. Hér
kemur tafla yfir gildi hornafallanna { pessum hornum.

o | sin® | cosQt | tanQ | coto
o 1 3 1
300 3 | 5| V3
45° @ @ 1 1
N |
60° | % | 3 | V3| 5

I pessum kafla munum vid syna hvernig titkomurnar sin(45°) = ? og sin(60°) = @ eru
fengnar. Ef buid er ad syna petta pa fest afgangurinn af toflunni audveldlega med pvi ad
nota reglurnar { kaflanum 4 undan. Vid malum med pvi ad duglegir nemendur spreyti sig 4
pvi ad fylla ut tofluna.

Byrjum 4 sin(45°):

Teiknum rétthyrndan prihyrning AABC sem hefur rétt horn i C,
hornid A er 45° og hlidarlengdin b er 1. B

Skv. skilgreiningu er pd sin(45°) =b/c = 1/c.

Tokum eftir a0 B = 45°.

Tvo horn prihyrningsins eru jafn stér, og pvi er hann jafnarma, pvi ¢

era=1. a
Nt notum vid Pypagéras til ad fi c = Va2 + b2 =12+ 12 =4/2

og ad lokum fest: 45° o

sin(45°) = b_
c

Sl
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Reiknum nd sin(60°)

Teiknum rétthyrndan prihyrning AABC sem hefur rétt horn i C,
hornid A er 60° og hlidarlengdin |AC| er 1.

P4 er skv. skilgreiningu sin(60°) = |BC|/|AB|.

Speglum nd prihyrningnum yfir hlidina BC og morkum nyjan
punkt A’ par sem punkturinn A lendir.

Pier |CA'| = |AC| =1 0g |AA| =2

Tokum eftir ad 1  prihyrningnu, AABA’ eru tvod horn 60° svo pad
pridja er lika 60°. Prihyrningurinn AABA’ er pess vegna jafnhlida
svo allar hlidar hans eru jafn langar. Vid vitum ad |[AA’| = 2 svo
ad |AB| = 2.

Nu getum vid notad Pypagoras a prihyrninginn AABC til ad finna
hlidina |BC|.

IBC| = /|AB[> — |AC]2? = /22 — 12 =3

En nud hofum vid allar upplysingar til ad reikna sinusinn

o IBCl V3
Sln(60):®:7

Flatarmal prihyrnings

Flestir nemndur @ttu ad pekkja klassiksu jofnuna til ad reikna flatarmdl prihyrnings

grunnlina - hed

2

Hun er notud pannig ad fyrst er valin hlid 4 prihyrningnum sem vid
kollum grunnlinu. Nest er teiknad strik frd hornpunktinum sem er
motlegur grunnlinunni, nidur & grunnlinuna pannig ad grunnlinan
og strikid eru horrétt. Petta strik er kallad had prihyrningsins og
oftast tiknad med h.

Midad vid prihyrninginn til hlidar pa er grunnlinan hlidin ¢ og
hadin naer uppi topppunktinn C. Hér yrdi flatarmalid %

Flatarmdl =

I reikningi kemur oft fyrir ad hadin & er ekki gefin og pd getur
verid vandasamt a0 reikna flatarmalid, { peim tilfellum geta horna-
follin komid okkur til hjalpar.

Kollum fétpunkt hadarinnar { prihyrningnum Pc. Med pvi ad skoda prihyrninginn ACPc

sést ad L
sin(A) = b eda h=bsin(A)
Flatarmdl prihyrningsins verdur pess vegna
h 1
F = % = Ecbsin(A)

. Hér hofum vid leitt at nyja reglu fyrir flatarmal prihyrnings:

A

60°

60°

Pc

Ef AABC er prihyrningur med hlioar a,b og c merktar skv. hefo, pd er flatarmdl hans

1 1 1
F= Eab sin(C) = Eacsin(B) = Ebcsin(A)
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Dami:

Gefinn er rétthyrndur prihyrningur med langhlid 13 og skammhlid 5. Finnid flatarmal
prihyrningsins.

Lausn:

Vid byrjum 4 ad finna hina skammhlidina. Hiin er v/132 — 52 = /144 = 12. P4 er audvelt
ad reikna flatarmdlid. A = 12-5- 5 = 30.

Dzemi:

Gefinn er prihyrningur AABC med a = 3 b = 8 og C = 60°. Finnid flatarmalid.
Lausn:

Skv. toflu ad ofan p4 er sin(60°) = @ pvi faum vid

l\Jlls|
2

1
F =absin(C) = 5-3-8-sin(60°) =12.

Sinus- og késinusreglurnar

Skodum adeins betur jofnuna fyrir flatarmal prihyrnings.

Hun gefur %ab sin(C) = Jacsin(B) = 3bcsin(A)

Ef vid margdldum { gegnum pessa jofnu med sterdinni ﬁ feest freeg regla sem er oftast
kollus sinusreglan:

Ef AABC er prihyrningur med hlioar a,b og c merktar skv. hefo, pd er

sin(C)  sin(B)  sin(A)
c b a

Ad lokum setjum vid fram frega reglu sem er oftast kollud késinusreglan:

Ef AABC er prihyrningur med hlioar a,b og c merktar skv. hefd, pd er
¢? = a* +b* —2abcos(C)

Takid eftir hvad kdsinusreglan likist reglu Pypagdrasar. Par eru eins fyrir utan ad { kosin-
usreglunni batist vid lidur —2abcos(C). 1 rauninni er regla Pypagérasar bara sértilvik af
késinusreglunni. I seinni kéflum munum vid nefnilega framlengja hornaféllin pannig ad
vid getum reiknad késinus af horni sem eru sterri en 90°. Pa kemur i 1j6s ad cos(90°) = 0.
Pannig ad ef C = 90° er stungid inni késinusjofnunna fest regla Pypagorasar.

Pad er ekki mjog flokid ad sanna késinusregluna:

Teiknum upp prihyrninginn
AABC pannig ad hann hafi hlidina a sem grunnlinu.
Merkjum inn hedina h og nefnum fotpunkt heedarinnar Py. b h
Ef prihyrningurinn ACAPy er skodadur sést ad

’CPA’ [

cos(C) = ~ eda |CP4| = bcos(C) C a

Athugum einnig ad a = |CP| + |P4B| svo ad

|PaB| = a— |CPs| = a—bcos(C)
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Notum nii reglu Pypagorasar d sitthvorn prihyrninganna ACAPy 0og ABAPy til pess ad fda
=0 —|CPs* o0g K =c*—|PBJ?
Setjum pessatr jofnur saman til pess ad fa:
b? —|CPy|* = ¢* — |P4B)?
Setjum nii inn gildin d |CP4| og |PsB| sem vid vorum biiin ad reikna til pess ad fd
b — (bcos(C))? = ¢* — (a—bcos(C))?
Pegar reiknad er uppiir sviganum sést ad lidurinn b* cos? (C) dettur it og eftir stendur
b? = ¢* — a® 4 2abcos(C) sem jafngildir ¢? = a* +b* —2abcos(C)

Dzemi:

Hvasshyrndur prihyrningur ABC hefur hlidarlengdir ¢ = |AB| =5, a = |BC| =6, b =
|CA| = 7. Finnid cos(ZABC).

Lausn:

Samkvaemt késinusreglu er b* = ¢ +a? — 2accos(ZABC). Med pvi ad fzra yfir faum vid

SVO
A+a?-b* 57462-77 12 1

oS AABC) = e T 256 60 5
Daemi:
Teiknum ferhyrning ABCD sem er pannig ad |AB| =5, |BC| = 6,
|AD| = 8, ZABC = 100° og ZACD = 40°. B 6
Finnid |AC| og sin(ZCDA). 9
Athugasemd: 100°

Vid erum ekki buin ad skilgreina hvad cos(100°) er pvi hornid er
of stort, vid skulum samt leyfa okkur ad stimpla pvi inni vasarein- 5
inn pvi ad { raun gilda sinus og késinusreglan fyrir 611 horn.
Lausn:
Notum fyrst kdsinusregluna & prihyrninginn AABC til ad finna
|AC|. Skv. henni gildir:
|AC|* = |AB|* + |BC|* — 2|AB||BC| cos(LABC)

=524+6%—2-5-6¢0s(100°) = 61 —60cos(100°)

Svo ad 8
|AC| = \/61 — 60cos(100°) ~ 8,450969806
Notum nu sinusreglu 4 prihyrninginn AACD til ad finna sin(ZADC):
sin(ZADC)  sin(ZACD)
lAC|  |AD|

A

svo ad
sin(/ACD) _ sin(40°)

in(ZADC) = |A R
sin( C) = |AC| AD| g

- 8,450969806 ~ 0,679022335
Hringir

Formlega skilgreiningin & hring er svohlj6dandi:

Ldtum P vera punkt i sléttunni og r € R .
Hringur med midju i P og geisla r er mengi allra punkta i sléttunni sem eru i fjarlegdinni
r frd punktinum P.

Miohorn og ferilhorn
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Skilgreinum nd midhorn og sterd boga:

Ldtum H vera hring B
med midju i punkti O og ldtum A, B og C vera punkta d hringnum.
Hornio ZAOB kallast pa miohorn hringsins H. Sd hluti O
af hringnum sem er d milli punktanna A og B (sd hluti sem er
styttri) kallast boginn milli A og B og er tdknadur med AB. Steerd
bogans milli A og B er meeld i grddum og er jofn horninu ZAOB.

A myndinni til hlidar er hornid ZAOB dzmi um midhorn hrings-
ins. Boginn 4 milli A og B er markadur med pykkari linu. Hornid
ZAOB er Z110° og pess vegna segjum vid ad boginn 4 milli A og
B sé 110° og skrifum AB = 110°.

Setjum nu fram reglu um horn og hringi 4n sonnunar. Reglan er délitid flokin { framsteningu
en ekki jafn flékin { notkun.

Ldatum A,B,C og D vera dlika punkta d hring H. Gerum rdod fyrir ad peim sé radad pannig
ao hvorki D né B liggi d boganum AC.
Ldtum [ vera linuna i gegnum A og B og m vera linuna i gegnum C og D.
G.r.f. ad | og m séu ekki samsioa og ad peer skerist i punkti P.
Pd feest eftirfarandi:
Ef P er innani hringnum H pd er

AC+BD
ZAPC = er

En ef P er utan vio hringinn H pd er

AC - BD
ZAPC = 7| ¢ |
2
Tokum demi til ad skyra pessa reglu betur:
Dzemi:
Latum A,B,C og D vera punkta 4 hring eins og 4 myndinni til
hlidar. Latum P vera skurdpunkt linustrikanna AB og CD. . C
Gefid er ad AC = 45° og BD = 135° 45
Finnid ZAPC.
Lausn:

Hér er skurdpunkturinn P innani hringnum. Pv{ fest

AC+BD _ 45°+135°

2 2 =90

ZAPC =

49



Daoemi:

Latum A, B,C og D vera punkta sem liggja a hring eins og 4 mynd-
inni til hlidar. Latum P vera skurdpunkt linanna sem ganga i gegn-
um A og B annars vegar og C og D hins vegar.

Gefid er ad AC = 45° og BD = 135°

Finnid ZAPC.

Lausn:

Hér er skurdpunkturinn P utan vid hringinn. Pvi fest

|AC—BD|  [45°—135°]  90°

=45°
2 2 2

ZAPC =

Ferilhorn

Skilgreinum ferilhorn:

S

45°

135°

Ldtum H vera hring og A,B og C vera punkta d hringnum.
Hornio ZABC kallast ferilhorn d hringnum H og pad er sagt spanna bogann AC

Til er mjog einfold regla um ferilhorn
Ferilhorn er jafnt hdlfum boganum sem pad spannar.

A myndinni til hlidar er hornid ZADB ferilhorn hringsins. Boginn
AC er 90° svo ad ZABC er 45°.

Hringur i hnitakerfinu

Nu skulum vid taka okkur délitla stund { ad skoda jofnuna

24P =1

Reynum nu ad finna einhver gildi 4 x og y sem uppfyla
pessa jofnu og morkum pau innd hnitakerfid:

Audvelt er ad sja ad ef x = 1 og y = 0 pd er jafnan upp-
fyllt. Pess vegna morkum vid punktinn (1,0) 4 hnitakerf-
10.

Vid morkum punktana (—1,0), (0,1) og (0,—1) 4 hnita-
kerfid ttaf somu astedu.

Vid tokum eftir ad ef x = 1/1/2 og y = 1/+/2 bé er jafnan
uppfyllt pvi ad }

Y

X

N|
3|

~15
(1>2_|_ (1>2_1+1 =1
V2 v2) 22
Vid mérkum pvi punktinn (1/+/2,1/+/2) ~ (0.707,0.707)

inné hnitakerfid.
Utaf somu dstedu pd mérkum vid punktana

(1/v/2,—1/v/2) ~ (0.707,—0.707)
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(=1/v/2,1/v/2) ~ (—0.707,0.707)
(=1/v2,—1//2) =~ (—=0.707,—0.707)

inn4 hnitakerfid.
Préfum naest ad stinga x = 1/2 og y = 1/3/2 innf jéfnuna.

2
1\? 3 1 3
_ + £ = —4 = 1
2 2 4 4
. Vid sjaum ad jafnan stenst pa og pvi morkum vid punktinn (1/2,1/3/2) ~ (0.5,0.866)
inna hnitakerfio.

Utaf somu dstzedu morkum vid punktana (1/2,—+/3/2), (=1/2,4/3/2), (—1/2,—+/3/2),
(v3/2,1/2), (—/3/2,1/2), (v/3/2,—1/2) og (—v/3/2,—1/2) inn4 hnitakerfid.

Nu @ttu nemendur ad sjd { hvad stefnir. Allir punktarnir sem hafa verid markadir 4 hnita-
kerfid liggja 4 sama hringnum sem er med midju { (0,0) og geisla 1.
I raun er hzegt ad fullyrda ad sérhvert hnit (xo, yo) sem er pannig ad xq og yo uppfylla jofn-
una x> +y? = 1 mun liggja 4 pessum hring. Einnig er hegt ad fullyrda ad sérhvert hnit sem
liggur 4 hringnum mun uppfylla pessa jornu.
I mengjafreedilegum skilningi p4 er myndin af hringnum { hnitakerfinu { raun mynd af
menginu

{(x,y) ERxR; x> +y* =1}

Utaf pessum dstzedum pd segjum vid ad jafnan x*> 4+ y? = 1 sé jafna hrings med midju {

punktinum (0,0) og geisla 1. Pessi hringur kemur oft fyrir { sterdfreedi og pvi feer hann sér
nafn. Vid kollum hann einingarhringinn.

Setjum nu fram skilgreininguna 4 almennri jofnu hrings:
Jafna af gerdinni
(x—a)’+(y—b?=r’
kallast jafna hrings.
Hun lysir hring { hnitakerfinu sem er med midju i punktinum (a,b) og geisla r.

Dami:

Finnid jofnu hringsins med midju { punktunum (2, —3) og gengur { gegnum punktinn (1,0).
Lausn:

Fjarlaegdin milli punktanna (2,3) og (1,0) er geisli hringsins. Geislinn er pess vegna

V=224 (0—(=3))2=V124+32 =10

Jafna hringsins er pa
(x=2)*+(y—(-3))* = (V10)*
sem einfaldast {
(x=2)°+(y+3)*=10

Dzemi:
Hringur sem vid kéllum H er gefinn med jéfnunni

(x—4)2+(y—6)> =25

Lina / gengur { gegnum punktana (2, 10) og (—4,7).
Linan og hringurinn skerast { tveimur punktum P; og P».
Finnid pa.
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Lausn:
Byrjum & pvi ad finna j6fnu linunnar. Hallatalan er

L 1-10 -3 1
 4-2 -6 2

Svo jafna linunnar er af gerdinni

1
Yy=zZX+s

10

2 _5

Nu liggur punkturinn (2, 10) 4 henni svo ad jafnan
10 ! 2+
e S
2

er uppfyllt. En pa faest ad s er 9 og jafna linunnar er

1
= — 9
y 2x—|—

Stingum pessu gildi 4 y inn{ j6fnu hringsins sem var
(x—4)2+(y—6)*=25
og faum

1
(x—4)2+(§x+9—6)2:25

10 ¥

Eftir ad reiknad er uppur badum svigunum, allt feert somu megin jafnadarmerkisins og

einfaldad fast 5
sz —5x=0
Margfoldum i gegn med % og tokum x utfyrir sviga til ad fa
x(x—4)=0

betta gefurx =0 edax =4

Punktarnir sem leitad er ad hafa pvi x-hnitin x; =0 og xp = 4.

B4dir punktarnir liggja 4 linunni samkvamt skilgreiningu svo y-hnitin fast med pvi ad

stinga pessum x-hnitum inn{ jofnu linunnar.
Faum:

1 1

Svo punktarnir eru

P1:<079) og P2:(4711>

Flatarmal ymissa forma

Flatarmal rétthyrnings:
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Flatarmal samsioungs:
Flatarmal hrings:

Flatarmal sporbaugs:

8
F=a-bT
Flatarmal prihyrnings:
/\
8
b
o

‘%
-
=

Flatarmal prihyrnings (2):

1
F= o bsin(o)

Varpanir og foll

Vorpun er eitt allra miklvegasta hugtak sem notast er vid { sterdfredi. Mjog mc%kilvaegt er
ad nemendur reyni ad skilja petta hugtak til fullnustu og geti tileinkad sér notkun pess.
Utskyringar 4 vorpun eru pvi midur oftast frekar torskiljanlegar peim sem eru évanir staerd-
fredi, en med demum og @fingu skyrast hlutir betur.

Latum X og Y vera mengi. Vorpun frd X 1Y er regla sem uthlutar sérhverju staki { X na-
kvaemlega einu staki 1 Y. Hefdin er ad tdkna slika vorpun (reglu) med bokstaf.

Ef f er vorpun fra X { Y og x € X, pa tdknum vid med f(x) stakid { ¥ sem reglan (vorpunin)
f tuthlutar stakinu x.

Mengid X kallast skilgreiningarmengi eda formengi vorpunnarinnar og mengid Y bakmengi
hennar.
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X > % Varpanir eru tdknadar med ymsum hetti, til demis

fix=y, XLy eda XY, xef(r)

Athugasemd:

begar bakmengid, Y, er hlutmengi { mengi raun-
talna, R, pad t6lum vid stundum um fall, en ekki
vérpun. 1 raun er fall bara dkvedin gerd af vérpun.

Dami:

(a)

Latum X = R og ¥ = R. Skilgreinum nd vorpun (reglu) 4 R. Sem segir ad sérhverju staki
x { R verdi tthlutad stakinu x? { Y. Kollum pessa vorpun f

Pessi vorpun (regla) tthlutar t.d. stakinu 2 X stakinu 2> = 4 { Y, og hiin tthlutar stakinu 9
i X stakinu 9% = 811 Y. Pess vegna skrifum vid f(2) = 4 og f(9) = 81

Oftast vilja menn p6 geta skrifad pessa reglu 1 tdknmali 4 fljétlegan hatt, og nenna ekki ad
skrifa textann sem hefur verid skrifadur 1 pessu demi. Fljotlegri leid til ad skilgreina pessa
vorpun hefdi verid ad skrifa:

f:X—=Y, flx)=x*

Athugum ad hér er bakmengid R svo ad f er fall.

(b)

Varpanir eiga oft vid um eitthvad annad en tolur, tokum demi um pad:

Latum A vera mengi allra islenskra orda og B vera mengi allra islenskra bokstafa. Skil-
greinum nu vorpun 4 A sem uthlutar sérhverju ordi 1 A fyrsta bokstafnum 1 pvi. Kollum
pessa vorpun g.

bPessi vOorpun uthlutar ordinu ,hundur” bdkstafnum ,h” og pess vegna skrifum vid
g(hundur) =h

bessi vOrpun duthlutar ordinu ,kirkja” bdkstatnum ,k” og bpess vegna skrifum vid
g(kirkja) = k.

[ 1idnum 4 undan nddum vid ad skilgreina vorpunina f med formdlunni f (x) = x>. Hérer
engin formula til og vid verGum ad lata okkur nagja ad utskyra hana med ordum.

(0

Stundum pegar vid erum ad vinna med endanleg mengi getum vid skilgreint vérpun med
pvi ad dkveda hvad hiin gerir stak fyrir stak. Tokum demi um petta:

Latum W = {1,2,3} og Z = Q. Skilgreinum nd vorpun 4 frd W { Z med reglunni:

h varpar stakinu 1 { stakid %

h varpar stakinu 2 { stakid ﬁ

h varpar stakinu 3 { stakid 8

Hér erum vid buin ad skilgreina vorpun (reglu) med pvi einfaldlega ad dkveda hvad vorp-
unin (reglan) gerir vid hvert stak { formenginu.

Fljotlegri leid til ad gera sama hlutinn hefdi verid ad skrifa:

Latum £ vera vorpunina frd W 1 Z sem er skilgreind med

h(1) = i h(2) = 3;;4 h(3) =8

Athugum ad hér er engin sjdanleg formula eda regla til ad tengja saman stokin tvo og tvo,
reglan er bara buin til stak fyrir stak.

Athugasemd:

I sterdfredi sem er 4 einhvern hatt hagnyt er langoftast hagt ad skilgreina varpanirnar eda
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follin sem unnid er med utfra formulu eins og 1 1id (a).
Mikilvagt er ad skilja ad adrar varpanir og foll eru samt til.

Graf vorpunnar

Graf vorpunarinnar f er hlutmengi i faldmenginu Y
X xY sem skilgreint er med
y=f(x)

{(x,f(x)) eXxY;xe€X}.

Athugum ad samkvamt skilgreiningu er graf ekkert
nema mengi, en ekki eins konar mynd eins og margir {(x,y) eX xY;y=f(x)}

gera sér hugmynd um.

begar f er fall frda R i R pa er hinsvegar haegt ad sja

fyrir sér petta graf myndrant og oft er mjog gagnlegt ad teikna upp mynd af grafinu sem
hlutmengi { R x R.

Pegar teiknud er mynd af grafi falls, er { daglegu tali oftast talad um ad teikna upp fallid.
Pad ad teikna upp fall er saraeinfallt:

Teikna skal mynd af fallinu f

1. Valdir eru nokkrir punktar x1,xp,x3,...,x, i R.
(I raun md velja pessa punkta hvernig sem er en ef madur vill fa géda mynd af fallinu
er best ad fara eftir dkvednum reglum. I seinni kafla eru vitskyrdar reglur til ad velja
pessa punkta.)

2. Tolurnar f(x1), f(x2), f(x3),...f(xn) eru reiknadar iit.
3. Punktarnir (xy, f(x1)), (x2, f(x2), (x3, f(x3), ...(xn, f (x)) eru markadir i hnitakerfio.

4. Ferill er teiknadur sem fer i gegnum alla punktana. Pessi ferill parf a0 fara sem
beinustu leio d milli punkta, en ekki telst goour siour ad setja horn d ferilinn.
Reynt ao fara dkvedinn milliveg milli pess ad ldta ferilinn fara sem beinustu leio d
milli punkta og ldta hann ,,beygja sem minnst”

Adgerdir a follum

Latum f og g vera einhver foll frd mengi X yfir { Y = R. P4 getum vid notad reikniadgerd-
irnar &4 R til ad skilgreina ny foll. Vid skilgreinum summu, mismun og margfeldi fallana
med:

(f+8)x) =rlx) +glx),  xeX,
(f—8)x) =f(x) —glx), xeX
f8)(x) = fx)gx), xe€X.

—~

Ef g(x) # 0 fyrir 6ll x € X, pd getum vid einnig skilgreint kvdta ! fallanna f og g med
8

Sformiilunni

oy {6
g() €X



Athugasemd:

Sumum sem eru ekki ordnir vanir hugtakinu ,,fall” geti fundist pessar skilgreiningar skritn-
ar, eda fundist vid ekki vera ad skilgreina neitt. Petta er vissulega mjog augljos og néttiru-
leg skilgreining en samt naudsynleg.

Tokum sem deemi fyrsta 1idinn (f + g)(x) = f(x) 4+ g(x). Utskyrum { ordum hvad petta
pydir.

Hér er verid ad bua til nytt fall (nyja uthlutunarreglu) 4 X. Nyja fallid (Nyju tthlutunar-
regluna) kollum vid f + g. Pad udthlutar sérhverju staki x € X stakinu sem er fengid med
formilunni f(x) + g(x)

Lotubundin foll

Vid segjum ad fall sé lotubundid ef pad { vissum skilningi endurtekur sjélft sig aftur og
aftur, formleg skilgreining er:

Fall f: R — R er sagt vera lotubundid med lotu a ef a € R og f(x+a) = f(x) fyrir 61l
xeR

Sérstaklega skal taka fram ad pegar vid segjum ad einhver tala a sé€ lota einhvers falls f pa

er ekki par med sagt ad pad s€¢ minnsta mogulega lotan. Fall med lotu 4 getur lika haft lotu
2.

Vid sjaum lika ad ef a er lota einhvers falls a pa verdur 2a lika lota fallsins pvi ad fyrir 61l
x faest

flx+2a) = f((x+a)+a) = f(x+a) = f(x)

Audvelt er ad sja ad svona er hagt ad halda afram fyrir allar heilar tolur og vid faum reglu:

Ldtum f: R — R ver lotubundid fall med lotu a, pd er f(x+na) = f(x) fyrir olln € Z og
oll x e R.

Oft er pegilegt ad notfera sér petta hugtak til ad skilgreina ny foll:

Dami:
Latum f : R — R vera fallid sem er med lotu 2 og er skilgreint med formulunni:

f(x) = |«| ef xe[-1,1] y

Tokum eftir ad formulan er adeins tekin fram fyrir bilid
[—1,1[ en hin nagir samt til ad skilgreina f Otviraett 4
Ollu R pvi ef x er tala sem er ekki 4 pessu bili getum vid
alltaf fundid f(x) med pvi ad notfera okkur pad ad pad
er med lotu 2. Til demis ef reikna & f(5) pa getum vid

notfaert okkur lotu fallsins til ad reikna: 3 9

fO)=f(=1+3-2)=f(-1)=[-1]=1

Tokum eftir ad vid purftum ad ,.faera okkur” inn 4 svedi par sem ad formulan fyrir f var
gefin. A mynd til hlidar er mynd af fallinu. Upphaflega lotan sem gefin er med formilu er
morkud innan vid punktalinur

Jafnstaed og oddstaed foll

Skilgreinum jafnsted og oddstad foll:
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Ldatum f: R — R vera fall.
Vid segjum ad f sé jafnsteett ef f(—x) = f(x) fyrir 6ll x € R
Vid segjum ad f sé oddsteett ef f(—x) = —f(x) fyrir éll x € R

Skodum pessar skilgreiningar myndrant.

Fall er sagt jafnstett ef myndin af grafi pess er eins sitt hvoru megin vid y-asinn.

Fall er sagt oddstett ef myndin af grafi pess verdur speglud um x-4s ef fert sig er yfir
y-asinn.

Dzemi:

Skerid dr um hvort follin séu jafnsted, oddsted eda hvorugt.

()

f: R — R gefid med f(x) =x°

(b)

g: R — R gefid med g(x) = x>

(c)

h: R — R gefid med h(x) = x> +x°

Lausn:

(a)

f er jafnstett pvi ad fyrir 61l x € R gildir f(—x) = (—x)*> = x> = f(x)
(b)

g er oddstztt pvi ad fyrir 61l x € R gildir g(—x) = (—x)3 = —x3 = —g(x)
(c)

Hér er h hvorki jafnstatt né oddstett. Til ad syna pad purfum vid einfaldlega ad finna demi
um x pannig ad h(—x) # h(x) og h(—x) # —h(x).

Ef ad vid préfum x = 2 faum vid ad h(2) = 12, h(-2) = —4.

Vid sjaum pd ad h(—2) # h(2) og h(—2) # —h(2).

Dzemi:
Skilgreinum fall f: R — R med:
)= {

0 efxeroraedtala
1 efxerredtala

(a)

Skerid ur um hvort f er jafnstatt, oddstaett eda hvorugt.

(b)
Finnid allar lotur fallsins f.
Med 6drum ordum, finnid einfalda framsetningu 4 menginu:

{a € R; a er lota fallsins f}

Lausn:

(@)

Augljost er ad ef x er red tala pa er —x lika red tala.

Vid faum pess vegna ad fyrir allar reedar tolur x er f(x) = 1 og f(—x) = 1. Pess vegna er
f(x) = f(—x) ef x er red.

Eins sést ad f(x) = f(—x) ef x er 6red tala.

Allar tolur eru annad hvort r&dar eda oredar svo ad vid hofum fengid

f(=x) = f(x) fyrir 6l x € R
Med 6drum ordum pa er fallid jafnstaett.

(b)

Skiptum deminu { tvo lidi:
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1. Synum fyrst ad sérhver red tala er lota fallsins f.
Latum a vera rada tolu.
Vid purfum ad syna ad fyrir 61l x € R pa gildi f(x+a) = f(x).
Ef x er lika r&d tala b4 er audvelt ad sjd a0 summan x + a er lika red tala pess vegna
fest f(x+a) = f(x) fyrir 6l red x
Ef x er 6raed tala pd er audvelt ad sjd ad x+a er lika 6red. Pess vegna gildir f(x+a) =
f(x) fyrir 61l 6red x.
Oll x € R eru annadhvort red eda 6red, og pvi hofum vid synt ad

fx+a)=f(x) fyrir 6ll x € R
Med 6drum ordum pa er a lota fallsins f.

2. Synum nast ad engin 6red tala sé lota fallsins f
Latum a vera 6reda tolu.
Vid purfum ad syna ad til er tala xo p.a. f(xo+a) # f(xo)-
Latum xo = —a, pa er xo 6red svo ad f(xp) = 0.
Hinsvegar er f(xo+a) = f(—a+a) = f(0) =1 pvi ad 0 er r2d tala.
Vid hofum fengid ad f(xg+a) # f(xo) svo ad fallid hefur ekki lotu a.

Af lidum 1. og 2. sést ad a er lota fallsins f p.p.a.a. a sé red tala.
Med 6drum ordum er

{a € R; aer lota fallsins f} = Q

Einhalla foll
Fall er sagt vera vaxandi ef myndin af grafi pess gerir ekkert nema
Ldatum X C R, og f: X — R vera fall.

o Efum sérhver x1,x3 € X sem eru valin pannig ad x; > x; gildir

fx) = f(x)
bd er f sagt vera vaxandi fall.

o Efum sérhver x1,xy € X sem eru valin pannig ad x| > x» gildir

fx) < fxa)
pd er f sagt vera minnkandi fall.

e Ef ao ojofnurnar fyrir fallgildin i skilgreiningunum veru strangar veeri f sagt vera
stranglega vaxandi/minnkandi fall.

o Fall sem er annad hvort vaxandi eda minnkandi er sagt vera einhalla.

e Fall sem er annad hvort stranglega vaxandi eda stranglega minnkandi er sagt vera
stranglega einhalla.
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Margliour

Marglida er fall p: R — R sem tdkna ma med formulu af gerdinni
p(x) = apX" +ap 1 X" - Faix+ag

Par sem n € NU {0} studlarnir a; eru rauntdlur og a, # 0.

Nittdrulega talan n kallast stig marglidunnar. Stig marglidu p er tdknad med deg p.
Marglidan er so6g0 vera stodlud ef a, = 1

Um marglidur gildir mikilvaeg regla:

Ldtum p(x) = apx" + ...+ a1x+ag 0g q(x) = byX™ + ... + b1x + bg vera maragliour af

stigi n og m.
Ef p(x) = q(x) fyrir oll x € R pd er n = m og
aOZbO,al :bl’-'- ’an:bm

bessi regla segir { toludu mali ad marglidur eru jafnar p.p.a.a. allir studlar peirra séu jafnir.
Til ad sanna pessa reglu parf annadhvort pekkingu i linulegri algebru eda nota sér sam-
felldni marglidunnar og prepun. Petta eru hugtok sem er ekki btiid ad kynna ennpd og pess
vegna verdur sonnuninni sleppt hér.

Daemi:

(@

p(x) =3x° +mx? — 4 er demi um marglidu. Hér er ag = —%, ap=Tm,as=3o0ga; =a3 =
a4 = 0 Pessi marglida hefur stig 5. Hun er ekki st6dlud pvi ad as =3

(b)
g(x) = 3" er ekki marglida.

Nullstodovar marglioa

Ef p er marglida og xq er tala p.a. p(xp) = 0 pa segjum vid ad xo sé niillstéd eda rot
marglidunnar p.

Sumar marglidur hafa engar nillstodvar eins og t.d. marglidan p(x) = x> + 1 (sem sést af
pvi ad talan x? er sterri en O fyrir 611 x).

Adrar marglidur hafa margar nillstodvar, eins og til demis marglidan g(x) = x*> — 1 sem
hefur nullstodvarnar x = 1 og x = —1.

Fjoldi nallstodva marglida er p6 takmarkadur eins og fram kemur { eftirfarandi reglu:

Ldtum p vera margliou af stigi n. Fjoldi mismunandi nillstodva margliounnar p er pd i
mesta lagi n.

Marglidur koma oft fram pegar reynt er ad lysa nétturunni med sterdfredi, og pvi teljast
marglidur vera mikilvaeg foll.

Pad er pvi mjog gagnlegt ad geta fundid allar nullstodvar gefinnar marglidu p. Pegar allar
nullstodvar marglidu p eru fundnar er { daglegu mali talad um ad leysa margliduna p.

Til eru einfaldar formalur til ad leysa allar fyrsta og annars stigs marglidur. Par verda ut-
skyrdar { nestu koflum.

Einnig eru til adferdir til ad leysa pridja og fjérda stigs marglidur en per eru toluvert flokn-
ari og verda ekki skyrdar hér.

[ langan tima reyndu steerdfraedingar ad leysa marglidur af fimmta stigi og heerra. Arid 1823
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tékst manni ad nafni Niels Henrik Abel hins vegar ad sanna sldandi nidurstodu. Honum
tokst ad sanna ad ekki er haegt ad leysa almennar marglidur af stigi fimm og herra. Pad er
nidurstada sem gridarlega flokid er ad sanna. Pad eitt ad setja pessa nidurstodu formlega
fram telst vera allt of flokid fyrir pennan texta.

Fyrsta stigs margliour

Fyrsta stigs marglida er fall af gerdinni p(x) = ax+ b, par sem a # 0 og b € R. DPessi
marglida hefur 1 mesta lagi eina nidllstod. Pessa nullst6d er audvellt ad finna. Madur ein-

angrar einfaldlega x dr jofnunni ax +b = 0 og feer x = —b/a.
Dzemi:

Finnid nullst6d marglidunnar p(x) = 4x+ 8.

Lausn:

Leysum tr jofnunni 4x 4 8 = 0. Faum:
4x = -8 sem jafngildir x=-2
Marglidan hefur eina nidllstod x = —2

Annars stigs margliour

Latum p(x) = ax?> +bx +c par sem a # 0 og b,c € R vera marglidu af stigi tvo. Talan
D = b? — 4ac nefnist b4 adgreinir marglidunnar. Lausn marglidunnar p parf ad skipta { prji
tilvik.

1. Ef D < 0 b4 hefur marglidan p enga nillstod
—b
2. Ef D = 0 pé hefur marglidan p eina nuillst6d x = 2
a

3. Ef D > 0 p4 hefur marglidan p tver nullstodvar:

_—b+VD —b—+/D

Xy =

A 2a o8 2a

Sonnunin 4 pessu er ekki ykja flékin:
Einangra parf x iitiir jofnunni ax®> + bx + ¢ = 0. Ef deilt er med a bddu megin
Jjafnadarmerkis feest jafnan
b

Pt Zxt+ =0
a a

Nt leggjum vio toluna % — < vi0 bddu megin jafnadarmerkis til ad fd

, b P b
X+ —x+
a

4 42 4

Ferningsreglan er notud vinstra megin jafnadarmerkisins og hegra megin eru brotin l6go
saman til ad fd:

( N b)z b? — 4ac
Xt+— ) =———5—
2a 4a?

Skiptum nii 1 prju tilvik:
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1. Efb*> —4ac < 0 pd er stwrdin vinstra megin jafnadarmerkisins jakvaed en si sem er
heegra megin er neikveed. jafnan hefur pvi enga lausn.

2. Efb*—4ac = 0 pd stendur eftir jafnan:

b\ S b
x+— ] =0 sem jafngildir x+—=0
2a 2a

betta gefur svo x = —
2a

3. Efb>—4ac > 0 pd md taka rét badu megin jafnadarmerkis til ad fd:

b Vb? —4ac

— — 4
e 2a 2a
sem jafngildir
—b+Vb?—4ac
X =
2a

Daemi:
Leysid jofnuna 2x> +3x — 5 = 2.
Lausn:

Vid komum jéfnunni 4 stadlad form med pvi ad fera yfir jatnadarmerkid, p.e.
2x% 4+ 3x—7 = 0. P4 getum vid stungid 6llu saman inn { lausnarformulu annars stigs jofnu.
Hérera=2,b=30gc=7

_ =3£4/32-4.2.(-7)  -3+65
e 2.2 T a

Lausnirnar eru —3—4\@ og _342/6*5.
Pattun marglioa

Ef tvaer marglidur p og g eru lagdar saman eda onnur dregin fra hinni verdur ttkoman ny
marglida. Margfeldid pg verdur einnig ny marglida, en pad sama verdur ekki sagt um deil-

ingu. Ef p og g eru marglidur pa er fallid P almennt ekki marglida.
q

Petta svipar déltid til heilu talnanna og alveg eins og med heilar tolur getum vid skilgreint
ad ein marglida gangi upp { annari:

Ldtum p og q vera margliour. Ef ad til er marglidoa h pannig ad p = hq pd segjum vid ad
marglioan q gangi upp i margliounni p. Pd skrifum vio lika P_ hedap/q=nh
q

Athugum ad sérhver marglida p gengur uppi sjélfa sigpviad p=1-p

Pad ad skrifa marglidu g sem margfeldi marglida af legra stigi kallast pdrtun marglidu.
Marglida g er s6gd dpdttanleg ef engin marglida af laegra stigi en g gengur upp i g.
Marglida er s6gd vera fullpdttud ef ad buid er ad skrifa hana sem margfeldi af 6pattanlegum
marglidum.

bad getur verid mjog gagnlegt ad patta marglidur. Pess vegna er gagnlegt ad vita fyrirfram
hvort pad sé { hofud hagt ad patta marglidu. Eftirfarandi regla segir til um pad:
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Sérhver marglioa sem hefur stig heerra en tveir er pdttanleg.
Med 60rum ordum, ef q er marglioa af stigi n > 3 pd eru til margliour q\ og q» sem eru
ekki fastar og g = q1q>

Pad getur verid erfitt ad patta marglidur, eftirfarandi regla gerir manni p6 1ifid toluvert
léttara:

Ldtum p vera margliou. Pd gengur marglidan x — a uppi margliounni p pd og pvi adeins
ad p(a)=0
Pessi regla nytist vel vid ad patta marglidur. Sértilvik af pessari reglu er nefnilega:

Ef p er stooluo marglioa af stigi n og huin hefur n élikar reetur, ay, ay,... a,. Pd md skrifa
p(x) = (x—ar)(x—az)--- (x—ay)

Daemi:

Fullpttid p(x) = x*> +2x—5.

Lausn:

Hérera=1, b =2 og c= —5. Stingum pessu inni lausnarformilu annars stigs jofnu.

—244/22-4-1-(-5 —2+v24 242

v (=5) = - V6 ——1+V6
2 2 2

Samkvemt reglu getum vid pvi pattad:

X =

p(x) = (x— (=14 V6))(x— (=1 =v6)) = (x+ 1 = V6) (x+ 1 +6)

Deiling med afgangi

Eins og & heiltdlunum er deiling 4 marglidum ekki fullkomin { peim skilningi ad ef einni
marglidu er deilt med annari faest ekki alltaf marglida at. Vid skilgreinum pvi deilingu med
afgangi til ad hjalpa okkur:

Ldtum p og q vera margliour. Pd eru til margliour s og r pannig ad
p=gqs+r og degr < degg
Pad ad finna pessar margliour s og r kallast deiling med afgangi.

Heagt er ad nota adferd sem er mjog lik 1ongudeilingu med heiltolur til ad deila marglidum
med afgangi.

Dzemi:
Deilid med marglidunni g(x) = x +4  margliduna p(x) = x* + 2x — 4 med afgangi.
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Lausn:
Med longudeilingu faest eftirfarandi

X —4x2+16x —62.

x4+ 4) x* +2x —4
—x* — 45
—4x3
4x3 + 16x2
16x2 +2x
— 16x% — 64x
—62x —4
62x +248
244

Petta segir okkur ad s(x) = x> — 4x? + 16x — 62 og r(x) = 244. Vid getum ni skrifad:

X 2x—4 = (x+4)(x° —4x® + 16x — 62) 4244

Dzemi:

Finnid allar retur marglidunnar p(x) = x> +x — 10. Gefid er ad x = 2 er rot.

Lausn:

Vid vitum ad par sem x = 2 er r6t 4 marglidunni pa gengur marglidan x — 2 uppi marglidunni
p- Notum marglidudeilingu til ad patta p.

x2+2x +5
x—2) X +x—10
— x> +2x2
22 +x
—2x% +4x
5x—10
—5x+10
0

Af pessu sjdum vid ad
p(x) = (x—2)(x* +2x+5)

Finnum nd nillstodvar marglidunnar x> 4+ 2x+ 5. Vid notum til pess lausn annars stigs

marglidu. Faum:
 24+v22-4-1-5  -2+4/-16
a 2 — 2
Vid sjdum ad adgreinir annars stigs marglidunnar er minni en —16 < 0.
Marglidan x? 4 2x + 5 hefur pvi engar niillstodvar. x = 2 er pvi eina nillstéd upprunalegu
marglidunnar p.

P,
7 adfero

Engin almenn leid er til sem ad leysir marglidur af hdum stigum. Eftirfarandi regla getur
p6 nyst okkur stundum:

63



Ldtum r(x) = apx" +a,_1X" ' + ... + a1x + ag vera marglidu af stigi n (a, # 0) med
heiltolustudla. Ef ad reed tala p/q er niillstod marglidunnar r pd gengur p uppi ap og q
gengur uppi ay.

Pessi regla segir okkur ad ef ad vid viljum finna einhverja nillst6d marglidu r(x) = a,x" +
an_1X""V+ ..+ ax+ag b er radlagt ad ,,giska” fyrst 4 nillstodvarnar af gerdinni g par
sem p gegnur uppi ag og g gengur uppi a,.

Dzemi:

Finnid einhverja nillstod 4 marglidunni r(x) = 2x* — 5x3 —2x*> — 9

Lausn:

Mengi allra talna sem gengur uppi tolunni 2 er A = {1,—1,2,—2}. Mengi allra talna sem
gengur uppi tolunni 27 er B = {1,—1,3,-3,9,-9}

g—aéferé segir okkur ad vid eigum ad giska 4 nullstod af gerdinni g par sem p € B og
q € A.

Oll moguleg brot af slikri gerd eru 4 -6 = 24 talsins, hins vegar m4 { raun sleppa 6l1-
um minustélum { 6dru hvoru menginu pvi annars tviteljum vid margar tolur. Sleppum
minustolunum i A og pd eru 12 moguleikar:

1’27172°1°227172°1'2717 2

Stingum 6llum pessum t6lum inni margliduna r:

r(%) =r(l)=-14

r(% =—10
r(F)=r(-1)=-4
(5 =-%
r(3)=r(3)=0

(3= -Y

r(52) =r(-3)=270
(5 =3

r(3) =r(9) = 9306
r(3) =31

r(72) = r(—9) = 1659
"(_79) _ 49405

Med pessari adferd fundum vid eina nillst6d. Nefnilega nillstodina x = 3 pvi ad r(3) = 0.

Rz foll

Ef r er fall sem tdkna md med formulu af gerdinni

apx" + a1 X" '+ . 4 ax+ag
byX™ 4+ by 1 X"+ ...+ bix+ by

r(x) =

b4 segjum vid ad r sé reett fall.
I pessari formilu er n,m € NU {0}, studlarnir a; og b; eru rauntdlur fyrir 61l i og fremstu
studlarnir mega ekki vera 0, p.e.a.s. a,, b, # 0.

betta er bara onnur leid til ad segja ad fallid r kallist raett fall ef til eru marglidur p og g p.a.

F=P
q
Stofnbrotslioun
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Latum p og g vera marglidur og latum r = %. Ef marglidurnar p og ¢ eru af hdum stigum
getur rada fallid r oft verid erfitt vidureignar. P4 er gagnlegt ad geta skrifad r sem summu
af einfaldari redum follum. Eftirfarandi regla getur pa stundum verid gagnleg:

Ldtum p og q vera margliour af stigi n og m.
G.rf. ad marglioan q hafi m olikar reetur ay,as,...,ay
Pa er til marglioa s og fastar by,ba,...,by, p.a.

Pegar pessari reglu er beitt pa segjumst vid vera ad stofnbrotslida reda fallid p/q.
Vid sonnum pessa reglu ekki beint en lysum adferdinni til ad stofnbrotslida hér:

Stofnbrotslida skal reeda fallio gj)ar sem p og q eru margliour og

q(x) =cpX"+ ...+ c1x+co

er af stigi m

1. Finnum allar nillstoovar margliounnar q.
Ef marglioan hefur feerri en m niillstoovar heettum vio pvi ad pd virkar pessi adferd
ekki.
Ef m olikar nillstoovar finnast kollum vio peer ay,ay, ...,ap.

2. Deilum margliounni q uppi margliouna p med afgangi til pess ad finna margliour s
0g p1 sem eru pannig ad degp| < degq og p = sq+ p1. Pd md skrifa:

PO _ o Pi)

q(x) q(x)

3. Skilgreinum nyja margliou q' med pvi ad setja

q(x) = mexX™ !+ (m— l)cm,lx’"_2 +...4+2cx+1-¢;

4. Reiknum it studlana by,b;, ..., b, med formilunni

bi="L }(“") fyrir éll i
q'(ai)
5. Nii md skrifa
X b b b
S S L - .
q(x) xX—ay x—a X—apy

Athugasemd
beir sem eru komnir adeins lengra i sterdfredi og pekkja diffrun munu taka eftir ad {
adferdinni ad ofan p4 er nyja marglidan ¢’ diffurkvétinn af marglidunni g.

Daoemi:
Stofnbrotslidid reda fallid
42
X
XB42x2—x—-2

Lausn:
Hérer p(x) =x* —20g q(x) = x> +2x* —x - 2.
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1. Finnum ndllstodvar g.

p/q-adferd sem lyst var { sidasta kafla segir okkur ad vid eigum ad préfa hvort tol-

urnar —1, 1, —2,2 séu nullstodvar marglidunnar g:

g(—=1)=0 ¢q(1)=0 g(-2)=0 ¢2)=12

Hér fundum vid prjar mismunandi nullstédvar, g hefur stig 3 svo vid getum haldid

afram. Vid setjuma; = —1,a, =1 ogaz = —2.
2. Deilum g uppi p med afgangi:

x—2.

x3—|—2x2—x—2) x* -2
—x =283 %42«

—2x3 4% 4+2x—2

203 4 4x? —2x — 4

5x2 -6

Skv. pessu getum vid skrifad
p(x) = (x—2)q(x) + (5% —6)
Vid setjum p;(x) = 5x*> — 6 og s(x) = x — 2.
3. Skilgreinum margliduna

dx) =342 22— =3 dx— 1

4. Reiknum ut:

po— Prla) _ pi(=1) 5-(=1’-6 -1 _1
L) ¢ 3PS 22
_ pi(a2) ;1 o _ pi(az) _ E
20" 6 % P T w3

5. Lausnin okkar er pess vegna:

4_2 1/2 —1/6 14/3 1 1
x gy M2 16 143

Br2d—x—2 1l a1 xy2 2(x+1) 6(x—1)+

Visisfoll
Visisfall er fall f: R — R sem skrifa ma med formulu af gerdinni

fx) =d"

Par sem a > 0 er rauntala.

bad er fatt haegt ad segja um visisfoll eins og er. Hofundur rddleggur nemendum ad rifja

upp veldareglurnar sem segir frd { kaflanum um veldareikning.
Andhverfa vorpunnar

Skilgreining 4 andhverfu vorpunnar er svohljédandi:
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Ldtum A og B vera gefin mengi og f : A — B vera vorpun.
Eftil er vorpun g : B — A pannig ad

f(g(b))=b  fyrircll beB
0g
g(f(@)=a  fyriroll acA

pd kallast fallio g andhverfa vorpunarinnar f.
Andhverfa vorpunarinnar f er oft taknud med 1.

I vissum skilningi er andhverfa vérpunarinnar f si vorpun sem gerir ,,akkirat 6fugt” vid
pad sem vOrpunin f gerir.

Ef vid férum aftur { ordalag kaflans um varpanir og foll p4 er vorpunin f~! sd regla sem
tthlutar sérhverju staki f(a) { B stakinu a i A.

Tokum demi um betta:

Dami:

Léatum A vera mengi allra Islendinga og B vera mengid sem inniheldur allar {slenskar kenni-
tolur.

Skilgreinum ni vorpun k : A — B sem tthlutar sérhverjum Islendingi kennitolu sinni.

P er andhverfan k' : B — A og hiin tthlutar sérhverri islenskri kennitélu Islendingnum
sem 4 pd kennitolu.

Dami:

Skilgreinum fall f: R, — R, med formdlunni f(x) = x°.
Finnid andhverfu fallsins f.

Lausn:

Skilgreiningarmengid er hér jdkvadu rauntdlurnar, rétarfallid var { raun skilgreint sem and-
hverfa pessa falls.

Andhverfan er f~!(x) = /x, stadfestum pad:

Fyrir sérhvert x € R er (y/x)? = x.

Fyrir sérhvert x € R er Va2 =x.

Andhverfan hefur verid stadfest

Dzemi:

Skilgreinum fall f: R_ — R, med formdlunni f(x) = x2.

Finnid andhverfu fallsins f.

Lausn:

Tokum eftir ad petta er ekki alveg sama fallid og { deminu 4 undan pvi ad skilgreiningar-
mengid er annad, nu er skilgreiningarmengid neikvedu rauntdlurnar. Vid sjaum ad ef x er
neikvad rauntala pa er Va2 = —x.

Til deemis ef x = —3 pa fest Va2 = /(=3)2 =19 =3 = —(-3) = —x.

Pess vegna er andhverfufallid { petta skiptid f~! = —/x.

Stadfestum pad:

Fyrir séthvert x € R, pder (—/x)? = (vx)> =x

Fyrir sérhvert x e R_ pder —vVx2 = —(—x) =x

betta stadfestir andhverfuna.
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Dami:
Latum f: R — R vera fall gefid med formulunni

flx)=x+4

Finnid andhverfu fallsins.
Lausn:
Skrifum y { stadin fyrir f(x) { formdlu fallsins.

y=x+4
Einangrum x tr pessari jofnu
x=y—4
betta gefur okkur ad andhverfa f er
flx)=x—4

Daemi:

Latum f vera fall gefid med formulunni

Finnid andhverfu fallsins.
Lausn:
Skrifum y { stadin fyrir f(x) { formdlu fallsins

_x+5
y= x—2
Einangrum nu x { pessari jofnu:
Faum
y(x—2)=x+5

Margfoldum uppur sviganum og faerum yfir jafnadarmerkid til ad fa
yXx—x=5+2y
Tokum x utfyrir sviga vinstra megin
x(y—1)=5+2y
Deilum { gegn med (y — 1) til ad fa
542y
x=

y—1
Nu hofum vid einangrad x ur upphaflegu jofnunni. Andhverfufallid okkar er pa
S5+2x
x—1

) =

(Athugum ad pegar skilgreiningarmengi falls er ekki tilgreint mé gera rdd fyrir ad pad sé
steersta mogulega skilgreiningarmengid. Skilgreiningarmengi f yrdi pess vegna hér R\
{2}. Tveir er dregid frd menginu pvi annars yrdi deilt med ndlli. Skilgreiningarmengi
andhverfufallsins f~! yrdi R\ {1} ttaf somu 4stedu.)
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Lograr

Latum a vera jakveda rauntlu og f: R — R vera visisfall gefid med formuilunni

f)=da

betta fall 4 sér andhverfu sem ad vid kollum a-logrann og er tdknadur med

log,

Skv. skilgreiningu 4 andhverfu i kaflanum 4 undan er a-logrinn pess vegna fallid sem
uppfyllir:
log,(a*) =x  fyirollxeR

og
d°%W = x  fyirollx e R,

Pegar nemandi er bedinn um ad reikna tt t6luna log,(x) fyrir gefin x og a er spurningin {
toludu méli pessi:

,,f hvada veldi parf ad setja a svo ad itkoman verdi x?”

bar sem ad vid vinnum { tugakerfi 4 pessari jord pd er talan tiu stundum hafin yfir adrar
tolur. Pess vegna er tiu-logrinn oftast bara kalladur logrinn dn pess ad taka fram toluna tiu
og hann er tdknadur med log { stadin fyrir log;.

Daemi:
Reikind

(a) log,(8)
(b) logs(81)
(c) log(10)
Lausn:

(a)

I tsludu mali er spurningin pessi:
,,f hvada veldi parf ad setja tvo svo ad utkoman verdi atta?”

Audvelt er ad reikna ad 2% = 8, svarid er pess vegna 3 og pess vegna skrifum vid
log,(8) =3

(b)
Audvelt er ad stadfesta ad 3* = 81, pess vegna er

log;(81) =4

(c)

Hér er engin tala sett { index svo ad vid drogum pa alyktun ad vid séum ad vinna med tiu-
logrann. Svarid er eiginlega gefid { sjalfri spurningunni pvi ad { t6ludu mali er spurningin
pessi;

,,f hvada veldi parf 10 ad vera til pess ad utkoman verdi 106~
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bad ®tti ad vera 1jost ad svarid er 6 og pess vegna skrifum vid

log(10%) =6

Lograreglur

Um logra gilda nokkrar reglur:

Fyrir a,b,x,y € Ry og r € R gildir:

L N W NN~

S

- log,(1) =
loga 1/)6) = _loga( )

(
(
. log,(xy) = l0ga(x) +10ga(y)
(
(

- log,(x/y) = log,(x) —loga(y)
. log,(x") = rlog,(x)

logp(x)
log,(x) = - (@)

Sonnum pessar reglur og tokum svo nokkur demi:

1.

Fyrir sérhvert a € R pd er a® = 1, pess vegna er

log,(1) =0

Vid purfum ad syna ad ef talan a er hafin upp i veldid —log,(x) pd verdi titkoman
1/x.
bad feest beint af veldareglum og skilgreiningu d logra:

a—loga(x) — (aloga(x))_l :x_l = l/x
Vid purfum ad syna ad ef talan a er hafin upp i veldio log,(x) +log,(y) pd verdi

titkoman xy.
Pao feest beint af veldareglunum og skilgreiningu d logra:

aloga ()C) +10ga (y) — aloga (x) . aloga (y) — 'X’-y

Feest beint af lioum 2 og 3 nefnilega:
loga(x/y) = loga(x) + loga(l/y) = loga(x) - loga(y)

Vid purfum ad syna ad ef talan a er hafin upp i veldid rlog,(x) pd feest itkoman x":
arloga(x) _ (alogu(x))r — 5
Vid purfum ad syna ad ef talan a er hafin upp i veldio log,(x)/log,(a) pd fest iit-

koman x.
Athugum ad fyrir 6ll a,b € Ry gildir a = b'°%(@) pess vegna fest:

10gb(x) log, (x) gb(x)
alosp(@ (blOgh( ))logb(a) — blogh( a)- Togp (@) blogh( X) _ = x
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Athugum ad 4 flestum vasareiknum er ekki hagt ad reikna alla logra. Yfirleitt er bara takki
fyrir tiu-logrann sem er tdknadur med log. Pess vegna er reikniregla sex hér ad ofan mjog
mikilvaeg pvi ad hin segir sér { lagi ad fyrir sérhvert a € R, er

08, (3) = oo

Daemi:

Reiknid an vasareiknis:
(a) logs(50) + logs(3)
(b) log,(49) -log;(2)
(c) (10812(1))12
Reiknid med vasareikni:
(d) log;(22)

(e) log,(5)

Lausn:

(a)

Vid notum reiknireglur prju og fjogur:

1
logs(50) +log5(§) = logs(5%-2) —logs(2) = logs(5%) +logs(2) —logs(2) = logs(5%) =2
(b)

Notum reiknireglu sex:
log, (49
log>(49) og (2) = 2PV 1og, (2) = log; (49) = logy (72) =2
log;(2)
(©
Notum reiknireglu eitt:
(10g12(1)>12 =07 =0

(d)

Notum reiknireglu sex, stingum sterdinni log(22)/log(7) inni vasareikninn og faum

log;(22) ~ 0,629532003
(e)

Notum reiknireglu sex, stingum sterdinni log(5)/log(2) inni vasareikninn og faum
log, (5) ~ 2,321928095

Bogaeiningar

Hingad til hofum vid 1 6llum reikningum okkar notad melieininguna grddur til pess ad
mela horn. Samkvaemt skilgreiningu pa skiptir hin hringnum { prjihundrud-og-sextiu
jafna hluta og einn slikur hluti er kalladur ein grdda.

Hvernig talan 360 vard fyrir valinu er ekki vitad fyrir vist. Kenningar segja ad pessi tala
s€ komin fra Babilon sem notudu tugakerfi byggt 4 tolunni 60 en ekki 4 tolunni 10 eins og
vid. Sumir benda 4 ad { tunglmanudi séu 30 dagar, og ad i arinu séu 12 manudir, og halda
ad talan 360 = 12 - 30 sé komin padan.

Sterdfredilega séd pykir talan 360 ekkert merkilegri en adrar tolur og pvi engin dsteda til
ad bua til mzlieiningakerfi byggt 4 henni. I raun er til miklu nattdrulegri leid til ad skil-
greina nyja melieiningu 4 horn. Pessa nyju melieiningu kollum vid bogaeiningu og hiin
er skilgreind 4 eftirfarandi mata:
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Ldtum o vera horn. Kollum oddpunkt hornsins O.
Teiknum hring med geisla 1 med midju i punktinum
O. Armar hornsins skera hringinn [ tveimur punktum A og B.
Steerd hornsins o er pd jafnt lengd bogans d milli punktanna

A og B. (lengd hans eins og hann veeri meeldur med mdlbandi.)

A myndinni til hlidar sést mynd af horni a. Buid er ad teikna
inn einingarhring & myndina og merkja inn skurdpunktana A og
B. Stard hornsins o er jafnt lengd bogans milli A og B sem er
feitletradur.

Samkvamt pessari skilgreiningu péa verdur heill hringur 27 boga-
einingar pvi ad pad er ummal hrings med geisla 1.
Horn beinnar linu er © bogaeiningar og rétt horn er § bogaeiningar.

Stundum er mzlieiningin Rad notud fyrir bogaeiningar. [ hreinni stzerdfradi er samt sterk-
ari hefd fyrir pvi ad lita horn vera einingarlaus og skrifa einfaldlega ZABC = x { stadin
fyrir ZABC = x Rad.

Vesnlin milli grdda og bogaeininga er svona:

360

Rad = | x-
X Ra (x o

° 2
) og ©=x -~ Rad
Daemi:
(a)Skrifid § Rad 1 gradum.
(b) Skrifid 70° { bogaeiningum.

Lausn:
(a)
o8 T 360\°
—R = _— — = °©
G ad (6 271:) 30
(b)
27 7
°=70.-— Rad = —T R
70 70 360 ad 1875 ad

Einingarhringurinn og hornafollin

Munum ad hringurinn sem er midju { punktinum (0, 0) { hnitakerfinu og geisla einn er kall-
adur einingarhringurinn.

I pessum kafla munum vid nota einingarhringinn og bogaeiningar til ad skilgreina horna-
follin 4 nyjan mata.

Nii er markmidio ad skyra sterdirnar cos(o), sin(o), y

tan(ot) og cot(a):

Eftirfarandi itskyring virkar adeins ef unnio er i boga-

einingum: 1
sin(at)
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Teiknum einingahring i hnitakerfio.

Setjum blyantinn okkar i punktinn (1,0) og feerum hann
rangscelis eftir einingarhringnum par til blyanturinn
er bitinn ao feerast um vegalengdina o. (Ef o er
neikveed tala forum vio réttscelis um vegalengdina —.).
Hér er i lagi po ad o sé stor tala
0g vio forum marga hringi i kringum einingahringinn.
begar blyanturinn er biiinn ad
ferdast um vegalengdina o pd stoppum vio og morkum
punktinn P innd hnitakerfio par sem stoppad var.
Kosinus af hornina o er nii skilgreindur sem x-hnit
punktsins P, og sinus af horninu o er skilgreindur sem
y-hnit punktsins P.

Vid skilgreinum svo tan(a) og cot(o) med forilunum

tan(a) = cos(a) (cos(a) #0)
cot(0r) = ZTSEZ‘; (sin(t) # 0)

Skodum adeins hvernig pessi utskyring tengist hornum.

begar vid feerum blyantinn eftir einingahringnum erum vid i rauninni ad mela hornid sem
hefur oddpunkt 1 hnitinu (0,0), hefur jakvada hluta x-dssins sem arm og hefur steerdina o
ef pad er malt { bogaeiningum. Vid hofum teiknad petta horn innd myndina og par sést ad
efri armurinn gengur { gegnum punktinn P sem fékkst { ttskyringunni hér ad ofan.

Setjum fram formlegri skilgreiningu & hornaféllunum:

Ef0 <o < pd ldatum vid E = (1,0) og O = (0,0).
Veljum ni punktinn P sem er [ fjarleegdinni einn frd O, sem hefur y-hnit sem er ekki
neikveett og er pannig ad ZEOP = 0.
Vid skilgreinum cos(a.) sem x-hnit punktsins P.
Vid skilgreinum sin(o.) sem y-hnit punktsins P.

cos: R — R er 2n-lotubundna jafnsteda fallio sem uppfyllir skilgreininguna ad ofan fyrir
o€ [0,7]

sin: R — R er 2n-lotubundna oddsteeda fallio sem uppfyllir skilgreininguna ad ofan fyrir
o € [0,7]

Taka skal fram ad pessi skilgreining er algjorlega { samremi vid skilgreiningu hornafalla
sem sett var fram { kaflanum um prihyrninga.

Pekkt gildi 4 hornafollum

Skodum nti nokkur gildi 4 o { samhengi vid ttskyringuna 4 hornafollunum hér ad ofan.
Munid ad vid latum blyant byrja i punktinum (1,0) og feerum okkur eftir einingarhringnum
eins langt og o segir til um, og endum { punkti P

1. Ef o =0 pa ferum vid okkur ekki neitt. Vid endum { sama punkti og vid byrjum { og
pess vegna verdur P = (1,0). Pess vegna er cos(0) = 1 og sin(0) = 0.
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2. Ef a=m/2 pé feerum vid okkur rangselis um fjérdung af hringnum (ummal hringsins
er 2m). Vid endum semsagt i topppunkti hringsins sem hefur hnit P = (0,1) svo
cos(m/2) =0 ogsin(m/2) =1

3. Ef o = 1 pa feerum vid okkur rangselis um hélfan hring. Pa erum vid stodd 1 punkt-
inum P = (—1,0) svo ad cos(m)

Svona gatum vid lengi haldid afram.
I kaflanum um prihyrniga leiddum vid tt sinus fyrir tvé horn 1 vidbét, setjum upp toflu

=—1logsin(n) =0

Myndir af hornafollunum

X | sinx | cosx | tanx | cotx
0 0 1 0 ——
1 V3 1

% 2 2 V3 \/3
Tl V2| V2 1 1

2l Vi |1 |
507 2 | V3 5
% 1 0 —— 0

Mikilvegt er ad nemandi geti séd fyrir sér hornafollin 4 marga mismunandi vegu. FEin
leidin er ad sja fyrir sér einingarhringinn, en pad er einnig mikilvaegt ad pekkja myndirnar
af grafi peirra ef 1iti0 er & pau sem venjuleg f6ll. Pau lita svona ut:

y
1 sin(x)
X
-3 -2 -1 1 2 3N\4 5 6 8
7 7
y
! cos(x)
X
-3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 8
y
3 tan(x)
2
1
X
-3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 8
-1
-2
-3
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3 cot(x)

Takid eftir ad 61l f6llin eru lotubundin med lotu 27.

Takid lika eftir ad késinusinn litur nestum alveg eins Ut og sinusinn, eini munurinn 4 grof-
unum er ad buid er ad hlidra 6dru til hlidar um 7 midad vid hitt.

Sinusinn og késinusinn eru takmorkud foll, takmorkud af einum ad ofan og minus einum
ad nedan.

Tangensinn og kétangensinn eru ekki takmorkud heldur stefna pau 4 plis eda minus 6end-
anlegt & sumum stodum. Pad eru stadirnir sem késinusinn eda sinusinn eru null

Hornafallareglur

Um hornaf6llin gilda margar reglur sem gagnlegt er ad muna, margar peirra er hagt ad sja
fyrir sér myndraent med einingahringnum. Vid skulum taka demi um nokkrar slikar, og
rokstydja paer { samrami vid utskyringuna ad ofan

(1) Rokstydjum ad
cos(a) = cos(—a) og sin(ot) = —sin(—o) y

einingarhringnum um vegalengdina o og morkum par punktinn Py,

Vid byrjum { punktinum (1,0). Farum okkur fyrst rangselis eftir Py
feerum okkur svo rangsalis um o0 og moérkum par inn P>. Audvelt er /

ad sja fyrir sér ad punktarnir munu hafa sému x-hnit en y-hnit annars o
hefur gagnstett formerki midad vid y-hnit hins. En pad er einmitt

pad sem ad vid erum ad reyna ad rokstydja. P
(2) Rokstydjum ad

cos(mT—a) = —cos(a) og sin(mt — o) = sin(a) Y
Vid morkum inn tvo punkta innd hnitakerfid. P, P
P; morkum vid med pvi ad faera okkur um hornid © — ¢, en pad er
gert med pvi ad feera sig fyrst rangsalis um 7 en svo aftur til baka o

réttselis um hornid o.
P> morkum vid innd hnitakerfid med pvi ad faera okkur um hornid o
rangsalis.

b4 er audvelt ad sjd ad Py og P> hafa somu y-hnit en x-hnit peirra hafa
gagnstaed formerki. En pad er einmitt pad sem vid erum ad reyna ad
rokstydja.

75



bad er haegt ad rokstydja allskonar fleiri reglur 4 audveldan méta.
Hér verda nokkrar slikar settar fram, hofundur hvetur nemendur til ad reyna ad sji pessar
reglur fyrir sér myndrent.

cos(—8) = cos O
sin(—B) = —sin®,
cos(m—0) = —cosO
sin(mw —0) = sin6,
cos(8+m) = —cosO
sin(@+m) = —sin®,
cos(%n —0) =sinb
sin(1m — ) = cos0,

Athugum ad allar reglur sem voru settar fram { kaflanum um prihyrninga gilda einnig al-
mennt fyrir hornafoll.

Andhverfur hornafallana

Skodum adeins jofnuna
sin(x) =0

Segjum ad vid myndum vilja einangra x utdr pessari jofnu. Nu gati einhver stungid upp &
ad x = 0 sé lausnin pvi ad sin(0) = 0.

bad er p6 adeins ad hluta til rétt pvi ad pessi jafna hefur { raun 6endanlega margar lausnir.
x = 7 er lika lausn 4 pessari jofnu og einnig x = 2.

Raunin er ad n -  er lausn 4 pessari jofnu fyrir 6ll n € Z.

Pad sem meira er pd eru petta allar lausnirnar. Pess vegna skrifum vid stundum

sin~1(0) = {nm; n € 7}

Petta gildir um fleiri télur en 0. Jafnan sin(x) = a hefur nefnilega 6endanlega margar lausn-
ir{xfyrirolla € [—1,1].

Hinsvegar er audvelt ad sjd ad ndkvaemlega ein af pessum lausnum er tekin af bilinu [—7t/2, pi/2].
Vid skilgreinum pess vegna nytt fall Arcsin sem ad er pannig ad

Arcsin(a) = xg
P4 og pvi adeins ad x sé talan af bilinu [—7t/2, /2] sem uppfyllir j6fnuna
sin(xg) = a
Arcsin er pessvegna halfgerd andhverfa sinusfallsins vegna pess ad
sin(Arcsin(x)) = x fyriroll x € [—1,1]

hin ner p6 ekki ad verda algjor andhverfan pvi ad pad ofuga gildir ekki. P.e.a.s. ekki er
heaegt ad fullyrda ad Arcsin(sin(x)) sé jafnt og x.
T.d. er sin(2n) = 0 og Arcsin(0) = 0 og pvi faest

Arcsin(sin(2m)) = Arcsin(0) =0

Vid skulum nu skilgreina andhverfur allra hornafallanna formlega:
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1. Arcsin: [—1,1] = [-®/2,7/2]
er fallio sem uppfyllir

sin(Aresin(x)) =x  fyriréll x € [—1,1]

2. Arccos: [—1,1] — [0,m]
er fallio sem uppfyllir

cos(Arccos(x)) =x  fyrirdllx € [—1,1]

3. Arctan : [—oo,00| — [—1/2,70/2]
er fallio sem uppfyllir

tan(Arctan(x)) =x  fyrir 6ll x € [—oo, 0]

4. Arccot : [—oo 00| — [0, 7]
er fallio sem uppfyllir

cot(Arccot(x)) =x  fyrir 6ll x € [—o0,9]

Tokum sérstaklega eftir bakmengjum fallanna.

Hér er bakmengi Arcsin fallsins bilid [—m/2,7/2] pvi ad Arcsin(a) er lausnin 4 jéfnunni
sin(x) = a sem er tekin af pvi bili.

Hinsvegar er annad bakmengi fyrir fallid Arccos pvi ad Arccos(a) er lausnin 4 jofnunni
cos(x) = a sem er tekin af bilinu [0, 7]

Bakmengi Arctan og Arccot eru valin af somu dsteedum.

Tokum einnig eftir formengjunum.

Formengid fyrir Arcsin og Arccos er bilid [—1, 1] pvi ad f6llin cos og sin taka bara gildi 4
pvi mengi. Jafnan sin(x) = 2 er til deemis dleysanleg pvi ad sinusfallid er alltaf minna en
einn.

Formengid fyrir Arctan og Arccot er hinsvegar bilid [—oo,c0| pad er af pvi ad pessi f6ll
eru 6takmorkud, jafnan ran(x) = a hefur lausn fyrir 61l a. Samanber myndina af grofum
fallanna fyrir ofan.

Mikilvaegt er ad geta séd fyrir sér andhverfur hornafallanna & mynd.
Hér eru myndir af peim:
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Arcsin(x) 3l
1 1
2 4
+ + + = X
-1 —0.5 05 1
1+ Arccos(x)
14
| | | b X
-1 =05 05 1
y
2
1 Arctan(x)
X
-3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 7 8
/ _1
-2
y
2
1
Arccot(x)
X
—3--2 -1 1 2 3 4 5 6 7 8
N
—1
-2
Yroingar

Sterdfredileg yrding er setning eda fullyrding sem ad er annadhvort sonn eda 6sonn. Yro-
ingar eru oftast tdknadar med bokstofum, alveg eins og tdlur, f6ll, mengi eda adrir hlutir {
sterdfradi.
D@mi um sannar yrdingar er

P : ,Talan 7 er frumtala.”

0 : ,,Vigdis Finnbogadéttir var einu sinni forseti [slands.”

D@mi um 6sannar yrdingar er

R: ,242=5"

S : ,,Jolin eru haldin { febraar.”
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I rauninni er pad eina sem skiptir méli ad yrdingarnar séu dn nokkurs vafa annad hvort
sannar eda dsannar.

Taka skal sérstaklega fram ad allar yrdingar eru sannar nema par séu 6sannar. Sem demi
um petta md nefna yrdingarnar

T : ,Allir keisarar Islands eru raudheerdir.”

U : ,Ef tunglid er r osti pa er s6lin lika tr osti.”

B4dar pessar yrdingar teljast vera sannar!

Enginn keisari er 4 fslandi svo ad sér i lagi er enginn keisari 4 Islandi raudhardur. Pess
vegna er ekki hegt ad rokstydja ad fullyrdingin 7" sé 6sonn. Pess vegna verdur hun sjdlkrafa
sonn.

Sélin er vissulega ekki tr osti, en tunglid er heldur ekki tr osti og pad hefur aldrei verid ur
osti. I rokfraedinni er vidhorfid pannig ad vid latumst ekki getad vitad hvad myndi gerast
ef tunglid veeri dr osti pvi pad hefur aldrei gerst. Pess vegna er ekki hagt ad rokstydja ad
yrdingin U se 6sonn. Hun verdur pvi sjalfkrafa sonn.

Tokum eitt demi um yrdingu { vidbot.
V : Ef talan 7 er frumtala p4 er Island eyja i Atlantshafi.”

betta er enn eitt demi um sanna yrdingu.

Vissulega er ekkert orsakasamhengi 4 milli pess ad 7 sé frumtala og ad Island sé eyja {
Atlantshafi. Pessi yrding er engu ad sidur sonn.

Hagt er ad skilja petta sem svo ad rokfraedingar latast ekki vita hvort pad sé orsakasamhengi
parna 4 milli. Pad eina sem eir vita er ad 7 er frumtala og ad Island er eyja { Atlantshafi.
beir geta ekki rokstutt ad orsakasamhengid sé ekki til stadar og pvi lata peir eins og svo sé.

Adgerdir a yroingum
Afskaplega 1itid vaeri haegt ad gera med yrdingar ef ekki vari hagt ad framkvama neinar
adgerdir 4 peim. Hér verda taldar upp per helstu.

e Adgerdin —
Latum P vera yrdingu. Med adgerdinni — er haegt ad bua til nyja yrdingu tdknada
med —P sem hljomar svona:

=P : ,,Yrdingin P er 6sonn.”

Hér er listi yfir sannleiksglidi —P:
Yrdinginn —P er sonn ef P er 6sonn.
Yrdingin —P er 6sonn ef P er sonn.

e Adgerdin A
Latum P og Q vera yrOingar. Med adgerdinni A er hegt ad bua til nyja yrdingu
tdknada med P A Q sem hljémar svona:

PAQ:,Yrdingin P er sonn og yrdingin Q er sonn.”

Skodum hvenar P A Q er sonn yrding og hvenar hiin er sonn.
Hér parf ad skoda fjéra moguleika, eftir pvi hvort P og Q eru sannar eda dsannar:
Ef P er sonn yrding og Q er sonn yrding pa er P A Q sénn yrding.
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Ef P er sonn yrding og Q er 6sonn yrding pa er P A Q 6sonn yrding.
Ef P er 6s0nn yrding og Q er sonn yrding pa er P A Q 6sénn yrding.
Ef P er 6sonn yrding og Q er 6sonn yrding pd er P A Q 6s6nn yrding.

e Adgerdin V
Latum P og Q vera yrdingar. Med adgerdinni V er hegt ad bda til nyja yrdingu
tdknada med PV Q sem hljémar svona:

PV Q:,,Yrdingin P er sonn eda yrdingin Q er sénn”

(f rokfraedi er ordid ,,eda” alltaf notad { meiningunni ,,annadhvort eda”.)

Skodum hvenar PV Q er sonn yrding og hvenar hiin er sonn.

Hér parf ad skoda fjéra moguleika, eftir pvi hvort P og Q eru sannar eda dsannar:
Ef P er sonn yrding og Q er sonn yrding pd er PV Q sonn yrding.

Ef P er sonn yrding og Q er 6sonn yrding pa er PV Q sonn yrding.

Ef P er 6s0nn yrding og Q er sonn yrding pd er PV Q sonn yrding.

Ef P er 6sonn yrding og Q er 6sonn yrding pd er PV Q 6s6nn yrding.

e Adgerdin —
Latum P og Q vera yrdingar. Med adgerdinni — er hagt ad bua til nyja yrdingu
tdknada med P — Q sem hljémar svona:

P — Q: EfPersonn yrding pd er Q sonn yrding”

Ad ofan voru tekin tvd demi um svona yrdingu. Vid skulum skoda hvenar P — Q
er sonn yrding og hvenar hin er 6sénn.

Ef P er sonn yrding og Q er sonn yrding pd er P — Q sonn yrding.

Ef P er sonn yrding og Q er 6sonn yrding pa er P — Q 6sonn yrding.

Ef P er 6sonn yrding og Q er sonn yrding pa er P — Q sonn yrding.

Ef P er 6s0nn yrding og Q er 6sénn yrding pa er P — Q sonn yrding.

e Adgerdin <>
Latum P og Q vera yrdingar. Med adgerdinni <+ er hegt ad bua til nyja yrdingu
tdknada med P <> Q sem hljémar svona:

P < Q: ,Personn yrding pa og pvi adeins ad Q er sonn yrding”

Vid skulum skoda hvenar P <+ Q er sonn yrding og hvener hin er 6sénn.
Ef P er sonn yrding og Q er sonn yrding pa er P <+ Q sonn yrding.

Ef P er sonn yrding og Q er 6sonn yrding pd er P <+ Q 6sonn yrding.

Ef P er 6sonn yrding og Q er sonn yrding pa er P <+ Q 6sonn yrding.

Ef P er 6sonn yrding og Q er 6sonn yrding pd er P <+ Q sonn yrding.

z

I stadin fyrir ad telja upp alla moguleikana pa getur verid pagilegt ad setja upp toflu fyrir
sannleiksgildi yrdinga. I svona toflu p4 er talan O notud fyrir 6sanna yrdingu en talan 1
notud fyrir sanna yrdingu. Setjum upp toflu fyrir allar agerdirnar sem hafa verid kynntar {
pessum kafla:

Plo||-P|PrAQ|PVQ|P=Q| PO
110 1 1 1 1
1ol o] o 1 0 0
0|11 1 0 1 1 0
0|0 1 0 0 1 1
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Pad sem stendur vinstra megin vid tvofoldu 16dréttu linuna eru allar mogulegar samsetning-
ar af sannleiksgildum 4 P og Q en ha&gra megin vid tvofoldu 16dréttu linurnar eru afleidingar
af pvi.

Athugum ad alveg eins og { venjulegri algebru pa skiptir 6llu mali { hvada r6d adgerdir eru
framkvamdar. I venjulegri algebru segir reglan ad margfoldun skuli framkvama 4 undan
samlegningu en { rokfradi eru engar svoleidis reglu. Pegar unnid er i rokfradi parf madur
pvi alltaf ad vera duglegur ad nota sviga.

Berum rétt snoggvast saman yrdingarnar (PAQ)V T og PA(QVT).

Yrdinguna (PA Q) VT ma tilka { toludu mali sem
(PANQ)VT: ,Yrdingarnar P og Q eru badar sannar eda yrdingin 7' er sénn”
En yrdinguna P A (QV T) mad tilka { t6ludu méli sem
PA(QVT): ,Personn og 6nnur hvor yrdingin Q eda T er sonn”
Pad ®tti ad vera 6llum ljost ad pessar setningar pyda tvo mismunandi hluti.

Dzemi:

Gerum rad fyrir ad P og Q séu sannar yrdingar og ad R og S séu Osannar yrdingar. Skerid
ur um hvort ad eftirfarandi yrdingar séu sannar eda dsannar:

(@) (PVR)AQ

(b)(P—R)—S

(©)P—(R—S)

dPV((Q+ S)VR)

Lausn:

(@

Yrdingin P er sonn svo ad yrdingin PV R er pad lika.

Yrdingin PV R er s6nn og yrdingin Q sonn svo ad (PV R) A Q er sonn.

(b)

Yrdingin P er sonn en R er 6sonn, pess vegna er yrdingin P — R 6sonn.

P — R er 6sonn og S er 6sonn, pess vegna er yrdingin (P — R) — S sonn.

(c)

Yrdingin R er 6sonn og yrdingin S er pad lika svo R — S er sonn yrding.

P er sonn yrding og R — S er 6sonn svo ad P — (R — S) er 6sonn yrding.

(d)

P er sonn yrding, pess vegna verdur PV L sonn yrding fyrir allar yrdingar L. Sér { lagi gildir
petta ef L = ((Q <> S) VR). bPess vegna er PV ((Q <> S) V R) sonn yrding.

Yrodingar um 6pekkt stok

Oft getur verid hentugt ad setja fram yrdingu um einhverja tolu n dn pess ad pekkja toluna
n fyrirfram. P4 leyfum vid okkur ad setja fram yrdingar um fyrirfram 6pekktar staerdir.
Til demis getum vid sett fram yrdingu p(n):

p(n): ,Nattirulega talan n er frumtala.”
Hér yrdi p(11) sonn yrding en p(12) yrdi pad ekki.
betta er ekki eingdngu haegt fyrir tolur heldur alls konar stok, til demis veri hagt ad setja

fram yrdinguna k(a)
k(a): _Islenska ordid a er nafnord”
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Hér yrdi k(hids) sonn yrding en k(hlaupa) er 6s6nn yrding.
Prepasannanir

Vid latum Nog = NU {0} takna mengi néttirlegra talna auk 0. A pessu mengi gildir eftirfar-
andi frumsenda, sem allir @ttu ad vera sammala um ad sé rétt og nefnist velrodunarregla:

Sérhvert ekki tomt hlutmengi i No hefur minnsta stak.
Af velrodunarreglunni leidir prepunarregla:

Ldtum a € Ny, p(n) vera yrdingu um n € Ny og gerum rdd fyrir ad eftirfarandi skilyroi
gildi:

(1) Yrdingin p(a) er sonn.
(2) Fyrir sérhvert n € Ny sem uppfyllir n > a pd er yrdingin p(n) — p(n+ 1) sonn.
bd er yrdingin p(n) er sonn fyrir 6ll n > a.
Tokum demi um prepasannanir:

Dami:
Synum ad fyrir allar nattdrulegar tolur n gildir

> k= %n(n—f— 1)
k=1

Athugasemd
Rifjum upp ad griski stafurinn stéra sigma sem er notadur hér tdknar summu.

Hérer
n

Y k=142+43+..4n
k=1

Lausn:
Léatum p(n) tdkna yrdinguna

p(n): zn:k: %n(n—kl)
k=1

1. Audvelt er ad syna ad p(1) er sonn.
Ef vid stingum inn{ jofnuna n = 1 fest vinstra megin jafnadarmerkisins

1
k=1
k=1
og hagra megin jafnadarmerkisins stendur
L=t
3 =

SVO

1 1
Zk:§1-(1+1)

k=1

og p(1) er sonn.
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2. Synum nd ad fyrir 61l n € N gildi p(n) — p(n+1).
Vid gerum rad fyrir ad p(n) sé sonn, p.e.a.s. vid gerum rad fyrir ad

Zk—f (n+1)

Vid viljum syna ad p(n+ 1) sé sonn, p.e.a.s. vid viljum syna ad
+
Z =1+ 1)((n+1)+1)

En pad gerum vid svona:

n+1 n 1
> k= (n—l—1)+Zk:(n+1)+§n(n+l)
k=1 k=1

1 1

= Gt D(n+1) = S (1 +2)(n+1)
Par sem annad jaftnadarmerkid fékkst af prepunarforsendunni.
Vid héfum synt ad p(n) hafi { for med sér p(n+1).

Af lidum eitt og tvo sést ad yrdingin p(n) er sonn fyrir 6l n.
Talningarlogmal og !-taknid

Gerum rad fyrir ad einhvers konar val fari fram { n skrefum par sem moguleikarnir { i-ta
skrefi eru k; talsins, pad er ad segja { fyrsta skrefi veljum vid einn af k; moéguleikum, { nesta
skrefi veljum vid einn af k, moguleikum og svo framvegis. P4 er heildarfjoldi mogulegra
6likra dtkoma jafn

ki-ky-...-ky.

bessi setning er jafnan nefnd talningarlogmdlio.

Til ad gloggva sig 4 talningarlogmadlinu getur verid gott ad lita & demi: Madur nokkur
hyggst sn@da 4 veitingahusi par sem { bodi eru prir mismunandi forréttir, fjérir mismunandi
adalréttir og tveir mismunandi eftirréttir. Talningarlogmalid segir pa ad pessi madur getur
valid sér priggja rétta maltid af matsedlinum 4 ndkvamlega 3 -4 -2 = 24 ¢lika vegu.

begar verid er ad velja marga hluti tir sama mengi koma oft fyrir runur af pattum af gerdinni
p-(p—1)-(p—=2)-...-(p—q) fyrir einhverjar néttdrlegar tolur p og g. Til pess ad audvelda
vinnu med slik margfeldi skilgreinum vid fyrir natturlega tolu p sterdina

pl=p-(p—1)-(p—2)-...-2-1
sem kallast p hropmerkt. Til hegdarauka er adgerdin lika skilgreind fyrir O pannig ad
0!'=1.
Imyndum okkur ad vid hfum mengi med p 6lik stok og viljum kanna 4 hve marga vegu
s€ hagt ad rada pessum stokum upp. Fyrsta stakid ma pa velja & p vegu, nesta stak 4 p — 1
veg 0.s.frv. Olikar uppradanir stakanna eru pi p- (p—1)-(p—2)-...-2-1 = p! talsins.

Umradanir og samantektir
Oft er porf 4 ad velja nokkur stok tr sama mengi, segjum ¢ stok Ur p staka menginu A. Slikt

val 4 stokum er kallad g-umrooun Gr A. Fyrsta stakid md velja 4 p vegu, naesta 4 p — 1 veg,
o.s.frv. pangad til komid er ad sidasta stakinu, en pad ma velja 4 p — g+ 1 veg. Samkvamt
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talningarlogmalinu gefur petta ad valid md framkvema d p-(p—1)-...-(p—q+1) =
(pfi!q)! vegu alls. Fjoldi g-umradana 4 p stokum er stundum tdknadur (p), og vid hofum pa
(P)g = (plji!q)!'

Imyndum okkur ni ad r6d stakanna sem vid hofum valid skipti ekki mali og ad vid hofum
adeins dhuga 4 ad vita um hversu margar mismunandi samsetningar staka er ad reda. Ef vid
beitum ofangreindum reikningum p4a erum vid ad oftelja fjolda moguleika. Ef vid gerum
rad fyrir pvi ad buid sé ad velja stokin okkar g pa eru g! moguleikar 4 pvi ad rada peim
upp pannig ad talningarlogmélid gefur okkur ad oftalningin er g!-fold. Par med er fj6ldi

moguleika 4 ad velja g stok af p an tillits til radar (pil)!q!, b.e. %( P)g- semer 1/q! sinnum

fjoldi g-umradana ur p. o

Val af pessu tagi 4 ¢ stokum par sem rodin skiptir ekki méli kallast g-samantekt. Fjoldi
slikra g-samantekta ur p stokum er tdknadur (p ) og kallast tvilioustudull.

Vid getum imyndad okkur ad vid @tlum okkur ad skipa 7 manna handboltalid tr 10 manna
hopi. Ef vid byrjum 4 ad velja p4 sem { 1idinu eru m4 gera pad a <170) = ﬁ vegu, b.e.
fjoldi 7-samantekta dr 10 stokum. AJ pvi loknu parf ad rada 1 mismunandi stodur 1 lidinu.
Pad er hagt ad gera 4 7! vegu. bPegar upp er stadid verdur pvi {fjoldi mismunandi lida jafn

7!(170) =17 (101()7!)!7! = (1&9!7)! = (10)7, p-e. fjoldi moégulegra 7-umradana dr 10 stokum.

Dami:

a)

Ad lokinni skemmtun spyr bilstjori hop manna hvort p4 vanti far. Tiu manns vantar far en
fjogur pléss eru laus, 4 hve marga vegu getur farpegah6purinn ordid ef 61l seti eru fyllt?
(b)

Eftir ad farpegar hafa verid valdir, p4 er enn 6titkljad hver situr { framsatinu. Ef vid tokum
ekki tillit til mismunandi umradana { aftursati, 4 hve marga vegu ma velja farpega { s@tin?
Lausn:

()

Vid getum valid fjora dr 10 manna hépi, en fjoldi slikra samsetinga er

10 10!
(4)-6!4!—7-3-10—210.

Eftir ad farpegar hafa verid valdir, p4 er enn 6utkljad hver situr { framsatinu. Ef vid tdkum
ekki tillit til mismunandi umradana { aftursati, & hve marga vegu ma velja farpega i s&tin?
(b)

Vid getum valid farpegah6p 4 210 vegu sidan ma Ur peim velja farpega { framseti 4 fjora
vegu svo ad vid faum 4 - 210 = 840 moguleika.

Prihyrningur Pascals og tvilidureglan

Latum p og g vera néttdrlegar tolur p.a. 1 < g < p og rifjum upp ad tvilidustudullinn
(’q’ ) = (p_piq!)!q! er jafn fjolda moguleika 4 ad velja g staka hlutmengi Ur p stokum. Latum
nu X vera einhvert p staka mengi og a vera einhvert stak { menginu X. Ef vid nu veljum
q staka hlutmengi dr menginu X ba geta tvo tilfelli komid upp: Annad hvort tilheyrir a
hlutmenginu okkar eda ekki. Ef a er { hlutmenginu p4 purfum vid ad velja g — 1 stak til
vidbotar af peim p — 1 sem eftir eru, en pad ma gera a4 (5 :]l) vegu. Ef hins vegar a er ekki
{ hlutmenginu p4 purfum vid ad velja 61l g stokin fyrir hlutmengid dr peim p — 1 sem eftir

eru, en pad m4 gera 4 (p _1) vegu. Vid hofum pvi synt ad

-0 )
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Ef vid setjum p 1 stad p — 1 { pessari jofnu fast ad (P:;l) = (qfl) + (’q’). A Dpessu formi
mé nota jofnuna til ad setja upp svokalladan Pascal-prihyrning, en hann er upprodun 4
tvilidustudlunum { prihyrning par sem hvert stak er summa nastu tveggja staka i linunni

fyrir ofan:

Hér er p ntimer linunnar sem til skodunar er og g nimer staksins i linunni. Vakin skal
athygli 4 pvi ad prihyrningurinn er samhverfur um midlinuna. Pad @tti ekki ad koma svo
mjog & ovart pvi

S e = 1)

p—q) (p—(pP-9)p-a)! q'(p—9! \q

Ut dr p-tu linu { Pascal-prihyrningnum ma svo lesa studlana { (a+b)P samkvaemt svokall-
adri tvilioureglu:

o(p
(a+b)P =Y ( >ap_qbq.
g=0 \4
Efiog j eru pannig ad i + j = p verdur studullinn vid lidinn a'b) samkvamt pessu (’ij ) =

(i+))!
i

. Ur Pascal-prihyrningnum fium vid pvi ad

(a+b)?* =a®+2ab+ 1,
(a+b)® = a® +3a®b+3ab* + b3,
(a+b)* = a* +4a’b + 6a*b* + 5ab> + b*
og svo framvegis.
Dzemi:

Lidid (x* —1)*.
Lausn: Vid beitum tvilidureglunni. Pa faest:

= (et (3 eeren s (G)ere s (Dec () e

et — 4?41,

Vigrar

Latum Py = (x1,y1) og P» = (x,y) vera tvo punkta { plani
og drogum strik frd P; til P, og gefum pvi stefnu fra P til

P
P;. Petta stefnubundna strik nefnist vigurinn frd P; til P, og / 2
er tdknad med Py P, og 4 mynd teiknum vid hann sem or fra | P PP,
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P, til P>. Talan x, — x| nefnist ldhnit eda x-hnit vigursins og
talan y, — y1 nefnist lodhnit eda y-hnit hans. Radtvenndin
(x2 —x1,y2 —y1) nefnist hnit vigursins. I sumum békum eru hnit vigra adgreind fra hnitum

punkta med pvi ad skrifa pau med annars konar svigum [a,b] eda sem délka {a betta

bl
skiptir litlu méli, pvi 4 samhenginu 4 alltaf ad vera 1j6st hvort radtvennd er hnit punkts eda
hnit vigurs.

Hugsum okkur ni ad vid tokum einhverja adra punkta Pz og Ps. Ef stefnubundna strikid
fra P; til P4 er pannig, ad pegar P3 er hlidrad yfir Py, pé hlidrast P4 i P>, b4 segjum vid ad
P P> og P3P, skilgreini sama vigur. Ef petta gerist pa eru hnit P{ P> pau somu og hnit P3Py.
Vigur er pvi stefnubundid strik sem hefur engan fastan upphafs- eda lokapunkt. Ef hann
er ritadur { planid sem vigur frd einum punkti til annars, pd eru hnit hans pau sému hvar
sem hann er teiknadur. Venja er ad tdkna vigra med feitu letri a, b, ¢.... Nullvigurinn 0 er
vigurinn sem hefur hnitin (0,0).

Sérhver punktur P i planinu skilgreinir vigurinn OP frd upphafspunkti O til P. Hann nefnist
stadarvigur punktsins P. Hnit hans eru pau somu og hnit punktsins P.

Poélhnit vigra

Algengast er ad tdkna vigur med rétthyrndum hnitum (x,y) par
sem x tdknar larétta faerslu og y tdknar 16drétta ferslu sem vig- y v=(x,y)
urinn stendur fyrir eins og lyst er ad ofan.
Stundum er p6 hentugra ad tdkna vigurinn med svokolludum r
polhnitum af gerdinni (r,0)pq). 0
I pélhnitaframsetningu er fyrra hnitid, r, 1atid standa fyrir lengd
vigursins.

Seinna hnitid, 0, er 14tid standa fyrir stefnuhorn vigursins, en
stefnuhorn vigurs er skilgreint sem hornid sem vigurinn myndar midad vid jdkvada hluta
x-assins ef upphafspunktur hans er settur i upphafspunk hnitakerfisins O.

Med audveldri prihyrningafredi sést ad vensl milli rétthyrndu hnita og p6lhnita gefins vig-
urs eru gefin med

0]

r= \/)Cz-i-y2
X =rcos0,

y =rsin®.

Dzemi:

(a) Finnid p6lhnit vigursins (4,3).

(b) Finnid pdlhnit vigursins (—4,3).

(¢) Finnid rétthyrnd hnit fyrir vigur med pélhnit (5,7/3)ps1

Lausn:
(@
Ef vigurinn er teiknadur upp sést ad stefnuhorn hans, 0 er 4 bilinu
[0,7t/2] ef meelt er { bogaeiningum. y
Med einfaldri prihyrningafredi sést ad tan(0) = % svoad 0= 4%
Arctan(3) ~ 0.643501108. 3o ‘
21 !
I !
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Lengd vigursins er r = v/32+42 =5,
Hnit vigursins { pélhnitum eru pess vegna

(5, 0.643501108) 1

(b)

Hér sést 4 mynd ad stefnuhornid (sem er merkt 4 mynd med 6) er

a bilinu [rt/2,m|. y
Hornid sem er merkt med o inn & myndina er audvelt ad finna med 4 1
prihyrningafraedi. Vid hofum tan(a) = % svoad 3 |
o = Arctan(3) = 0.643501108 )

Enpder 0 =7 — o = 2.498091545 |
Lengd vigursins fast sidan med jofnunni 3 11
r = /32442 = 5 Pélhnit hans eru pess vegna !

(5, 2.498091545)

(c)
Mun einfaldara ad skipta ur p6lhnitum { rétthyrnd hnit en 6fugt.
Hér setjum vid einfaldlega inn { jofnurnar

I 5
x=rcos(0) = 5COS(§)5 575

>[5

y = rsin(6) = 5sin(g) =5

Svo rétthyrndu hnitin eru

(5.5V3,
27 2
Vigrareikningur

A mengi vigra { plani getum vid skilgreinum vid adgerdirnar samlagningu og fradratt. Vid
skilgreinum einnig margféldun vigurs vid tolu.

Ldtum a = (ay,az) og b= (b1,by) vera vigra. Ldatum t € R vera rauntélu. Summa og
frdadrattur vigranna eru skilgreind meo

a+b=(a;+bi,ay+b)

a—b= (a1 —bl,az—bz)

Margfoldun vio tolu er sidan skilgreind med
t-a=(tay,tay)

bessar sterdir eiga sér rimfradilegar tilkanir.
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Summu tveggja vigranna a og b ma tilka ramfredilega sem vigurinn sem n&r fra upp-
hafspunkti vigursins a til endapunkts vigursins b eftir ad upphafspunktur b hefur verid
stadsettur { endapunkti a

Vigurinn a —b ma tdlka rimfredilega sem vigurinn sem nar fra upphafspunkti a til upp-
hafspunkts b ef peir eru stadsettir pannig ad peir hafi sama lokapunkt.

Vigurinn ta ma tilka ramfredilega sem vigurinn sem hefur sému stefnu og vigurinn a en
er t-sinnum lengri.

Nokkrar reiknireglur gilda um vigra sem eru sannadar med pvi ad beita tilsvarandi reikni-
reglur fyrir rauntdlur:

Ldtum a,b og ¢ vera vigra og t,s € R vera rauntolur. Pd gildir:

(a+b)+c=a+(b+c) (tengiregla samlagningar),

(st)a = s(ta) (tengiregla margfoldunar),
a+b=b+a (vixlregla samlagningar),
t(a+b)=ta+rb (dreifiregla),
(s+r)a=sa+ra (dreifiregla),
at+0=a (0 er samlagningarhlutleysa),
la=a (1 er margfoldunarhlutleysa).

Dami:

Reiknid (1,2) +5(-2,5).

Lausn:

Vid byrjum 4 ad margfalda og leggjum sidan saman hnit fyrir hnit:
(1,2) +5(-2,5) = (1,2) + (—10,25) = (—9,27).
Innfeldi vigra og horn
Innfeldi vigra er adgerd 4 vigrum sem uthlutar tveimur vigrum a = (ay,a;) og b = (b1,b3)
rauntdlunni sem er gefin med formuilunni
a-b=ab)+axb;

Horn milli vigranna a og b er skilgreint pannig ad peim er hlidrad { sameiginlegan upphafs-
punkt og 1t frd hvorum fyrir sig er 6endanleg héilflina dregin. Hornid milli hédlflinanna er
skilgreint sem hornid milli a og b.

Lengd vigursins a er svo eins og fyrr var sagt gefin med formilunni

la] = \/ai +a3

Vid fyrstu syn er ekki augljést ad innfeldi vigra hafi einhverja rimfraedilega tilkun. I 1j6s
kemur p6 ad innfeldid er mjog natengt lengd vigranna og horninu 4 milli peirra. I pessum
kafla verdur fjallad um pessi tengsl.

Byrjum & pvi ad setja fram prjar einfaldar reglur:
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1. |a*=a-a
2. [a+b|>=a]*+|b|*>+2a-b
3. la—bJ|®>=a]*+|b|>*—2a-b
Sonnum per:
1. |a]2:(m)zza%—f—a%:alal—l—azaz:a'a

2. |a—|—b|2 = |(a1 +b1,a2+b2)|2 = (al +b1)2+ (az-l—bz)z
= a? + b3 +2a1b) + a3 + b3 + 2axby = |a|* + |b|? +2(a1by +azh)
=|a|>+|b>+2a-b

3. |a—b|2 = |(a1 —bl,az—b2)|2 = (a1 —b1)2+(a2—b2)2

= a2 +b? —2a1by + a3 + b3 —2axby = |a|*> + |b|? —2(a1by +arh»)
= |a|*+|b]>—2a-b

Skodum nu adeins betur jofnuna { reglu prju hér ad ofan. Ef innfeldid a-b er einangrad
utdr pessari jofnu faest jafnan

1
a-b= §(|a!2+ [b” —Ja—b|?)

Hegra meginn jafnadarmerkis { pessari jofnu koma einungis fram lengdir 4 vigrum og 1j6st
er ad par breytast ekki pé svo ad vid sndum eda hlidrum hnitakerfinu. Pvi sjdum vid ad
eftirfarandi regla gildir:

Innfeldi tveggja vigra er obreytt pé svo ad hnitakerfinu sé sniio i kringum pd.

Med bessa reglu sér til hjélpar er audvelt ad sanna adalreglu pessa kafla. En hin segir
einfaldlega

Ldtum © vera hornid d milli vigranna a og b.
ba gildir:

a-b = |a||b|cos(0)

Sonnum petta:

Ldtum a og b vera vigra og © vera hornio
d milli peirra. Eftir ad hnitakerfinu hefur verio hliorad
og sniiid i kringum pd md gera rdo fyrir ad vigurinn
a sé samstefna x-dsnum. Pd verdur © stefnuhorn
vigursins b og hnit peirra verda pd gefin med

b = (|b|cos®, |b|sin6)

X

a=(la,0) og  b=(|b[cos(6),|b[sin(6))
En pd er innfeldi vigranna
a-b = |a||b|cos(0)

Sértilvik af pessari reglu er oft notad { sterdfradi, pad er sértilvikid pegar vigrarnir a og b
eru hornréttir hvor 4 annan. Pekkt er ad késinus af réttu horni er nidll og pess vegna getum
vid sett fram eftirfarandi aukasetningu:
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Vigrar eru hornréttir pd og pvi adeins ad innfeldi peirra sé null.

Dzemi:

a) Reiknid innfeldi vigranna (1,1) og (2,1)?

b) Reiknid (1,2)- ((—2,1) — (12,0)).

Lausn:

()

Vid reiknum (1,1)-(2,1)=2-1+1-1=2+1=3.
(b)

Reiknum:

(1,2)-((=2,1) = (12,0)) = (1,2) - (=14, 1) = 1- (=14) +2- 1 = —12

Dzemi

Finnid kosinusinn af horninu 6 milli (1,2) og (2,1).

Lausn:

Vid notum jéfnuna (1,2)-(2,1) = [(1,2)]|(2,1)|cos(0) og med pvi ad einangra faum vid

(1,2)-(2,1)  2+2 4
(L2, D] V5-v5 5

cos(0) =

Prihyrnings6jafnan

Audséd er ad { prihyrningi er sérhver hlidarlengd minni en eda jofn summu hinna tveggja.
Ein pekktasta 6jafna sterdfredinnar er prihyrningséjafnan, en hin lysir pessari stadreynd {
buiningi vigra:

Ldtum a og b vera vigra.
Pad gildir:

1. |a+b| < |a|+ |b| (prihyrningsdjafnan)
2. [la] = [b[] < a—Db]
Sonnum petta.

1. Pad er pekkt stadreynd ad |cos(0)] < 1.
Med adstoo reglunnar ad ofan faum vio pess vegna:

a-b = [a[[b[cos(8) < [a][b|
Af pessu feest svo:
la+b|> = |a]” + [b* +2a-b < [al* +[b|* +2Ja||b| = (Ja| + |b|)*
Nii eru bddar steerdirnar |a+b| og (|a| + |b|) jakvedar svo ad

|a+b[ <a| +[b]
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2. Med pvi ad nota lidinn d undan feest
la| = Ja+b—b|=[(a—b)+b[ <|a—b[+b|
Sfeerum yfir jafnadarmerkio og faum

la| —[b[ <fa=b] (%)

A sama hdtt feest
b| —|a] < |b—a|

En si jafna jafngidlir
—(la[—[b[) < |a—b|

Nii feest af (%) og (**) ad

(%)

|la] =[b][ < a—bl

Vigrar og hornafoll

Latum 6 vera eitthvad horn og skodum vigurinn
eg = (cos(0),sin(0))

Pekkt hornafallaregla segir ad cos?(0) + sin(8) = 1 fyrir
01l 0 og pess vegna er audvelt ad finna lengd eg

leg| = \/0052(9) +sin?(0) =V1=1

Skv. skilgreiningu 4 hornafollunum sést lika ad stefnu-
horn vigursins eg er 0 (sja mynd.)

IA

sin(0)

eg = (cos(0),sin(0))

|

|

|

|

!

!

|

|

|
&
\ g

0

cos(B) 1

besar upplysingar munum vid notfera okkur til ad sanna summureglur fyrir hornaféllin:

Fyrir oll o, € R gildir:
1. cos(a—B) = cos(a) cos(B) + sin(a) sin(P
2. cos(oi+B) = cos(a)cos

s(B

3. sin(o—B) = sin(a) cos(P) (o) sin(
= sin(a) cos(B) 4 cos(a) sin(

)
4. sin(a+P)
Sonnum petta:

1. Skooum vigranna

ey = (cos(a),sin(a))

eg = (cos(P),sin(B))

Annar hefur stefnuhorn o en hinn B svo hornid d milli peirra er |o.— B|.
Samkveemt reglu ad ofan feest pess vegna

0g

eq - eg = [eq]|eg| cos(|o— Bf)

Nii vitum vio ad lengdir peirra er einn og innfeldio reiknum vio it frd hnitunum.
Vio faum:

cos(a) cos(B) + sin(a) sin(P) = cos(|a—B|)
Nii er kosinus jafnsteett fall svo ad af pessu feest

cos(o — ) = cos(a) cos(PB) + sin(at) sin([3)
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2. Stingum — inn fyrir B i regluna i lionum d undan til pess ad fd
cos(o+B) = cos(at) cos(—P) + sin(a) sin(—B)
Nii er kosinus jafnsteett fall og sinus er oddsteett fall svo ad

cos(o.+B) = cos(a) cos(P) — sin(oa) sin(P)

3. I kaflanum um hornaféll voru settar fram reglurnar

sin(x) = cos(g —X) 0g cos(x) = sin(g —X)

Vio munum nota pessa reglu i tvigang og vio munum einnig nota lidinn d undan:

sin(a.— B) = cos(7 — (et~ B)) = cos((5 — ) +B)

= cos(g —o)cos(B) — sin(g —o)sin(P) = sin(a) cos(P) — cos(a) sin(P)
4. Stingum inn —B i stadin fyrir B i regluna d undan
sin(o.+ B) = sin(a)cos(—f) — cos(a) sin(—P)
Nii er kosinus jafnsteett fall og sinus oddsteett fall svo ad
sin(at+ B) = sin(a) cos(PB) + cos(a) sin(P)

Nu er mjog audvelt ad sanna reglurnar um tvofold og hélf horn:
Fyrir oll x € R gildir

1. cos(2x) = cos?(x) — sin®(x) = 2cos?(x) — 1 = 1 — sin®(x)

2. sin(2x) = 2sin(x)cos(x)

1 X
3. cos(x/2) =+ +C§S( )

. _ 1—cos(x)
4. sin(x/2) =+ T
Sonnum petta:
1. Stingum inn 0. = x og B = x { li0 tvo i reglunni d undan og faum
cos(2x) = cos(x) cos(x) — sin(x) sin(x) = cos>(x) — sin?(x)

Nii notum vid pekktu regluna cos®(x) + sin®(x) = 1.
Af henni feest annarsvegar:

cos(2x) = cos?(x) — sin?(x) = (1 —sin?(x)) — sin®(x) = 1 — 2sin*(x)
og hinsvegar:
cos(2x) = cos(x) — sin?(x) = cos>(x) — (1 — cos>(x)) = 2cos*(x) — 1
2. Stingum inn o0 = x og B = x i lid fjogur i reglunni d undan og faum

sin(2x) = sin(x) cos(x) + cos(x) sin(x) = 2sin(x) cos(x)
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3. Skiptum it x fyrir x/2 i reglunni
cos(2x) = 2cos?(x) — 1

og fdaum
cos(x) = 2cos?(x/2) — 1

einangrum cos(x/2) og faum

cos(x)+1

cos(x/2) =+ 5

4. Skiptum it x fyrir x/2 i reglunni

sin(2x) = 1 — 2sin®(x)

og faum
sin(x) = 1 —2sin?(x/2)
einangrum sin(x/2) og fdum

sin(x) — 1

sin(x/2) = + >

Myndir og bakmyndir

Latum f: X — Y vera einhverja vorpun.
Rifjum upp ad mengid X kallast formengi vorpunarinnar og ad mengid Y kallast bakmengi
hennar.

Latum nu A vera eitthvad hlutmengi { X, og B vera eitthvad hlutmengi{Y.
ba getum vid skilgreint mengin:

fA):=UJ{f(@)} ={f(a); ac A}

acA

0g
f71(B):=={xeX; f(x) B}

Mengid f~! (B) er i raun mengi allra peirra staka sem vapast i mengid B.
Athugum ad fyrir 611 hlutmengi A oog B mun gilda:

fA)cy oz  fB)cx

Ataxkar og eintaekar varpanir
Latum f: X — Y afram vera einhverja vorpun.

Latum nu yg € Y vera eitthvad stak 1 bakmenginu. Oft er getur verid gagnlegt ad vita hvort
hagt sé ad finna einhverja lausn 4 jofnunni

f(x) =0

p.e.a.s. hvort haegt sé ad finna eitthvad xop € X p.a. f(xo) = yo.
Ef ad pessi jafna hefur lausn fyrir sérhvert yg € Y pa segjum vid ad vorpunin sé drek.
Formlega:
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Vorpun f: X — Y er sogod vera dteek ef fyrir sérhvert y € Y er til x € X pannig ad

fx)=y.

Skodum nu aftur j6fnuna

f(x) =0
Oft getur verid gagnlegt ad vita hvort pessi jatna hafi margar lausnir. Stundum getur pad
nefnilega verid til vandraeda ef til eru tvo 6lik stok x; og x» 1 X p.a. f(x1) = f(x2) = yo.
Vid segjum ad vorpunin sé eintewk ef ad pessi jafna hefur 1 mesta legi eina lausn fyrir
sérhvert yp € Y.
Formlega:

Vorpun f: X — Y er sog0 vera einteek ef fyrir sérhvert y € Y er til i mesta lagi eitt x € X
pannig ad f(x) =y.

Skodum nu jéfnuna einu sinni enn
f(x)=yo

Ef ad pessi jafna hefur ndkvemlega eina lausn fyrir sérhvert yg € Y pé segjum vid ad vorp-
unin sé gagntek. Tokum eftir ad pad gerist bara ef vorpunin er ba&di eintekt og atekt:

Vorpun f: X — Y er s0gd vera gagnteek ef hiin er beedi eintek og dteek.

Skodum pessi hugtok adeins betur i mengjafredilegum skilningi.

Ldatum f: X — Y vera vorpun.
Skilgreinum mengid f~'({y}) med:

FHD ={xeX; fx) =y}

Vérpunin f er sogd vera dtwk ef ad mengid f~'({y}) inniheldur a.m.k. eitt stak fyrir 1l
yeY.
Vorpunin f er sogd vera einteek ef ad mengid f~'({y}) inniheldur i mesta lagi eitt stak
fyrirollyeY.
Vérpunin f er sogd vera gagntek ef ad mengid f~'({y}) inniheldur ndkvemlega eitt stak
fyrirollyey.

Nu er melt med pvi ad nemendur rifji upp skilgreininguna a andhverfu vorpunnar.
Andhverfa vorpunnar f var i vissum skilningi ,,fallid sem gerir akkurat 6fugt vid pad sem
f gerir”.

Med mengjafredilegu skilgreininguna & gagntaku falli er hagt ad setja fram nyja skilgrein-
ingu 4 andhverfu vorpunnar

Efvorpun f: X — Y er gagnteek pd skilgreinum vid andhverfu hennar f~': Y — X d

eftirfarandi hdtt:
Fyrir sérhvert y € Y ldtum vid f~'(y) vera otvireett dkvardada stakid i menginu f~'({y}).
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Dami:

Skerid ur um hvort eftirfarandi {61l séu eintek atek eda gagntek.
@f:R=-R  flx)=x

b)g: Ry >R flx) =

©h:R-R,  f(x)=x

@k: Ry =R, fx)=x°

Lausn:

(@)

Jafnan x? = —1 hefur enga lausn f rauntélunum. Pess vegna er f ekki ateekt.

Jafnan x> = 1 hefur tvaer lausnir x = 1 og x = —1 pess vegna er f ekki eintakt.

Sér 1 lagi er f ekki gagntakt.

(b)

Jafnan x> = —1 hefur enga lausn { rauntolunum. Pess vegna er g ekki dtzkt.

Jafnan x> = a hefur enga lausn ef a er ekki jakvztt en { mesta lagi eina jakvada lausn ef a

er jakvett. Fallid g er pess vegna eintakt.

Fallid g er ekki gagntekt.

(c)

Fyrir sérhvert jakvaett a € R b hefur jafnan x> = a lausn, fallid & er pess vegna 4taekt.
Jafnan x> = 1 hefur tvar lausnir, nefnilega x = 1 og x = —1. Pess vegna er fallid & ekki
eintekt.

Fallid h er ekki gagntekt.

(d) )

Fyrir sérhvert jakveett a € R b4 hefur jafnan x
k er pess vegna gagntekt.

Sér 1 lagi er pad atekt og eintekt.
Samskeyting varpanna

= a ndkvemlega eina jdkvada lausn. Fallid

I pessum kafla kynnum vid til sogunnar nyja adgerd 4 mengi varpanna. Nefnilega sam-
skeytingu peirra.
Skilgreiningin telst frekar audveld

Lditum f: X — Y og g: Y — Z vera varpanir.
Vio skilgreinum pd vorpun go f : X — Z meo:

gof(x)=g(f(x)) frirollx e X

Tokum eftir ad bakmengi f og formengi g parf ad vera pad sama. Annars myndi pessi
skilgreining ekki virka.

Skodum til demis vOrpunina k sem varpar {slenskum ordum i fyrsta bokstaf sinn og fallid
f:R — R gefid med f(x) = x°.

Hér myndi hvorki fog né go f vera skilgreint af augljésum astedum.

Vid getum nu sett fram skilgreininguna 4 andhverfu falls enn einu sinni med adstod sam-
skeytingu varpanna.

Ldatum f: X — Y vera vorpun. Vorpun g : Y — X kallast andhverfa vorpunarinnar f ef
ao:

gof(x)y=x  fyriroll xeX
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08
fogly)=y Sfyrir oll yeyY
Andhverfa f er taknud med = ef hiin er til.

Dzemi:

Litum f : R — R vera gefid med f(x) = x> +x

og g: R — R vera gefid med g(x) =x+3

Finnid fogoggo f

Lausn:

foglx)=f(g(x)) = f(x+3)=(x+3)?+(x+3)=x2+6x+9+x+3=x>+Tx+ 12
og

go f(x) =g(f(x)) = g(x* +x) = (*® +x) +3 =" +x+3

Markgildi falls

Adur en ad vid skilgreinum markgildi falls formlega skulum vid taka demi til ad dtskyra
hver hugmyndin er.

Skilgreinum fall:
sin(x)

g R\{0} =R g(x)=

Tokum eftir ad vid latum fallid g ekki vera skilgreint 1 punktinum x = 0 pvi ad annars veri
deilt med nulli.

bad getur hinsvegar verid dhugavert ad skoda hvernig fallid hagar sér ndlaegt punktinum
x=0.

Teiknum mynd af fallinu g: y

Vid notum vasareikninn okkar til ad reikna nokkur gildi /F**\'\. g(x) = sin(x)

4 g og merkjum innd hnitakerfid punktana (x, g(x)).
Athugum ad fallid er jafnsteett svo ad g(—x) = g(x) fyrir 0.5+
oll x.

X

—1) =g(1) =~ 0,841470984 ~1 —05 0.5 1
(

Takid sérstaklega eftir pvi ad fallid virdist ekki fara upp eda nidur i 6endanleikann pegar
vid ndlgumst gildid x = 0.
Ollu heldur b4 virdist fallid stefna 4 gildid 1!
Til stadfestingar skulum vid reikna ut eitt gildi 4 g 1 vidbot sem er mjog néalegt nulli:
2(0,001) =~ 0,9999833
Vid hofum séd ad ef xg er tala sem er mjog nalegt nulli pa verdur fallgildid g(xp) mjog
nalaegt pvi ad verda 1.
Munum ad fallid g er ekki skilgreint { nilli, hins vegar h6fum vid sér ordalag fyrir svona
tilvik.
Vid segjum ad markgildi fallsins g 1 nulli sé einn.
Einnig ma segja ad g(x) stefni 4 einn pegar x stefnir 4 null.
A taknmdli er skrifad

limg(x) =1

x—0
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betta er hagt ad gera almennt.
Latum nt I C R vera eitthvad bili R og a € 1.
Latum f: I\ {a} — R vera eitthvad fall og b € R vera tolu.
Vid segjum ad markgildi fallsins f { punktinum x = a sé b ef ad fyrir allar tolur xo sem eru
ndlegt tolunni a pa er talan f(xp) ndlegt télunni b.
ba skrifum vid
lim f(x) =b

xX—a

Sumum pykir formlega skilgreiningin & markgildi heldur pung. Nemendur eru hvattir til ad
hugsa um hana { délitla stund og reyna ad atta sig 4 pvi hvad hin pydir, medal annars med
pvi ad bera hana saman vid utskyringuna hér ad framan:

G.rf. a0l CRsé bil iR og ad a € I sé punktur d bilinu sem er hvorugur endapunktur pess.
G.r.fo ad f: I\{a} = R sé fall og ad b € R sé tala.
Vio segjum ad markgildi fallsins f [ punktinum a sé b og ritum
lim f(x) =b
ef ad eftirfarandi gildir:
Fyrir sérhvert € > 0 er til & > 0 pannig ad ef

|x—al < 3§
pd er
[f(x) —b| <e

[ pessari skilgreiningu ma fmynda sér ad € og 8 séu rosalega litlar tolur.

Ojafnan |x —a| < & pydir b4 ad x sé rosalega nalegt pvi ad vera a og 6jafnan |f(x) —b| < €
pydir ad f(x) er rosalega ndlegt pvi ad vera b.

Til ad reyna skyra hugtakid betur munum vid taka demi.

Daemi:
(a)
Litum f: R — R vera gefid med f(x) = x og latum € = 0,01.
Finnid § p.a. ef [x— 1| < d pder |f(x) —1]| <0,01.
(b)
Latum g : R — R vera gefid med g(x) = x? og ldtum € = 0,01.
Finnid d p.a. ef |x —2| < d pder |g(x) —4| < 0,01.
(c)
Léatum A : R — R vera gefid med h(x) = /x og litum € = 0,01.
Finnid  p.a. ef [x —2| < d pder |h(x) —4| < 0,01.
Lausn:
()
Vid veljum 6 = 0,01.
Latum ni x vera einhverja t6lu p.a. [x— 1| < 0,01.
ba fast
|f(x)—1]=]x—1|<0,01
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svo slikt 8 dugar.

(b)

Latum 6 = 0,001.

Léatum x vera einhverja t6lu p.a. |x — 2| < 0,001.
Athugum ad pa fest med prihyrningsdjofnu ad
x+2|=|(x—2)+4] <|x—2|+|4| < 0,001 +4 =4,001
Pess vegna fast:

g(x) —4] = |* =4 = |(x+2)(x = 2)| = |y +2| - [x~2|
< 4,001-0,001 = 0,004001 < 0,01

(c)
Latum 6 = 0,01
Latum x vera einhverja tolu p.a. |x —4| < 0,01.

Pa faest:

Vx=2|lvx+2| _ |x—4] _ [x—4] _0,01
hix)=2|=|vx—2|= = < < <0,01
) =2 = Wi =2 = R = e < P s S

Athugasemd:

Hér notadi hofundur enga sérstaka adferd til ad velja 8. I raun dugar ad velja pad bara
andskoti négu litid og syna svo ad pad dugi.

Daemi
Litum f: R\{1} =R  f(x)=x.
Synid ad
lim f(x) =1
x—1
Lausn: y

betta verdur nanast augljost ef fallid er teiknad upp eins
og 4 mynd til hlidar. Hér setjum vid litinn hring { punkt- | 5 |
inn (1, 1) pvi ad vid létum fallid ekki vera skilgreint par.

En 1j6st er ad ferillinn stefnir 4 punktinn (1, 1) frd badum 14
attum.
0.5+
b6 svo ad pad virdist augljést ad markgildid sé einn pa
er mikilvaegt ad geta synt fram 4 pad utfra formlegri skil- # # # o X
greiningu. 05 1 15 2

Mikilvagt er ad geta skilid einfoldu demin 4dur en kafad
er dypra i fredina og reynt er ad gera eitthvad floknara.

Latum € > 0 vera einhverja gefna tolu.

Til pess ad syna ad markgildid sé einn purfum vid ad syna ad til sé & > 0 sem vid getum
fundid 1t fra tolunni € p.a. ef |[x — 1| < dpder |f(x) — 1| <e.

I petta skipti er pad audvelt. Vid einfaldlega veljum & = €.

bvi pa feest fyrir 6ll x p.a. [x— 1] <d=¢€ad

f(x)—1]=|x—1|<8=¢

sem er pad sem syna atti.
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Daemi

Litum f: R\ {4} - R fx) =+/x.
Synid ad

Lausn:

Aftur er ndnast augljost hvert markgildid er. Ef ferill
fallsins f er teiknadu upp sést greinilega ad hann stefnit
4 punktinn (4,2). b.e.a.s. pad sést ad markgildi fallsins
er tveir.

Vid skulum syna petta formlega.

Latum € > 0 vera einhverja gefna tolu.

Syna parf ad til sé & > 0 pannig ad |x — 4| < J hafi { for
med sér ad |\/x—2| <e.

Latum 8 =2-¢.

P4 feest ef ad [x — 4| < & ad

709 -2/ = a2 = A2 E B

x—4] &

Sem er pad sem syna Atti.

Fleiri gerdir af markgildum

Skodum nu nytt fall
r: R\{1} - R r(x) =

Teiknum mynd af fallinu til ad sja hvernig pad hagar sér
i grennd vid punktinn x = 1.

£(0,5)=f(1,25)=4

Vid sjdum ad fallid r(x) stefnir hratt upp i éendanleikann
pegar x stefnir 4 einn.

bess vegna segjum vid ad markgildi fallsins r { einum sé
6endanlegt og skrifum

lim r(x) = oo
x—1

Formlega skilgreiningin er:

WVx+2] Va2 T

1
—17

400

300

200

100

<

3=

0.5

1.5

G.rf. a0l CRsébiliR og ad a € I sé punktur d bilinu sem er hvorugur endapunktur pess.
G.rf ad f: I\{a} — R sé fall.

Vio segjum ad markgildi fallsins f i punktinum a sé éendanlegt og ritum

lim £ (x) = oo

ef ao eftirfarandi gildir:
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Fyrir sérhvert N > 0 er til § > 0 pannig ad ef
|x—al <d
pd er
flx) >N

Nu getum vid lika hugsad okkur fall sem hefur markgildid minus 6endanlegt. Skilgrein-
ingin er mjog svipud og su sem er hér 4 undan. Nemendur eru hvattir til ad reyna lata sér
detta { hug hvernig hun litur qt.
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Skodum nytt fall
p:R=>R  pkx)=

betta fall er skilgreint & 6llu R.

Stundum getur verid gagnlegt ad skoda hvad gerist pegar
vid fallid { 6endanleikanum.

Vid skulum skoda p(x) fyrir stor gildi 4 x:

p(5) ~0,038461538
p(10) ~ 0,009900990099
p(50) ~ 0,000399840064
p(100) ~ 0,000099990001

Vid sjdum ad fallid p stefnir 4 nadll pegar x stefnir 4 6end-
anleikann.
bess vegna skrifum vid

lim p(x) =0

X—oo

Formlega er petta skilgreint:

G.r.f. ad I C R sé bil i R sem er otakmarkad ad ofan.
G.rf.ad f: I —Rséfall og ad b € R sé tala.
Vio segjum ad markgildi fallsins f i oendanleikanum sé b og ritum

lim f(x) =b

X—oo

ef ao eftirfarandi gildir:

Fyrir sérhvert € > 0 er til N > 0 pannig ad ef

x>N
pd er

[f(x)—b| <e

0.5

0.1

10

15

Skilgreiningin fyrir markgildi { minus 6endanlegu er mjog svipud. Nemendur eru hvattir

til ad reyna ad lata sér detta { hug hvernig hun litur ut.
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Skodum eitt fall ad lokum.

1
qg: R\{-1} =R q(X)—x+1
Teiknum upp mynd til ad sja hvernig petta fall litur 1t
nalegt punktinun x = —1. y
50 ¢
Q(_075):2 Q(_175):_2
q(—0,9) =10 g(—1,1)=-10
q(—0,99) = 100 g(—1,01) =—100 20

Hér sjaum vid ad fallid g stefnir annad hvort 4 éendan-
legt eda minus éendanlegt, eftir pvi hvoru megin frd vid
nalgumst pad.

Vid segjum ad markgildi fallsins ¢ frd haegri 1 punktinum
—1 sé 6endanlegt en ad markgildi fallsins ¢ fra vinstri {
punktinum —1 sé minus 6endanlegt og vid skrifum:

lim g(x) =o0 lim g(x) = —oo
x——1* x——1-

Formlega skilgreiningin 4 pvi ad markgildi frd hagri sé 6endanlegt er svohljédandi:
G.rf. a0l CR sé bil iR og ad a € I sé vinstri endapunktur pess.
G.rf ad f: I\{a} — R séfall.

Vio segjum ad markgildi fallsins f frd heegri { punktinum a sé éendanlegt og ritum

lim f(x) = oo
x—at

ef ad eftirfarandi gildir:
Fyrir sérhvert N > 0 er til § > 0 pannig ad ef

O0<x—a<?d
pd er
f(x)>N

Skilgreiningin 4 markgildi frd vinstri er mjog svipud. Nemendur eru hvattir til ad reyna lata
sér detta 1 hug hvernig htn litur ut.

Nu skulum vid taka saman { lokin helstu gerdir af markgildum:

1) %gr}lf(x) markgildid af f(x) pegar x stefnir d a

2) xgr% f(x) markgildio af f(x) pegar x stefnir d a frd hegri

3) x@}i f(x) markgildio af f(x) pegar x stefnir d a frd vinstri

4) xl—i>r—|1:loo f(x)  markgildio af f(x) pegar x stefnir d plis éendanlegt

5) xgrzlw f(x) markgildio af f(x) pegar x stefnir d minus éendanlegt
Dami:

Finnid eftirfarandi markgild:
(Hér skulum vid lata rokstudning duga { stadin fyrir ad nota formlegu skilgreiningarnar.)

(a)
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(sin(x))2

X

limy oo
(b)
limy—0 iy
(0

. 1
lim "

—27 cos(x)

Lausn:

(@

Audvelt er ad sja ad fallid ;IC stefnir 4 null pegar x stefnir 4 6endanlegt.

Pekkt er ad |sin(x)| < 1 fyrir 61l x og pvi fast ad 0 < (sin(x))? < 1 fyrir 61l x.
Pegar x er stért er pvi 1 ndlegt nilli og (sin(x))? er 4 milli nill og einn.
En pé er audvelt ad sja ad

(sin(x))> _ o1
o = (sin(x)7
er nalegt nulli svo ad markgildid er null.
Vid skrifum: . )
fim SE)”
X—ro0 X

(b)

Pegar x stefnir 4 einn pd stefnir (2* — 1)? 4 niill svo ad e stefnir annadhvort 4 plds eda

P 1)
minus 6éendanlegt. Parsem o 1 = (2)(1,1 )2 er steda 1 60ru veldi pa er hun alltaf jakvaed.

Hun hlytur pvi ad stefna 4 plis 6endanlegt, vid skrifum

1
Im—— =
01 (25— 1)2

(©)
Pegar x stefnir 4 t/2 b4 stefnir cos(x) 4 ndll svo ( ) stefnlr a plds eda minus Gendanlegt.

Pekkt er ad cos(x) er jakvett ef 0 < x < /2. Stzeéan COS(

bili og pess vegna stefnir hiin 4 plis 6endanlegt ef ad nalgast er /2 fra vinstri.
Vid skrifum

er pess vegna jakvaed 4 sama

1

lim
P cos(x)

Reikniadgerdir 4 markgildum

begar markgildi eru reiknud gilda reiknireglur sem @ttu ekki ad koma 4 dvart.

Gerum rdd fyrir ad f og g séu fill og ad ¢ € RU{—o0 o0},
Gerum rdo fyrir a0 bedi markgildin

lim f(x) 0g lim g(x)

X—C X—C

séu skilgreind og ad hvorugt peirra sé jafnt pliis eda minus oendanlegu.
Gerum rdo fyrir ad k € R sé fasti.
ba gildir:

1. limeck =k
2. limye(kf(x)) = k(limee f(x))

3. limyee(f(x) +8(x)) = limyee f(x) 4 limye g (x)
4. limyso(f(x) — g(x)) = limye f(x) — limec g(x)

103



5. limyse (£(x) - g(x)) = (limse £(x)) - (limeseg(%))
Ef a0 limy_,. g(x) # 0 pd gildir lika
: S _ limy e f(x)

6. timee (55) = Tty
Tokum sérstaklega eftir pvi ad { reglunni er tekid fram ad markgildid megi ekki vera plis
eda minus 6endanlegt. Pad er af pvi ad 6endanlegt er ekki tala og pad er ekki til nein skyn-
samleg leid til ad tilka stardir eins og oo — oo,
Vid skulum sanna pessa reglu:

Vid skulum bara sanna tilfellid pegar ¢ € R, en ekki tilfellin ¢ = o eda ¢ = —oo. Pad er gert
4 mjog svipadan hatt.

Ldtum lim,_,. f(x) = a og limy_,.g(x) = b

1. Ldtum € > 0 vera gefio.
Syna parf ad til s¢ & > 0 p.a. ef |[x—c| <O pder |k—k| <e.
En petta eru algjorlega dtengdir hlutir. |k — k| = 0 < € sama hvad x eda d er.
Vio megum pvi velja hvada & sem vio viljum og fullyrdingin er sjdlfkrafa rétt.

2. Syna parf ad lim,_,.(kf(x)) = ka.
Athugum ad ef k =0 pd er kf (x) = 0 og eftir stendur lim,_,.0 = 0.
Pad var einmitt synt i lid eitt svo vid getum gert rdd fyrir ad k # 0.
Ldtum € > 0 vera gefio.
Finna parfd > 0 p.a. ef |x —c| < d pd er |kf(x) —ka| < €.

bar sem limy_,. f(x) = a pd vitum vid ad til er & pannig ad ef |x —c| < 8¢ pd er

70)—al < &
Setjum & = Oy og pd feest:
Ef |x—c| < 9 pd:

ke (x) — ka| = k]| £(x) —a] < rk\|,i| —¢

sem er einmitt pad sem syna purfti.

3. Syna parf ad limy_,.(f(x) +g(x)) =a+b.
Ldtum € > 0 vera gefio.
Finna parf 8 pannig ad ef |x —c| < d pd er
[(f(x) +g(x)) —(a+b)| <

bar sem limy_,. f(x) = a pd vitum vio a0 til er &) pannig ad ef |x —c| < 81 pd er

|[f(x) —a| <35.
bar sem limy_,.g(x) = b pd vitum vid ad til er &, pannig ad ef |x —c| < &, pd er
|g(x) = b < 5.

Ldtum nii § vera minni téluna af 81 og 8, med 6drum ordum setjum & = min{d1, 5, }.
bd feest ad ef |x —c| < 3 pd er sérilagi |x —c| < 81 og |x —c| < &, og pvi feest

(F(0) +8(0) — (a+)| = |(F() )+ (8() )] < |7 (x) ~al +]g(0) ~b| < =+ £ =
Vio hofum synt ao
lim(f(x) +g(x)) =a+b

X—C
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4. Hér parf ekkert ad gera nema nota lidi tvo og prju nefnilega:

lim(/(x) — g(x)) = Hm(F() + (~1) () = lim £(x) + lim((~1)g(x))

X—>¢ X—¢
= lim f(x) —limg(x) =a—b

5. Synum fyrst ad
lim((f(x) —a)(g(x) =b)) =0

X—rc¢

Ldtum € > 0.
Frd fyrri lioum feest ad

lim(f(x) —a) =lim f(x) —lim=a—a =0

X—r¢ X—rc¢

svo ad til er &) pannig ad ef |x —c| < &; pd er |(f(x) —a) — 0| < V&, einfaldad
stendur | f(x) —a| < /<.

A sama hdtt er heegt ad finna 8, pannig ad ef |x —c| < 8§, pd er |g(x) —b| < &.
Setjum ni 8 = min{d;,8,}, pd feest

|(f(x) —a)(g(x) —b) = 0] = |f(x) —al|g(x) —b| < Veve =¢
Vio hofum synt a0
lim((f(x) —a)(g(x) —b)) =0

X—r¢

Nii feest med pvi ad nota allt sem d undan hefur komio:

lim(f(x)g(x)) = lim((f(x) —a)(g(x) = b) +bf (x) + ag(x) —ab)

X—b¢ X—b¢
= lim(/(x) — a)(g(x) — b) + lim b (x) + lim ag(x) — imab

=0+ba+ab—ab=ab

6. Synum fyrst ad

I 1 1
im—— = —
eg(x) b
Ldtum € > 0.
Veljum fyrst 81 pannig ad |g(x) — b| < @ ef |x—c| <.
bad fest fyrir slikt x ad
bl
] = 1b—g(x) +g(0)| < |b—g(x)| +g(x)| < -+ g(x)]
Feerum yfir jafnadarmerkio og faum
bl NP 1 2
— <|g(x)| sem jafngildir — <=
2 [g()] 1P|
Veljum neest &y pannig ad |g(x) —b| < %28.
Setjum nii & = min{d;, 5, }.
bd feest:
1 1| |p—g)] 1 1
et et
‘8()6) b‘ |g(x)b] lg(x)] 1b]
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¥ 21

<—e =
2 bl |b|

€

Vio hofum synt a0
1 1

lim —— =
xlggg(X) b

Afgangurinn er audveldur, vio notum lidina ad framan:

. fx) | L. 1 a
lim iy = () o) = (im ) (lim o) =a- 5 =7
Daemi: X
Finnid markgildid limy_e #ﬂg)&“ ef pad er til.
Lausn:

Vid byrjum 4 pvi ad deila med x? fyrir ofan og nedan strik. Vid notum svo reikniregl-
urnar fyrir afganginn og pd stadreynd ad 1/x" stefnir & ndll pegar x stefnir & oo fyrir allar
nattirulegar tolur n.

. x* 41 . 1+1/x*  limyee(1+1/x%)
10 22 4 5x 41 20245/ x+1/x2  limye(2+5/x+1/x2)°

limy oo 1 +1imy o0 1 /52 1+0 1

T limy w2+ limy w5 /x+ limy w1 /32 24040 2
Klemmureglan

Klemmureglan er mikilvagt t6l sem hjalpar okkur ad T
reikna markgildi: BN g /\

Y
Gerum rdo fyrirad f,g =~

0g h séu prjii foll med sama skilgreiningarmengi
I og ad f(x) < g(x) <h(x)fyrirédllx el
Gerum einnig rdo fyrir ad c € I og ao

lim f(x) = limh(x) = L

X—C X—C

bd er

limg(x) =L
Myndrznt er audvelt ad sjd fyrir sér pessa reglu. A mynd til hlidar md imynda sér ad
hallandi punktalinurnar séu f6llin f og 4. Pau hafa badi markgildi a. Fallid g er svo fallid
sem klemmist parna 4 milli og getur ekkert farid nema i gegnum punktinn a. Vid skulum
sanna petta formlega.

Ldtum € > 0.
bar sem limy_,. f(x) = limy_,.h(x) = L pd eru til 8; > 0 og 83 > 0 pannig ad
ef [x—c| <&y pder|f(x)—L|<e
ogeflx—c| <& pder|h(x)—L|<e.
Setjum nii 8 = min{d;,d,}

Gerum rdd fyrir ad |x —c| < d.
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Nii er gefid ad g(x) < h(x) af pvi feest
gx)—L<h(x)—L<I|h(x)—L|<e
Einnig er gefid ad g(x) > f(x) en pd er —g(x) < —f(x) og pvi feest
L—g(x) <L—f(x) < |L—f(x)] <€
Vid hofum pvi fengio
glx)—L<e 0g L—g(x)<e
svo ad
g(x) —L| <e
sem er pad sem syna purfti.

[ upphafi kaflans um markgildi rékstuddum vid ad

sin(x)

lim

x—0 X

=1

betta er mikilveg nidurstada sem verdur notud aftur {
nastu koflum. Vid skulum pess vegna syna fram 4 petta y

Ldtum o vera einhverja tolu d bilinu [0,1/2].
Teiknum einingahringinn

og skodum steerdirnar a, sin(o) og tan(o) d honum. o ---> = (cos(a),sin(a))

e Riumfreedilega md tillka sterdina o sem lengdina d
rauda boganum d mynd til hlioar, pao feest beint af
skilgreiningu d bogaeiningum. o

e Steerdina sin(a) md tilka sem lengdina d blda
linustrikinu, pad feest beint af skilgreiningu af sin-
us.

e Steerdina tan(a) md tilka sem lengdina d grena
linustrikinu. Paod sést af pvi ad pad er motleg hlio
hornsins o. i rétthyrndum prihyrningi sem myndast
0g pad hefur adlega hlio med lengd 1.

Af myndinni sést ad blda strikio er styttra
en raudi boginn sem er styttri en greena strikio svo ao:

sin(a) < o < tan(ot)
Med pvi ad deila i gegnum djdfnuna sin(o) < oL med o feest:

sin(o)
(0

<t (%)

Med pvi ad margfalda i gegnum djofnuna o < tan(ot) = sg;((z)) med sterdinni % feest

sin(a)
(0

cos(a) <

()
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Af (x) og (xx) feest:

sin(Q)

cos(at) <
(@) <>

<1

Nii sést ad

&11)%1 =1 og &%cos(a) =cos(0) =1

en pd feest af klemmureglu ad

in(o
fim S
oa—0 (04

=1

En paod er pad sem syna dtti.

Athugasemd:

[ ttleidslunni hér ad ofan er gert rad fyrir ad lim, ,ocos(x) = cos(0) = 1. Petta pykir
sterdfredingum ekki vera augljés hlutur og krefjast sonnunnar. Petta gildir 1 raun af pvi
ad kosinus er pad sem er kallad samfellt fall. Farid verdur sérstaklega i pad i kaflanum um
samfelld foll.

Daemi: .

Reiknid markgildio lim, . S22 ef pad er til.
Lausn:

Vid vitum ad |sin(x)| < 1, fyrir 61l x € R svo ad

— i 1
0= tim — < 1im S < i L — g
X—0  x X—r0o0 X X—yoo x
svo ad skv. klemmureglu sjdum vid ad lim,_, Smxﬂ =0.

Markgildi raedra falla

Rifjum upp ad fall R kallast ratt fall ef hegt er ad tdkna pad med formulu af gerdinni

p(x) A"+ a,_ 1 X"V L+ ax+ag
q(x)  bpX" 4+ by X"+ +bix+ by

Par sem
p(x) = a ) +a, 1 X"+ ax+ag og q(x) = by X"+ by 1 X"+ bix+bo

eru marglidur.
Stig marglidunnar p er n og stig marglidunnar ¢ er m.

Nu skulum vid skoda nokkrar adferdir til ad reikna Gt markgildi reeda fallsins R(x). b.e.a.s.
adferdir til ad reikna ut
limR(x)

xX_c

Hér parf ad skipta i tilvik eftir pvi hvad c er.
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1. Gerum fyrst rdd fyrir ad ¢ € R sé einhver tala (ekki plis eda minus dendanlegt)

pannig ad q(c) # 0.
bd feest
lim R(x) = R(c)

betta gildir af pvi ad fallio R er samfellt i peim punktum sem pad er skilgreint. Fjallao
verour um pad betur i neesta kafla.

2. Gerum rdd fyrir ad ¢ = o eda ¢ = —oo. Pd parf ad skipta i tilvik
(a) Ef stig margliounnar p er heerra en stig margliounnar q pd er

lim R(x) = o eda lim R(x) = —oo

X—C X—c

bao fer i raun eftir stigum marglioanna p og q, og formerki forystustudlanna
an og by, hvort titkoman verdur plis eda minus oendanlegt. Yfirleitt er audvelt
ad sjd hvor ttkman er rétt.

(b) Ef stig margliounnar p er minna en stig margliounnar q pd er
lim R(x)=0
(c) Ef stig margliounnar p er jafnt stigi margliounnar q pd er

limR(x) = Z—"

X o
3. Gerum rdd fyrir ad ¢ € R sé tala pannig ad q(c) = 0. Pd parf ad skipta i tilvik
(a) Ef p(c) # 0 pd getur eitt af prennu gerst.
Markgildio lgn}R(x) er ekki skilgreint,
mR(x) =0  eda limR(x) = —co

X—C X—cC

Yfirleitt er audvelt ad sjda hvort af pessu prennu gildir.

Ef ao ferll fallsins fer bedi upp og niour i éendanlegt eftir pvi hvoru megin
madur kemur ad punktinum pd er markgildio ekki skilgreint.

Annars er pad annad hvort pliis eda minus éendanlegt.

(b) Tilfellio p(c) = 0 er erfidast. Pad parf ad nota séradferd fyrir petta tilvik sem
verour ttskyrd d neestu bladsioum.

Adur en ad vid segjum fra adferdinni fyrir tilfelli 3(c) skulum vid rokstydja jofnurnar {
hinum tilfellunum.
[ pessum rokstudningi verdur gert rdd fyrir ad pekkt sé ad
lim x" = oo 0g limx™" =0
X—ro0 X—>oo

Fyrir allar nadttirulegar tolur n. Petta er stadreynd sem mjog audvelt er ad sannfeera sig
um.

1. Ef ad c er rauntala og q(c) # 0 pd er fallid R skilgreint i punktinum c. Pessi nidur-
stada feest af samfelldni reedra falla sem verdur reedd i neesta kafla.
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2. Hér var ¢ = oo, Munum ad stig marglioanna var n og m.

(a) Hérvarn > m.
Med pvi ad deila i gegnum reeda fallio R(x) med x" feest:

. oap"ta, XN+ Lt aix+ag
lim R(x) = lim
X300 xawbmxm_kbmflxm*l—I—...—I—b1x+b0

_ im an+an_1x '+ . Fax " +apx™"
S xsee p M b XMl pyx T pox

Nii er n > m svo m —n er neikveed tala. Pess vegna er limy_,oo by x™ ™" =0
og eins er markgildi allra hinna lidanna i nefnaranum nill. Nefnari brotsins
stefnir pess vegna d niull.

Allir lidir T teljaranum stefna lika d null, nema fyrsti liourinn, a,. Teljarninn
stefnir pess vegna d toluna a,.

Nefnarinn stefnir d nill en teljarinn ekki svo markgildio hlytur ad vera pliis eda
minus éendanlegt.

(b) Sambceerileg rok og i (a)-1i0 nema nii mun teljari stefna d niill en nefnari d toluna
by, Pess vegna feest markgildio null.

(c) Nii er n=m.
Med pvi ad deila i gegnum reeda fallio R(x) med x" feest:

) aX"fa, X aixtag
lim R(x) = lim
Ao 2759 hx + by 1" 4.+ brx+ by

— lim an+ap_1x 1+ . Fax! "+ agpx™"
Cxoe by by X byl box

im0 ay + limy o Ap_1x V4 My e a1 X T A limy e apx ™"
 liMyye0 by 4 My o0 by 1 X1 4o liMy o0 D117 4 limy_yoo box "
a4, +0+0+...4+04+0  ay
" by+0+0...+0+0 by,

3. Hér er verio ad gera rdod fyrir ad nefnari reeda brotsins stefni d niill en teljarinn ekki.
bd er ljost a0 markgildio verdur plits eda minus oendanlegt.

Nu skulum vid fara { gegnum adferdina fyrir tilfellid 3(c) sérstaklega
Finna skal markgildio

lim —=~

p(x)
x=e g(x)

ef gefid er ad p(c) = q(c) =0.

1. Fullpdttum marglidurnar p(x) og q(x), p.e.a.s. skrifum

p(x) =p1(x)-pa(x)---pr(x)  og  q(x)=pi(x)-pa(x)--- pi(x)
bar sem p; og q; eru opdttanlegar margliour fyrir 611 i, j.
2. Skrifum
p(x) _ pi(x)-p2(x)---pr(x)
qx)  q(x)-q2(x) - qi(x)
og styttum 1t alla 1idi sem hegt er, pegar pad er biiid stendur eftir nytt reett fall L(x).
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3. Par sem L er reett fall pd eru til margliour f og g pannig ad

8(x)
Ef fyrri skref hafa verid framkveemt rétt getur ekki verid ad beedi f(c) =0 0g g(c) =0.
Vio getum pess vegna notad fyrri leiobeiningar til pess ad finna markgildio

Hm L)

4. N er heegt ad fullyroa ad

lim R(x) = lim L(x)

X—C X—C
Athugasemd:
I adferdinni hér ad er varla hegt ad segja ad L(x) sé ,.nytt fall”. Pad er af pvi ad { raun gildir
L(x) = R(x) fyrir 61l x par sem follin eru skilgreind. Eini munurinn er sd ad fallid R hefur
fleiri 6skilgreinda punkta, pvi ad nefnari pess hefur fleiri nillstodvar en fallid L.
Par sem L(x) = R(x) ,,neestum alls stadar” etti ad vera lj6st ad markgildi fallanna eru pau
somu.

Daemi:
Finnid markgildid
41
im-—-——————-
x—eo x4 —2x 43
Lausn:

Hérer p(x) =x>+10g g(x) =x* —2x+3.
Stig g er harra en stig p svo ad markgildid er null.

Vid skrifum:
) X +1
lim ——m =
x—eo x4 —2x 43
Daemi:
Finnid markgildid
X —2x+3
lim —
x—r—oo x4 1
Lausn:

Nu er marglidan { teljaranum af haerra stigi.

Markgildid er pess vegna annadhvort plis eda minus 6endanlegt.

Vid tokum eftir ad nefnarinn, x> + 1 er alltaf jakvadur, (annad veldi er alltaf jakvaett).
Pegar x stefnir 4 minus 6endanlegt pa verdur teljarinn, x* — 2x + 3, jakvadur. Pad er af pvi
ad fremsti lidurinn x* verdur jadkvadur og hann mun verda radandi { 6endanleikanum.
Telljarinn og nefnarinn verda pa badir jadkvedir pegar x stefnir & minus éendanlegt svo
markgildid verdur plus 6endanlegt. Vid skrifum

Xt —2x+3
lim — =
x——oo x4 1
Daemi:
Finnid markgildid
X+ 2x2
im-—-—-——
x—2 x3 — X2 +1
Lausn:

Hérer q(x) =x° — x>+ 1.
Nd er ¢(2) =23 — 2241 = 5 # 0 svo ad markgildid er
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X422 2342.22 16
lim = = —
x2x3—x24+1 23-2241 5

Daemi:
Finnid markgildid
X —4xr—4x+16
lim
x—4 x2—16
Lausn:

Hérer g(x) = x> — 16 og p(x) = x> —4x> —4x+ 16
Vid tokum eftir ad g(4) = 0 og p(4) = 0. Vid purfum pess vegna ad nota sidustu adferdina
sem lyst var { kaflanum.

1. Notum adferdirnar sem fjallad var um i kaflanum um marglidur til pess ad fullpatta
P oggq.

p) =(x=2)(x+2)(x—4) oz  glx)=(x-4)(x+4)
2. Styttum ut lidi:

B4 —Ax 416 (x—2)(x+2)(x—4)  (x—2)(x+2)
x2—16 N (x—4)(x+4) B (x+4)

og setjum L(x) = %

3. Skv. ad0ferdum ad ofan er

i) = i @26 @G-+ 123
x—4 x—4 (x—|—4) 444 8 2

4. Vid fullyrdum ad
I x3—4x2—4x—|—16_3
o4 216 2

Athugasemd:
Hér er miklu pudri eytt { ad fara { gegnum reikningana skref fyrir skref. Sa sem er vanur
reikningi gati einfaldlega skrifad

342 _ _ _ _
lim ™~ 4" —dx+16 lim (x—2)(x+2)(x—4)  lim (x—2)(x+2) _ (4—-2)(4+2) 3
x—4 x2—16 x—4 (x — 4) (x—|— 4) x—4 (x—|—4) 444 2
Daemi:
Reiknid markgildid
lim x+1
=13+ 3x2+3x+1

Lausn:

lim xrl —tim S gm L

a1 3432 +3x+ 1 xo—1 (x+1)3  xom1 (x+1)2
Adfellur

Latum f vera eitthvad fall 4 rauntélunum.
Adfella fallsins f er bein lina sem ad 1 vissum skilningi liggur upp ad ferli fallsins.
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Adur en vid setjum fram formlega skilgreiningu pa skulum vid taka daemi um prjar mis-
munandi gerdir af adfellum.

1)
Skodum fyrst fallid y
1
FIR{1} SR f)=— 501 :
X—= I
A mynd til hlidar er biid ad teikna upp fallid. A myndinni er einnig 3
punktalina sem er gefin med jofnunni x = 1. 20 i
Pessi punktalina liggur vel uppad ferlinum, pad er af pvi ad pessi lina } X
er adfella fallsins f. 53 1‘ TR
bessi lina er 160rétt, pess vegna er hin stundum kollud lédfellu falls- ’ ! '
ins f 1 stadin fyrir adfellu. —20 |
(2) :
Skodum nzst fallid :
-50 ‘

g:R—[-n/2,m/2] g(x) = Arctan(x)

betta fall var kynnt til sogunnar { kaflanum um hornaf6ll og einingar- y
hringinn. Til hlidar er biid ad teikna upp fallid 4samt punktalinunni 2
sem er gefin med jornunni y = /2.

bad sést ad pessi lina liggur vel uppad ferlinum, pad er af pvi ad pessi 1

lina er adfalla fallsins g. X
bessi lina er larétt, pess vegna er hin stundum frekar kollud ldfella "1 2345678
fallsins g { stadin fyrir adfella.
3)
Skodum ad lokum fallid
2x2+1
hRSR h)=—— 1
x| + [ cos(x)]

Til hlidar er buid ad teikna upp fallud dsamt punktalin- y
unni sem hefur jofnu y = 2x. 20

Hér liggur linan upp ad fallinu af pvi ad hdn er adfella 15
pess.

Pessi lina liggur 4 skd og pess vegna er hiin stundum koll- 10
ud skdfella fallsins frekar en adfella pess. 5
Takid eftir ad linan sker feril fallsins reglulega, pad
stoppar okkur ekki 1 pvi ad kalla hana adfellu. Pad eina
sem skiptir mdli er ad linan mun liggja ner og nar ferli
fallsins ef farid er ut i 6endanleikann.

Nu skulum vid setja fram formlega skilgreiningu 4 adfellum.

Ldatum X C R vera hlutmengi i rauntolunum og f: X — R vera fall.

o Ldituma € R.
Ef ad annadohvort markgildio

lim f(x) eda lim f(x)

x—at x—a~

er skilgreint og jafnt pliis eda minus éendanlegu pd er linan sem er gefin med jofnunni
x = a kollud lodfella fallsins f.
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e Efad annad hvort markgildio

lim f(x) eda lim f(x)

X—roo X——o0

er skilgreint, og pad er jafnt einhverjum fasta k € R pd er linan sem er gefin med

Jjofnunni 'y = k kollud ldfella fallsins f.

e Linan sem er gefin med jofnunni y = hx+ s med h =~ 0 kallast skdfella fallsins f ef ad
annadhvort markgildio

lim (f(x) — (hx+s)) eda lim (f(x)— (hx+s))

X—ro0 X——oo

er skilgreint og jafnt niilli.

Ef ao 1 er lina sem er l6dfella, ldfella eda skdfella fallsins f pd segjum vio ad hiin sé
adfella fallsins f.

Aodfellur radra falla

Nu skal fara skipulega { gegnum adferd til pess ad finna adfellur redra falla.

Finna skal allar adfellur reeda fallsins

R(x) p(x) apX" 4+ a1 X" '+ . 4 ax+ag
X)) = =
q(x)  byxX™ 4+ by X+ +bix+ by

1. Finnio markgildio
lim R(x)

X—00

Ef pad er til og jafnt einhverri rauntolu k € R pd er linan sem er gefin med jofnunni
y = k ldfella fallsins.

2. Finnio allar nillstoovar margliounnar q. Ldtum pcer heita cy,cy, ..., c].
Linan sem er gefin med jofnunni x = c; er lodfella R fyrir 6ll i nema ef ad markgildio

lim R(x)

X—Cj
er skilgreint og jafnt einhverri rauntolu k € R.

3. Reeda fallio R hefur skdfellu ef og adeins ef ad stig margliounnar p er ndkvemlega
einu stigi heerra en stig margliounnar q.
Ef svo er pd er skdfellan gefin med jofnunni y = hx + s par sem studlarnir h og s fdst
med jofnunum
An _ap—1 —hbpy—

h = b 0g s b

Vid skulum sanna ad pessi adferd virki
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1. Pad feest beint af skilgreiningunni d ldfellu ad linan gefin med y = k er ldfella ef ad

lim R(x) =k

X—oo

. bad eina sem parf ad rokstydja er af hverju markgildio

A RE)
er ekki skodad lika, en pad er af pvi ad ef annad hvort pessara markgilda er skilgreint
og jafnt einhverri rauntolu k pd er hitt einnig skilgreint og lika jafnt somu tolu k.
Markgildin semsagt munu gefa somu ldfelluna. Petta sést ef adferdin til ad finna
markgildi R i oendanleikanum er skooud.

2. Ljost er ad sérhver lodfella reeda fallsins R er gefin med jofnu x = c; par sem c; er
einhver niillstod margliounnar q.
bad eina sem parf ad athuga er ad ef ad markgildio
lim R(x)

X—Cj
er ekki skilgreint pd mun annad hvort gilda

lim R(x) =oo eda lim R(x) = —oo

x—cf x—c;

sem hefur i for med sér ad linan x = c; er l6dfella skv. skilgreiningu.

betta tengist peirri stadreynd ad niillstodvamengi marglioa hefur adeins endanlega
morg stok svo ad peer geta ekki skipt um formerki nema endanlega oft. Sonnunin er
of teeknileg til ad fara i gegnum hér.

3. Munum ad n og m er ldtio standa fyrir stig p og q.
Skodum markgildio

lim (R(x) — (hx+5)) = lim (R(x) — (v +5)) = lim (p _ (hx—i—s))

X—oo

i (PS84
X q(x)

Athugum ad margfeldid q(x)(hx+ s) marglida af stigi m+ 1.

Skiptum nu i tilfelli eftir stigi p.

(a) Efad maraglidan p er af stigi m+2 eda heerra mun marglioan p(x) — q(x) (hx+
s) einnig vera marglioa af stigi m+ 2 eda heerra. Teljarinn i brotinu verdur pvi
af heerra stigi en nefnarinn og markgildio verour pliis eda minus éendanlegt.

(b) Ef ad marglidan p er af stigi m eda leegra mun marglioan p(x) — q(x)(hx+s)
vera af stigi m+ 1 eins og marglidan q(x)(hx+s).
Teljarinn i brotinu verdur pvi af heerra stigi en nefnarinn og markgildio verour
pliis eda minus éendanlegt.

(c) Gerum nu rdod fyrir ad marglidan p sé af stigi m—+ 1.
Ldtum t(x) = p(x) — q(x)(hx+s).
Pd er t(x) marglida sem er i mesta lagi af stigi m+ 1 svo hegt er ad skrifa

t(x) = Cm1 X" e 4 e X2 eix+ o
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Par sem c; er fasti einhver fasti fyrir oll i.
Skodum aftur markgildio

lim <P(x) —q(x)(hx+s)> 1)

X—>o0 q ( x) X—o0 @

Vio viljum finna h og s pannig a0 petta markgildi verdi jafnt niilli.

Ef ad ¢yt # 0 pd er t af heerra stigi en q og markgildio verour dendanlegt,
pess vegna verour cp, 11 ad vera jafnt nulli.

Ef ao ¢, 1 =0 pd verour

tx) _cm

S q(x) by
Vio viljum ad markgildio verdi nill svo ad studullinn c,, verour einnig ad vera

null.
Markmidio okkar er nii ad velja h og s pannig ad c¢y41 = ¢ = 0.

Reiknum upp iir margfeldinu

t(x) = p(x) —q(x)(hx + )
= (am+1xm+1 +anx"+...+ax+ag)— (bmxm%—bm,lxm_l +...+b1x+bo)(hx+s)
= (am+1 —bmh)x’"+l +(am—bms—bpy—1h)x" +...4+ (a1 —boh—bys)x+ (ag — bos)
bd sjaum vio ad ¢+ = a1 — bmh 0g ¢ = ay — bys — by —1h Vio viljum ao
Cm+1 = cm = 0 svo ad leysa parf iir h og s ur jofnunum

0=amns+1 —buh og O=au—bus—byu_1h

En pd feest
h— am+1 0g §— am —bp_1h
bm b

sem er pad sem syna dtti.

Finnid allar adfellur raeda fallsins

5x2
R(x) = 5———
(x) x2+4x+5
Hérer g(x) = x*> +4x+ 1 og p(x) = 5x°.
1. Audvelt er ad sja ad
5x° 5

1 _—_ = — =
o2 x5 1

Linan sem er gefin med jofnunni y = 5 er pess vegna lafella.

2. Adgreinir marglidunnar ¢ talan 4> —4-1-5 =16 —20 = —4 < 0, svo ad hiin hefur
engar nullstodvar. Rada fallid hefur pess vegna engar 160fellur.

3. Stig marglidunnar p er jafnt stigi marglidunnar ¢ svo ad reda fallid hefur engar ské-
fellur.
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Nidurstadan er pess vegna su ad reda fallid hefur adeins eina lafellu sem er gefin med
jofnunni y =5

Daemi:

Finnid allar adfellur raeda fallsins

_x5—2x4—6x3+8x2+5x—6
N *—6x2+8x—3

R(x)

Gefid er ad

=263+ 8% +5x—6=(x—1)>(x+2)(x—3)(x+ 1) og

xt—6x? +8x—3=(x—1)3(x+3).

Lausn:

Hérer p(x) =x° —2x* —6x3 +8x> +5x— 6 = (x — 1)?(x+2)(x —3)(x + 1) og
g(x) =x*—6x2+8x—3 = (x—1)*(x+3).

1. Stig p er harra en stig g. Pess vegna er markgildid

Jim R(x)
Annad hvort plus eda minus 6endanlegt.
Fallid hefur pess vegna engar lafellur.

2. Marglidan g(x) hefur tvaer ndlsstovar, { punktunum x = —3 og x = 1.
p(—3) = —192 # 0 svo ad markgildid

lim R(x)
x—-=3
Er jafnt plis eda minus 6endnanlegu eda pad er ekki skilgreint. Vid sjdum p4 ad linan
sem er gefin med jofnunni x = —3 er 16dfella.
p(1) =0 svo ad vid purfum ad finna markgildid i peim punkti sérstaklega:

St —6x3 +8x2+5x—6 —1)2(x+2)(x—3 1
limR(x)zlimx al XXX — lim (=17 (x+2)(x—3)(x+1)
x—1 x—1 x4—6x2—|—8x—3 x—1 (x_ 1)3(X—|—3)

— im (x+2)(x=3)(x+1)
x—1 (x—l)(x+3)
Nu er hagt ad sjd ad nefnarinn {1 sidasta brotinu stefnir 4 nill { x = 1 en teljarinn ekki,

markgildid er pvi plis eda minus éendanlegt, eda pa ad pad er ekki skilgreint, en pad
nagir til ad rokstydja ad linan sem er gefin med jofnunni x = 1 er 16dfella.

3. Nuer stig p ndkvaemlega einu stigi haerra en q.

HéreramH =da5 = l,am:a4: —2,bm:b4: 1 Ogbm_l :b3 = —6.
Vid faum
amr1 1 am—bm1th  1+46-1
by 1 MG by, 1

Skéfellan er pessvegna gefin med jofnunni

y=x+7
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Nidurstadan okkar er ad fallid R hefur prjar adfellur:

ll tx=-3

lz x=1
L:y=x+7
Samfelld foll

Oformlega ma segja ad fall f sé samfellr ef ad hagt er ad teikna feril pess 4 blad med
blyanti dn pess ad purfa ad lyfta blyantnum. Ef ad fall er ekki samfellt segjum vid ad pad
sé osamfellt.

Ef ad fall f er 6samfellt pa segjum vid ad pad sé 6samfellt { peim punktum par sem lyfta
parf blyantinum af bladinu.

f er samfellt { punktinum a f er 6samfellt { punktinum a
Formleg skilgreining:

o Ldatum I C R vera bil og latum f: I — R vera fall.
Ef ad a € I er punktur d bilinu sem er ekki endapunktur pess og

lim f(x) = f(a)

xX—a

pd segjum vio ad f sé samfellt { punktinum a.

o Efad a < I er punktur d bilinu sem er ekki heegri endapunktur pess og

lim f(x) = f(a)

x—a~
pd segjum vio ad f sé samfellt frd vinstri [ punktinum a.

e Efad a I er punktur d bilinu sem er ekki vinstri endapunktur pess og

lim f(x) = f(a)

x—at
pd segjum vio ad f sé samfellt frd heegri i punktinum a.

o Fallio f er sagt vera samfellt d I ef pad er samfellt { 6llum punktum d bilinu I sem
eru ekki endapunktar pess, samfellt fra heegri i vinstri endapunkti pess ef hann er til
og samfellt frd vinstri { hegri endapunkti pess ef hann er til.

Reglur um samfelldni

Vid pekkjum morg samfelld fll. Adur en vid kynnum nokkur peirra til ségunnar skulum
vid setja fram nokkrar reglur
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Gerum rdo fyrir ad I sé bil og ad f og g séu foll d I.
Gerum rdo fyrir ad follin f og g séu samfelld a I og ad a € 1
bPaerufollina-f, f+g f—gog f-glika samfelld d I.
Ef ad g er ekki jafnt niilli { neinum punkti bilsins pd er fallio f/g lika samfellt d 1.

Athugasemd:

Sér 1 lagi gildir ad ef follin f og g eru samfelld { einhverjum punkti a 4 bilinu pa eru follin
f+g f—gog f-glika samfelld 1 punktinum a.

Ef g(a) # 0 pd er f/g lika samfellt i a.

bessi regla feest beint af reglunum sem segja a0 summa af markgildum sé jofn markgildi af
summu, mismunur af markgildum sé jafnt markgildi af mismuni o.s.fr.

Eina reiknireglu skal p6 taka fram sérstaklega

Gerum rdo fyrir ad I,J C R séu bil og ad follin f: J — R og g: I — J séu samfelld.
bd er fallio f o g samfellt a I.

Sonnum pad.

Vio latum duga ad sanna pessa setningu ef ad I = J = R. Ef slikt gildir ekki parf ad taka
fram morg sértilvik eftir pvi hvort vid lendum i endapunktum bilanna eda ekki. Oll pessi
sértilvik eru gerd nokkurn vegin eins og sonnunin sem hér kemur.

Vio purfum ad sanna ad f o g sé samfellt i sérhverjum punkti i R.
Ldatuma € R og € > 0.
Syna parf ad til sé & > 0 pannig ad |x — a| < & hafi i for med sér ad |fog(x)— fog(a)| <€

1. Par sem f er samfellt pd er pad sér i lagi samfellt i punktinum x = g(a). Pess
vegna vitum vid ad til er 8 pannig ad |x — g(a)| < 8; hefur i for med sér ad |f(x) —

flgla))| <e.

2. bar sem g er samfellt pd er pad sér i lagi samfellt i punktinum x = a. Pess vegna
vitum vid ad til er 8y pannig ad |x —a| < 8y hefur i for med sér ad |g(x) —g(a)| < 8.

Setjum nii & = 8, og gerum rdd fyrir ad |x —a| < d.
Af2. feest ad |g(x) — g(a)| < 81 en pd feest beint af 1. (med pvi ad skipta it x fyrir g(x)) ad
|f(g(x)) — f(g(a))| < € en pad er pad sem syna dtti.

I upphafi kaflans var ttskyrdur einn af megineiginleikum samfelldra falla. Nefnilega sd
eiginleiki ad ef ferlill samfellds falls er teiknadur 4 blad med blyanti pa parf ekki ad lifta
honum. I raun er petta setning sem hagt er ad setja fram formlega.

bessi setning er kollud milligildissetningin.

Latum I C R vera bil og f: I — R vera samfellt fall.
Ldtum x1,x; € I vera tvo stok d bilinu pannig ad x; < x; og f(x1) # f(x2).
bd gildir um sérhverja tolu yo sem er d milli talnanna f(x1) og f(x2) ad til er xo € [x1,x2]
pannig ad f(xo) = yo

Til ad sanna pessa reglu parf ad nyta sér eiginleika rauntalna um efra og nedra mark. Sagt
er frd pessum eiginleika { kaflanum um talnakerfin og nemendur eru hvattir til pess ad rifja
hann upp.
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Vid séonnum bara tilfellid ef ad f(x1) < f(xz). Hitt tilfellid pegar f(x1) > f(x2) er mjog
svipao.
bar sem yy er d milli f(x1) og f(x2) pd getum vid skrifad yo €]f(x1), f(x2)[-
Skilgreinum mengio L = {x € R; x <x; 0og f(x) <yo}
Kollum efra mark pessa mengis xo. Med d0rum ordum setjum xy = sup L.

o Synum fyrst ad xo € [x1,x2].
bar sem f(x1) < yo pd er x| € L og pess vegna er x; < sup L = xo.
Midad vio skilgreininguna d menginu L pd er xo = supL < x».
Vid hofum pvi sé0 ad xo € [x1,x2].

o Synum ncest ad f(xo) er ekki minna en yo, pad verdur gert med motsogn.
Gerum rdo fyrir ad f(xo) < Yo.
Setjum € = yo — f(xo), pd er € > 0.
Samkvemt skilgreiningu d samfelldu falli pd er til 8 > 0 pannig ad ef |xo — x| < 8 pd
er |f(xo) - f(x)| <e.
Sér i lagi gildir petta fyrir x = xo+3/2.
Vio faum pd

f(xo+8/2) = fx0+8/2) — f(xo0) + f(x0) < |f(x0+8/2) — f(x0)| + f (x0)

<e+ f(xo) = (vo— f(x0)) + f(x0) = o
Vid sjdaum pd ad xo+ 0/2 er i menginu L en pad er motségn vid ad xo sé efra mark L
pviad xo < xo+9/2.
Af pessu sést ad f(xo) er ekki minna en y.

o Synum nceest ad f(xo) er ekki steerra en yo, pad verdur gert med motsogn.
Gerum rdd fyrir ad f(xo) > yo.
Setjum € = f(xo) — yo, pd er € > 0.
Samkveemt skilgreiningu d samfelldu falli pd er til 8 > 0 pannig ad ef |x — x| < 8 pd
er |f(x) — f(x0)| <€ en pad hefur i for med sér ad f(x) > f(xo) —¢€.
Fyrir sérhvert x pannig ad |x — xo| < 8 gildir pess vegna

fx) > f(x) —& = f(x0) = (f(x0) —y0) =0

bd sést ad xy — O er steerra en sérhvert stak i L.
Pad er i motsogn vid ad xo sé efra mark mengisins L, pvi ad xo > xo — 0.
f(xo) er pvi ekki steerra en yy.

Vid héfum séd ad f(xq) er hvorki steerra en eda minna en yo pad hlytur pvi ad vera jafnt
08 Yo-

Nesta setning

Ldatum I € Rvera bil og f: I — R vera fall.
Ef f er eintewkt og samfellt pd er pad stranglega einhalla.

Sonnun:
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Gerum rdo fyrir ad f sé eintekt og samfellt.
Gerum rdo fyrir ad pad sé ekki stranglega minnkandi, vio viljum syna ad pd hljoti pad ad
vera stranglega vaxandi.
Ldtum x1,xp vera einhverjar tolur d I pannig ad x| < x3. Vio viljum syna ad pa gildi
fa) < f(x).
Par sem ad f er ekki stranglega minnkandi pd vitum vid ad til eru einhverjar adrar tolur
ay, ap pannig ad f(ay) < f(ay).
Nii er f eintekt svo ad f(ay) # f(ay) en pd er f(ay) < f(az). Nii parf ad skipta i nokkur
tilvik eftir pvi hvar x| og xo eru stadsett d talnalinunni mioad vio a; og a.

o Tilfellio x; > x1 > a> > ay:
Synum fyrst ad f(x1) > f(az).
Athugum ad f(x)) getur ekki verid d milli talnanna f(ay) og f(az) pvi ad ef svo veeri
pd veeri skv. milligildissetningu til tala d milli ay € [ay,ay] pannig ad f(ag) = f(x1)
[ motsogn vio einteekni fallsins f.
Athugum ad f(x)) getur heldur ekki verio minni en f(ay) pvi ad ef svo veeri pd veeri
f(x1) < flar) < f(az) og pvi veeri skv. milligildissetningu til ay € |az,x1] pannig ad
flaog) = f(ay) sem er i mdtségn vid einteekni f.
Vid sjdum pess vegna ad f(x1) > f(ay).
A sama hdtt md nii sjd ad f(x) > f(x1).

e Hin tilfellin eru:
X2 2 ay > x| 2 a
Xo > ay>a; > Xy
a) > x> Xx1 2 ay
a) > Xxo > ay > X
ay >ap > xpy > Xxj.
Oll tilfellin eru gerd d svipadan hdtt og pad fyrsta.

Med pessa reglu getum vid loks sett fram mikilvaga reglu.

Ldtum I,J C R vera bil.
Gerum rdo fyrir ad f: I — J sé samfellt og gagntckt.
bd er andhverfa fallsins f einnig samfelld.

Sonnum petta

Ldatum f~': J — I vera andhverfu fallsins f.
Syna parf ad =1 sé samfellt { sérhverjum punkti mengisins J.
Vid latum duga ad sanna ad = sé samfellt i 5llum punktum yo i J sem eru ekki
endapunktar J. Endapunktarnir eru gerdir d mjog svipadan hdtt.

Skv. reglunni d undan pd er f annadhvort stranglega vaxandi eda stranglega minnkandi.
Vio skulum gera rdo fyrir ad pao sé stranglega vaxandi en hitt tilfellio er gert d mjog
svipadan hatt.
bar sem f er stranglega vaxandi pd er andhverfan f~' einnig stranglega vaxandi.
Ldtum yo € J vera punkt sem er ekki endapunktur bilsins J.
bar sem f er gagnteekt pd er til stak xo € I pannig ad f(xo) = yo. En pd er skv.
skilgreiningunni d andhverfu £~ (yo) = xo.

Ldtum € > Q.

Vid purfum ad syna ad til sé & > 0 pannig ad |y — yo| < O hafi i for med sér ad
o) =00l <&
bar sem f er stranglega vaxandi pd vitum vid ad f(xg—€) < f(xo) < f(xo+€).
Setjum & = min{f(xo) — f(xo — &), f(xo +€&) — f(x0) }.
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bder f(xo—€) < f(xo) —d 0g f(x0) +6 < f(xo+E€).
bvi feest ef f(x0) —d <y < f(x0) +8ad f(xo—¢€) <y < f(xo+¢).
Nii er =1 stranglega vaxandi og munnum ad f(xo) = yo svo ad petta gefur ad ef
Yo—8<y<yo+dpderxo—e< f1(y) <xo+e.
Munum einnig ad xo = f~'(yo) svo ad ef
Yo—8<y<yo+8pderf(vo)—e<f(y)<f (o) +e
En petta jafngildir ao
ly —yo| < & hafi i for med sérad |f~1(y) — f~(yo)| < &

Pekkt samfelld foll

Nu skulum vid telja upp foll nokkur 61l sem vid pekkjum og eru samfelld.

1. Fallid f(x) = x er samfellt.

2. Sérhver marglioa er samfelld.

3. Sérhvert reett fall er samfellt d skilgreiningarmengi sinu.

4. Fyrir allar ndttirulegar tolur n pd er fallio f(x) = /x samfellt.
5. Efad r € Q er red tala pd er fallio f(x) = x" samfellt.

6. Efad s € R er rauntala pd er fallid f(x) = x° samfellt.

7. Visisfoll eru samfelld.

8. Lograr eru samfelldir.

9. Hornafollin eru samfelld.

10. Andhverfur hornafallana eru samfelld.

1

~

. fallio f(x) = |x| er samfellt.
Sonnum petta eftir bestu getu

1. Ldtum c € R vera einhverja rauntélu.
Ldtum € > Q.
Ldtum d = &.
bd feest efad |x—c| <8 ad |[f(x)— f(c)| < |x—c| <d=¢

2. Skv. kaflanum d undan pd er summa og margfeldi samfelldra falla samfellt. Marglioa
er ekkert nema fallio x margfaldad vid fasta og sjdlft sig endanlega oft, pvi sést ad
sérhver marglioa er samfelld.

3. Skv. kaflanum d undan pd er f /g samfellt ef ad f og g eru samfelld og g(x) # 0 fyrir
sérhvert x. Vid getum pvi sagt ad /g sé samellt alls stadar sem ad pad er skilgreint.
Reett fall er ekkert nema kvoti marglioa svo ad vio getum sagt ao reett fall sé samfellt
par sem pad er skilgreint.

4. Fallio X"* er samfellt fyrir allar nadttirulegar tolur n skv. lio nimer tvo. Skv. kaflanum
d undan er andhverfa pessa falls pd einnig samfelld, pad er ad segja fallid Y/x er
samfellt.
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5. bar sem r er reed tala pd eru til heilar tolur p og q pannig ad r = p/q.
1
Skv. lidum tvé og fjogur pd eru follin f(x) = xP og g(x) = ¥/x = x4 samfelld.
Skv. kaflanum d undan er pess vegna fallio f o g(x) = xg = x" samfellt

6. I pessari bok er ekki biiid ad leggja négu gédan grunn til pess ad syna pessa reglu.
7. heldur ekki pessa reglu.

8. Lograr eru andhver visisfalla og eru pvi samfelldir skv. li0 niimer sjo og reglu i
kaflanum d undan.

9. MUNA AD GERA SEINNA

10. Fcest af lio niimer niu.

11. Ldatum e > Q.
Ldtum 8 =€, pd feest ef ad |x —c| < 8 ad |f(x) — f(c)| = ||x| = ||| < [x—¢c| < d =~
Hér var tilvik af prihyrningsjofnunni notad.

Nokkur dsemi

Dzemi:
Notid milligildissetningu til pess ad syna ad marglidan

p(x) =" +3x+1

hafi nillstod 4 bilinu | — 1,0].

Lausn:

Vid sjaum ad p(0) =1 >0og p(—1) =—-3 < 0.

Nu eru marglidur samfelld {foll svo ad hér er haegt ad nota milligildissetningu sem segjir ad
par sem p(0) > 0 og p(—1) < 0 pdertil tala c €] — 1,0 sem er pannig ad p(c) = 0.

Daoemi:

Palli er ad rannsaka fallid N

x2—1

Hann reiknar it ad R(3) = 3% <0 ogad R(2) = % > 0.

Palli beitir nest milligildissetningunni og kemst ad peirri nidurstddu ad fallid R hafi ein-
hverja nullsto0 4 bilinu |1/2,2].

I raun hefur Palli rangt fyrir sér. Hver er villan { rokstudningi Palla.

Lausn:

Fallid R(x) er ekki skilgreint { punktinum x = 1. Sér { lagi er pad ekki samfellt { pess-
um punkti. Hér er pvi ekki hegt ad nota milligildissetningu sem krefst pess ad fallid sé
samfellt.

R(x) =

Dzemi:
Utskyrid { stuttu mali med ordum hvort eftirfarandi foll eru samfelld eda ekki.

(a)

f(x)=|x|+ Cos(x3)
(b)

(x) -1 efx<0
x) =
& 1 efx>0



(0

Lausn:

(@)

Fallid f er samsett dr follunum |x|, cos(x) og x* sem eru 611 samfelld foll. Pess vegna er f
samfellt.

0

I punktinum x = O tekur fallid g stokk fra pvi ad vera jafnt minus einum i pad ad vera jafnt
einum. Fallid er pess vegna 6samfellt { peim punkti.

(c)

Follin sin(x) og x*> eru badi samfelld. Fallid & er pvi samfellt { 6llum punktum nema
kannski ndllpunktinum.

N er pekkt ad 0> = 0 og sin(0) = 0.

Fallid £ stefnir pa a4 toluna null { x = 0 hvort sem ad vid ndlgumst punktinn hagra eda
vinstra megin frd. Fallid & er pvi samfellt { nillpunktinum, og vid héfum pé rokstutt ad pad
er samfellt allstadar.

Dami:

Fyrir einhverja tolu x €]0, 1[ 1dtum pa x = 0, x1x2x3x4... tdkna venjulega tugakerfisframsetn-
ingu hennar.

(Hér er krafist pess ad tugaframsetning tolunnar endi ekki 4 éendanlega morgum nium
p.e.a.s. ad ekki sé til N pannig ad x,, = 9 fyrir 6ll n > N)

Til demis ef x =1/7 =0,142857... paerx; = 1, xp =4, x3 =2, x4 = 8 og svo framvegis.
Vid skulum nu skilgreina fall C: 0, 1[— R med

C(x) =

1 ef tolustafurinn 3 kemur fram 1 tugakerfisframsetningunni 4 t6llunni x
0 annars

Til ad skyra petta fall betur skulum vid taka demi um hvernig skal reikna ur pvi.

Skodum til demis t6luna 3 /7 = 0,9549296585513....

Hér kemur tolustafurinn prir fyrir { prettdnda aukastaf tolunnar svo ad C(3/x) = 1.
Skodum nest toluna 1/9 =0,111111111....

Hér kemur tolustafurinn prir aldrei fram sem aukastafur heldur munu bara koma endalaust
margir asar. Pess vegna er C(1/9) = 0.

(@

Synid ad fallid C er samfellt { punktinum x =7/11.

(b)

Synid ad fallid C er 6samfellt { punktinum x = 1/9.

(0)

Synid ad fallid C er 6samfellt { punktinum x = 3/10.

Lausn:

(a)

Athugum fyrst ad C(7/11) = C(0,63636363...) = 1 pvi ad prir kemur til deemis fyrir { 0r-
um aukastaf tolunnar.

Latum € > 0. Vid purfum ad syna ad til sé 8 pannig ad |x — 7/11| < & hafi { fér med sér ad
|IC(x)— 1| <e.

Setjum 6 = 0,001.
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Tokum eftir pvi ad 7/11 — 8 = 0,63536363... og 7/11+ 6 = 0,63736363....

Vid sjdum ad ef 7/11 — 3 =< x < 7/11 + 8 pd mun annar aukastafur télunnar x vera prir
svo ad C(x) = 1.

Med 60rum ordum ef |x —7/11] < 0,001 pa feest |C(x) —1|=|1—-1|=0<e.

Svo ad C er samfellt { punktinum 7/11.

(b)

Athugum fyrst ad C(1/9) =C(0,11111...) = 0 pvi ad prir kemur hvergi fyrir sem aukastaf-
ur télunnar.

Skodum fallgildin i nokkrum vel voldnum t6lum sem eru nélegt tolunni 1/9.
C(1/9+0,2) =C(0,311111...) = 1

C(1/9+0,02) =C(0,131111...) = 1

C(1/9+0,002) =C(0,113111...) = 1.

C(1/9+0,0002) =C(0,111311...) = 1 o.s.fr.

Vid tokum eftir ad fyrir allar nattdrulegar télur n mun C(1/9+2-107") = 1.

Vid sjaum pa ad |[C(1/9+2-107") —C(1/9)| = 1 fyrir allar nattdrulegar tolur n.

P.e.a.s. sama hversu ndlegt tolunni 1/9 vid féorum 4 pennan hétt pa verdur munurinn 4
fallgildunum alltaf einn.

C er pess vegna 6samfellt { punktinum x = 1/9.

(c)

Athugum fyrst ad C(3/10) = C(0,3000...) = 1.

Skodum fallgildin { nokkrum vel véldum t6lum sem eru nalegt tolunni 3/10.
C(3/10—0,01) = €(0,29000...) =0

C(3/10—0,001) = €(0,2990000... = 0)
C(3/10—0,0001) = €(0,2999000...) =0
o.s.fr.

Vid télum eftir ad fyrir allar nttirulegar tolur n mun C(3/10—107") = 0.

Vid sjdum pd ad |[C(3/10—-107") — C(3/10)| = 1 fyrir allar néttirulegar tolur .

b.e.a.s. sama hversu ndlagt télunni 1/9 vid forum 4 pennan hatt p4 verdur munurinn 4
fallgildunum alltaf einn.

C er pess vegna 6samfellt { punktinum x = 3/10.

Skyringardsemi

Adur en vid skilgreinum afleidu falls skulum vid taka dzemi til pess ad reyna ad ttskyra
hver hugmyndin er.

Vid skulum hugsa okkur bil { spyrnukeppni 4 500 metra braut.
Adur en billinn fer af stad er sett { hann ndkvamt stadsetningartaki sem getur teiknad upp
graf sem lysir stadsetningu hans 4 brautinni midad vid timann sem er lidinn fra upphafi
spyrnunnar.

Vegalengd (m)
Billinn fer af stad og keyrir brautina 4 ndkvemlega tiu 500
sekindum. 4
Eftir keppnina pa er stadsetningartekid skodad og pad 00
synir ad stadsetningu bilsins sem fall af tima megi lysa 300
med formulunni 200

100

s(t) = 512

par sem ¢ € [0,10] tdknar timann sem var lidinn frd

s(t) = 52

upphafi spyrnunnar maldur { sekindum og s(z) er
vegalengdin sem billin var biinn ad keyra mald { metrum.
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bessi formula segjir okkur til demis ad eftir fjérar sekindur var billinn bdinn ad keyra 80
metra pvi ad 5 -4 = 80 og eftir 4tta sekindur var billinn biinn ad keyra 320 metra pvi ad
5-8% =320.

Eins og vid md bdast er s(0) = 0 sem pydir ad eftir ndll sekdndur st6d billinn ennpa 6hreyfd-
ur og s(10) = 500 sem er { samreemi vid pad ad billinn hafi keyrt brautina sem var 500
metrar 4 tiu sekindum.

Ur formilunni er pé haegt ad fi meiri upplysingar heldur en bara stadsetningu bilsins. Til
demis dugar pessi formula til pess ad reikna 1t hrada bilsins 1 sérhverjum timapunkti.

Vid skulum nu fara 1 gegnum pad hvernig pad er gert.

Vid skulum reikna ut ndkvaman hrada bilsins pegar fjorar sekindur voru lidnar.

Athugum ad medalhradi bilsins yfir dkvedid timabil er skilgreint sem vegalengdin sem
billinn fer 4 pvi timabili deilt med lengdinni 4 timabilinu.

Pannig var t.d. medalhradi bilsins okkar { allri spyrnunni 50 metrar 4 sekundu pvi ad hann
for 500 metra & 10 sekiindum og 500/10 = 50.

Adur en vid getum reiknad tt nakvaeman hrada bilsins 4 timanum ¢ = 4 purfum vid ad
reikna Ut medalhrada bilsins & nokkrum vel voldum timabilum.

e Skodum fyrst medalhrada bilsins 4 timabilinu fra fjérum upp { 4tta sekundur.
A sekiindu 4tta er billinn kominn 5 - 8> = 310 metra.
A sekiindu fjogur er billinn kominn 5 - 4> = 80 metra.
Vegalengdin sem hann farist 4 timabilinu fra fjérum upp { atta sekindur er pa 310 —
80 = 230 metrar.
Lengdin 4 pessu timabili er fjorar sekindur.
Medalhradi bilsins & timabilinu fra fjérum upp { 4tta sekiindur er pa

%i() =57,5 m/s

e Skodum nast medalhrada bilsins fra fjérum upp 1 sex sekiindur. Vegalengdin sem
hann farist 4 pvi timabili er 5- 62 — 5 - 4% = 100 metrar.
Lengdin 4 timabilinu er 6 — 4 = 2 sekundur.

Medalhradi bilsins er pa

100
7 =50 m/s

e Skodum medalhrada bilsins fra fjérum upp 1 fimm sekindur.
Hann er 5 5
5:-5°-5-4 45
_— = — 4
5_4 I S m/s

e Medalhradi bilsins fra fjérum sekiindum upp { fjorar og hélfa sekiindu er

5-4,52-5-42 21,25
45—-4 0,5

= 42,5 m/s
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e Medalhradi bilsins fra fjérum sekiindum upp i 4,25 sekindur er

5-4,252—-5-4> 10,3125
425—4 0,25

=41,25 m/s

Nina geta gloggir nemendur kannski attad sig a4 pvi hvad er ad fara ad gerast.

Med pvi ad stytta timabilid meira og meira pa verdur medalhradinn nar og ner raunveru-
lega hradanum { timanum ¢ = 4.

betta er farid ad likjast pvi ad taka markgildi.

Almennt gildir a0 medalhradi bilsins frd fjérum sekindum upp i ¢ sekindur er

512 —5.42
t—4
begar vid styttum timabilid meir og meir pd erum vid { raun ad lita t6lunna ¢ hér ad ofan

stefna 4 fjora.
Pess vegna faum vid ad ndkvemur hradi bilsins 4 timanum ¢t = 4 er

2 .42 2_42 4 —4 4 4414
SIS M=) g SURHE=S) S SEEY)

1
—4  t—4 t—4  t—4 t—4 t—4 t—4 1 1

Pad er ad segja, ndkvaemur hradi bilsins pegar akkurat fjérar sekindur eru lidnar er 40
metrar 4 sekundu.

Hér t6r mikid piddur i pad ad reikna 1t hrada bilsins 4 einum timapunkti.

Segjum ad vid viljum reikna ut hrada bilsins { hundrad mismunandi timapunktum, pé yrdi
preitandi ad purfa ad reikna tut hundrad mismunandi markgildi.

Skynsamlegra veri ad reyna ad finna ut ndkvema formuilu sem gefur upp hrada bilsins a
sérhverjum tima. Pad er hegt!

Til pess ad reikna it hrada bilsins 4 timanum ¢ = 4 p4 purftum vid ad reikna Gt markgildid
. 5t2-5.42
lim ———
—4  t—4
Ef hinsvegar vid viljum reikna tut hrada bilsins 4 einhverjum 6drum tima ¢t = 79 pa parf
ekkert ad gera nema reikna tt markgildid
512513
lim ———2

=ty t—1

En petta er eitthvad sem ad vid getum reiknad it almennt:

5¢2 — 5.2 5(:2 —¢2 5(t+10)(t—1 5(t+t 5(fo+1,
fim 200y S0 R) St ) (=) S(tio) (0+°):10-zo
=ty t—1y =ty t—1ty 1Mo r—1p t—to 1 1

Vid hofum séd ad 4 timanum ¢ = ¢y pa er hradi bilsins 1079 m/s.
Med 6drum ordum pa ma lysa hrada bilsins af tima med fallinu sem gefid er med formul-
unni

v(t) = 10¢

Af bessu ma lesa ad hradi bilsins 4 sekindu fjogur er 4 - 10 = 40 m/s og hradi bilsins &
sekindu atta er 8- 10 = 80 m/s.
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Munum ad billinn byrjar kyrrstedur svo pad kemur ekki & 6vart ad v(0) = 0 sem m4 tdlka
sem svo ad hradi bilsins a sekindunni nuall sé null.

Adferdin sem hér var notud kallast deildun (diffrun).

Pessi adferd er ekki bundin vid petta einstaka fall, heldur ma gera petta almennt. Segjum
ad hradi bilsins hafi verid gefinn med einhverju 6rou falli k(z).

Hradi bilsins { timapunktinum ¢ = fy verdur pa fundinn med pvi ad reikna markgildid

LKD)~ k(o)
1=t tr—1

Afleiour

Setjum fram formlega skilgreiningu 4 afleidu

Gerum rdod fyrir ad [ : I — R sé fall sem er skilgreint d bili .
Ldatum a € I.
Fallio f er sagt vera deildanlegt (diffranlegt) { punktinum a ef ad markgildio
L 10— fla)
X—a X—a
er skilgreint og jafnt einhverri rauntolu, (Ekki plis eda minus oendanlegt.)
Pessi rauntala er taknud med f'(a) og kallast afleida fallsins f i punktinum a.

Ef fallio f er deildanlegt i sérhverjum punkti bilsins I pd segjum vid ad f sé deildanlegt
(diffranlegt) fall d I og pd er afleidan f fall d I.
Adgerdin ad finna afleiou kallast deldun (diffrun).

Hallatolur og snertlar

-,

I skyringardeminu ad ofan pa gafum vid okkur fall s sem lysti stadsetningu bils sem fall af
tima. Afleida fallsins s var pa tdlkud sem hradi bilsins.
I raun er hzegt ad tilka afleidu falls téluvert almennar.

Segjum ad fall f: I — R sé gefid ogada € 1.

Ef ad afleida fallsins f { punktinum a er skilgreind pa er algengast ad tilka tolunna f(a)
sem hallatolu fallsins f 1 punktinum a.

b.e.a.s. talan f/(a) lysir pvi hversu mikid fallid hallar { punktinum a.

Til ad skyra pessa tilkun betur er best ad skilgreina snertil falls fyrst

Ldatum f I — R vera fall skilgreint d bili I og ldtum a € 1.
Ef a0 afleioa fallsins f i punktinum a er skilgreint pd kollum vid linuna sem er gefin med
Jjofnunni
y=fla)+f'(a)(x—a)
snertil fallsins f i punktinum a.

Snertill falls f i punkti a er sd beina lina sem fer { gegnum punktinn (a, f(a)) og sem ad {
vissum skilningi liggur sem best uppad fallinu { pessum punkti.

Til ad fa betri tilfinningu fyrir pessu skulum vid teikna upp fallid
s(x) =5-x

Asamt snertli pess { punktinum x = 4.
Buid var ad reikna ad s(4) = 80 og s'(4) = 40.
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500 s(x) = 5x°
Jafna snertilsins fast p4 med formulunni 400
y=s5(4)+5"(4)(x—4) =80 +40(x — 4) 300
sem einfaldast { 200
100
y=40x—80 .

Til hlidar mé sja mynd af fallinu sjalfu dsamt snertli
pess sem er litadur blar. Flestir @ttu ad geta verid sam-
madla um ad snertillinn liggur vel uppad fallinu.

Til samanburdar er buid ad teikna tver raudar linur {
gegnum sama punkt sem liggja ekki vel uppad fallinu. Fleiri myndu segja ad peaer liggji {
gegnum fallid.

Reglur um deildun

Um deildun gilda nokkrar mikilvegar reglur.

Gerum rdo fyrir ad f, g séu deildanleg foll d R.
Ldtum a € R vera fasta.

Ppa gildir:
I (a-f) =
2. (f+e)=1"+¢
3.(f-g)=f-¢
4. (f-8)=fg+f¢
5 (fog) =(fog)g
Ef ad g(x) er ekki jafnt nilli fyrir oll x € I, pd gildir einnig

1) _ =¢
6. (g) g

Y _ fla—1¢
7 (g> g

Ef ao f er andhverfanlegt gildir einnig

8. Ef f(x0) = yo pd er

Athugasemd:

I reglunni er tekid fram ad f og g @ttu ad vera deildanleg 4 61lu R. Pad er gert til ad einfalda
framsetninguna 4 reglunni. I raun gilda pessar reglur fyrir 611 deildanleg f og g par sem ad
stedurnar vinstra megin jafnadarmerkisins eru vel skilgreindar.

Sonnum petta

1. Fyrir sérhvert xo par sem f er diffranlegt gildir
f(x) = f(x0)

((lf) (XO) — lim (af)(x) — (af)(X()) — lim af(x) —af(X()) —a- lim :le/(XO)

X—=X0 X — X0 X—X0 X — X0 X—X0 X — X0
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2. Fyrir sérhvert xo par sem f og g eru diffranleg gildir
(f+8)x) = (f+8)(x0)

<f + g>/<x0) - xli}rgclo X —X0 - Xli}rgclo X —X0
= lim (f(X))C:)]:O(XO) + g(xi:i(EXO)> ~ lim I ))C:)J:O(xo) +xh—>xog<xi:i§ 0) — £ (x0) + (x0)

3. Hér notum vid lidi eitt og tvo
(f=8)=(f+(=8) =f+(=8) =f+(-1)-g=f—-¢
4. Fyrir sérhvert xo par sem f og g eru diffranleg gildir

(f8)(x) — (fg)(x0) f(x)g(x) — f(x0)g(x0)

(f8)'(x0) = lim — = lim =
0 X —X0 0 X — XQ
o T08(06) = fx0)g(x) + £ (x0)g(x) — F(x0)g(x0)
X—X0 X —Xp
i LX80) = f(0)g(x) | f(X0)g(x) — f(x0)8(x0)
X—X0 X— X0 X—X( X — X0

= (lim g(x)) ( lim f(x)_f(“)) + f(xp) - lim 8 =80

X=X X — xO X—X0 X — xo
= g(x0) ' (x0) + f (x0)g' (x0)

5. Fyrir sérhvert xo pannig ad g sé diffranlegt i xo og f sé diffranlegt i g(xo) pd gildir.
(fog)(x) — (fog)(xo) f(8(x)) = f(g(x0))

(fog)(x0) = lim - = Jim =5
0 X —X0 0 X — X0
_ i S (80))) — f(g(x0))(8(x) —g(x0))
o (x —x0)(g(x) — g(x0))
_ i S80) — flexo)) . 800 —glx0) _ ooy
= lim 2(x) — g(x0) Am po— [ (g(x0)) - 8 (x0)

6. Fyrir sérhvert xo par sem g er diffranlegt gildir

(1/8(x) = (1/8(x0)) _ . (8(x0) —5(x))/(8(x)g(x0))

/
— | (x0) = lim = lim
g X—=X0 X — X0 X—X0 X — X0

:<}L@ow)'<_}%g(2:i§xo)> : (—g'(x0)) —g'(x0)

7. Hér verda lidir fimm og sex notadir

(0 -r-br-rher(Q) -t
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8. Athugum fyrst ad ef h(x) = x pd feest

" (x0) = lim 7h(x) ~ o)

X—X0 X —X0 X—=X0 X — X0

Skv. skilgreiningu d andhverfu pd er
(f o f)x) =x

Deildum nu sitthvoru megin jafnadarmerkis, vio notum lid fimm til ad deilda vinstra
megin. Vio faum
(f) N flx)=1

eda
1

—1 s x) =
(Y enNW =5y

Talan e og fallio ¢*

Adur en lengra er haldid 1 deildun er naudsynlegt ad kynna nyja télu til ségunnar sem ad er
gridarlega mikilveg i deildunarreikningi. Hiin kemur fram { eftirfarandi reglu.

Til er fall f skilgreint d ollu R pannig ad f(0) =1 og f' = f.
Petta fall er visisfall, svo ad til er jakveed rauntala, e pannig ad f(x) = e*

Sonnunin 4 pessari reglu er allt of teeknileg til pess ad fara 1 hana hér.

Alveg eins og talan 7 pd er talan e 6red sem pydir ad ekki eru til heiltdlur p og g pannig
ad e = p/q. Til ad f4 einhverja tilfinningu fyrir henni p4 er best ad skrifa upp nokkra fyrstu
aukastafi hennar.

e =2,718281828459045...

Munum ad sérhvert visisfall 4 sér andhverfu sem ad er kollud logri.

Fyrir eitthvad visisfall a* pa er andhverfa hennar taknud med log,(x), nema pegar a = 10,
b er yfirleitt skrifad bara log(x).

Talan e er p6 talin svo sérstok 1 sterdfredinni ad andhverfa fallsins ¢* er vanalega ekki
taknud med log, (x) heldur fer hin sér takn:

Fallid &* d sér andhverfu sem ad er tdknud med In(x).
betta fall er kallao nattiirulegri logrinn.

Deildun pekktra falla

N skulum vid deilda nokkur pekkt foll.

1. Efad a er fasti og f(x) = a pd er f'(x) =0.
EfncNog f(x) =x" pder f'(x) = nx"" 1.
Efnc Z\ {0} og f(x) =x" pd er f'(x) = nx""L.
Efnc Q\ {0} og f(x) =x" pd er f'(x) = nx""1.
Efn € R\ {0} og f(x) =x" pd er f'(x) = nx""!.
Efa € R, og f(x) = a* pd er f'(x) = In(a)a".

SN N
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

Efa € Ry og f(x) =log,(x) pd er f'(x) =

Ef f(x) = sin(x) pd er f'(x) = —sin(x).
Ef f(x) = cos(x) pd er f'(x) = cos(x).
Ef f(x) = tan(x) pd er ['(x) = 53

Ef (x) = cot(x) pd er f'(x) = k=

Sin

Ef f(x) = Arcsin(x) pd er f'(x) = -1

Ef f(x) = Arccos(x) pd er f'(x) = ———

Ef f(x) = Arctan(x) pd er f'(x) = Hlxz

Ef f(x) = Arccot(x) pd er f'(x) = 1;1@

Sonnum petta

1.

2.

Ef f(x) = a pd feest fyrir sérhvert xy € R ad

Flxo) = lim X =S0) o amd 02
X—X( X — X0 X—X0 X — X0 X—X(

Til ad gera tdknmdlid skiljanlegra munum vio endurskyra fallio og setja fn(x) = x"
fyrir oll n.

Reglan segjir nii ad f(x) = nx~! fyrir 6ll n € N.

Notum prepun til pess ad syna petta.

Synum fyrst ad reglan er sonn pegar n = 1.

fil) —filxo) _

X—X0 X — X0 X—X0 X — X0

T =1

svo reglan er sonn fyrirn = 1.

Gerum neest rdd fyrir ad reglan sé sonn fyrir eitthvad n og synum ad hii sé sonn fyrir
n+ 1. b.e.a.s. vid gerum nii rdd fyrir ad f(x) = nx"~1.

Med pvi ad nota regluna fyrir deildun margfeldi falla faum vio ni

Fur1 () = (fu- 1) (x) = £u () 1 (x) + fu () 1 ()
x4 L= X = (n+ D"
Vio faum pvi ao reglan er sonn fyrir sérhvert n € N.

Héldum dfram ad nota tdaknmdlio f,(x) = x".
Tokum eftir pvi ad fyrir 6ll n pd er
1
S=n
11id tvo héfum vid i pegar synt ad nidurstadan er rétt ef n € 7.\ {0} er jakved. Vid

skulum pvi gera rdo fyrir ad n sé neikveo.
Fyrst n er neikveed pd er —n jdkveeo.

In

132



Pd feest med pvi ad nota lidinn d undan og regluna um deildun d deilingu falla ad

f,;<x>:( ! )’(x>: ) —<(_xn_>5)-2n_1

f=n (f=n(x))?
—n—1
_ nx — = nx—n—l—(—Zn) — !
X n
. Par semn € Q pd eru til heiltolur p og q pannig ad n = g.

Vid munum nii skrifa f,,(x) = xP/4.

Synum fyrst ad reglan er sonn ef p =1 p.e.a.s. fyrir fall af gerdinni f;, = x4,

Vid vitum ad fallid f, er andhverfa fallsins fq (x). Nii notum vid regluna um deildun
d andhverfu til pess ad fd

, 1
(fl/q qu)(X) = fé(-x)
sama hlutinn er heegt ad skrifa sem
y 1
fl/q(fc](x)) = fé(X)

Nii er q heiltala svo skv. lidnum d unden er f,(x) = gxd=1.
Vio stingum pessu inni og fdum
1
i) =

= e

1
Meod pvi ad skipta it x fyrir x4 i pessari jofnu feest
1 1 14 1 14
f{/q<x): 1 = —X 9 = —Xx1
gx 4 q q

Svo ad setningin er sonn fyrir télur af gerdinnin = 1/q.
Fyrir almennt n = g Dd feest

Fp1a@) = (oo f17) (x) = (fp 0 f1)g) (X f11q(x) = [ (fryq () - fi g (%)

1 1 1 p=1 1 1 P 2
. —= —X1
q q q

. bessi regla verdur ekki sonnud hér.

. Hér notum vio regluna sem var sett fram osonnud ad ofan, nefnilega pd reglu ad ef
gx)=e"pdaerg =g

Ldtum nii h(x) = In(a)x og f(x) = a".

bd sést ad f(x) = goh(x) svo ad

f'(x) = (goh)'(x) = (g'oh)(x) - h'(x) = g'(h(x))I (x) = g(h(x)) - I (x)
= (goh)(x) K (x) = f(x) - (x) = a"-In(a)
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7. Synum petta fyrst fyrir ndtturulegra logrann In, athugum ad In(e) = 1 skv. skilgrein-
ingu.
Setjum f(x) =1In(x) pd er f~1(x) = & og pvi einnig (f~1)(x) = e".
bd feest skv reglu um deildun d andhverfu ad

—1y/ - 1
(YU = 73
og par sem (f~1)' (f(x)) = [~ (f(x)) = x feest
1
TP
eda |
flx) = p

Til ad syna petta fyrir almennan logra log,(x) purfum vid ad rifja upp lograreglu
sem segjir a0

log, () = 15

en pd feest

(log,(x)) = (128 )/ B 111(1“>x

8. Hér verour notud hornafallaregla sem segjir ad
sin(x) —sin(y) = 2sin((x —y)/2) - cos((x+y)/2)
Einnig verdur nast vio pekkta markgildio
sin(x)

lim

x—0 X

=1

en synt var fram d petta i kaflanum um markgildi.
N faum vio
sin(x) — sin(xp) 5 2sin((x—xp)/2)cos((x+x0)/2)

sin’(x0) = lim = lim
X—X0 X — X0 X—=X0 X — X0

. . __ X=X
Setjum nii h = =52

Pd er x =2h+x) 0g *52 = % = h+xo.
Tokum einnig eftir pvi ad h stefnir d niill pd og pvi adeins ad x stefni d x.
Vio getum pvi breytt markgildinnu og skrifad
m 2sin(h) cos(h+xp)
h—0 2h

sin(h)

= (}lgg)cos(xo—f-h)) : <lim ) = cos(xp) - 1 = cos(xp)

h—0

9. Hér notum vid lidinn d undan og hornafallareglurnar
sin(x+m/2) = cos(x) cos(x+m/2) = —sin(x)
0g Vvio fdaum

(cos(x)) = (sin(x+7/2))" = cos(x+m/2) = —sin(x)
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10. Hér notum vid skilgreininguna d tangens

sin(x)

fan(x) = cos(x)

honrafallaregluna
sin?(x) + cos>(x) = 1

og reglu um deildun d deilingu falla til pess aod fd:

. ! . /~ o . / . P N .
tan’ (x) = (sm) (x) = sin’ - cos — sin - cos (x) = cos - cos — sin-(— sin) )

cos cos? cos?
2 -2
COS” +sIn 1
- cos? () = cos? (x)
11. ) )
cos’ —sin“ —cos —1
cot'(x) = (—) x) = X) =
(x) sin (x) sin? ) sin?(x)
12. Par sem fallid Arcsin er andhverfa fallsins sin d bilinu [—n/2,7/2| pd er:
1 1
Arcsin' (sin(x)) = (%)

sin'(x)  cos(x)
Einangrum nii cos(x) vtir jofnunni
cos?(x) +sin®(x) = 1

og athugum ad kdsinusinn er alltaf jakveedur d bilinu [—1 /2,1 /2] og fdum pess vegna

cos(x) = /1 —sin?(x)
Stingum pessu inni jofnuna () og fdum
1
V1 —sin?(x)
Med pvi ad skipta sin(x) it fyrir x feest ad lokum
1
V=%

Arcsin' (sin(x)) =

Arcsin’ (x) =

13. Mjog svipad og lidurinn d undan

14. Par sem Arctan er andhverfa fallsins tan(x) d bilinu [—n/2,1/2| pd er
1

! _ _ 2
Arctan’ (tan(x)) = an'() cos~(x) (%)
Athugum ad
1 1 cos?(x) ’
= _ = = cos“(x
I+tan?(x) |, sin’®)  cos?(x)+sin(x) )
cos2(x)
Stingum pessu inni jofnuna (%) og faum
1
! _
Arctan (tan(X)) = HT]’]Z()C)
skiptum it tan(x) fyrir x og fdum
1
Arctan’ (x) =
rctan’ (x) e
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15. Mjog svipad og lidurinn d undan

Dzemi:
Finnid afleidur eftirfarandi falla:
(@
f(x) = cos(In(x))
(b)
g(x) = 3%- Arctan(x°)
(0)
h(x) = cos*(x* +3)
Lausn:
(a)
Hér notum vid reglu um deildun 4 samsetningu falla
, 1 —sin(In(x))
"(x) = —sin(l o=
£'() = —sin(Inx)) -~ =
(b)
Regla um deildun 4 margfeldi falla gefur
g'(x) =1n(3)3*Arctan(x) + 3" TP 5x
Sx*. 3
=1In(3) - 3"Arctan(x’) + -
n(3) rctan(x )+1+x10
(c)
B (x) =4-cos (x* 4+ 3) - 2x = 8xcos’ (x* +3)
Kedjureglan

Kedjureglan var sonnud i kaflanum um deildun. Vid skulum setja hana aftur fram hérna

Ldatum f: I — R og g; J — R vera deildanleg foll a bilunum I og J sem eru pannig ad
g(J) C L Pd er fallid f o g deildanlegt og

(fog) =(f"og)-¢&

Hornafoll

Afleidur hornafallanna voru leiddar ut { kaflanum um deildun
e cos’(x) = —sin(x)

e sin’(x) = cos(x)

1
cos?(x)

e tan’(x) =

e cot'(x) = -
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Hagildi og lagildi

Hugsum okkur fall f: I — R skilgreint & einhverju bili /.

Skilgreiningin 4 hagildi fallsins f er frekar natturuleg, fallid f er einfaldlega sagt taka ha-

gildi { punktinum par sem pad er sterst.

Skilgreiningin 4 stadbundnu hagildi er adeins teknilegri. Fallid f er sagt hafa stadbundid
hagildi 1 einhverjum punkti ¢ ef hagt er ad finna minna bil J C I { kringum ¢ pannig ad
stersta gildi f a bilinu J sé 1 punktinum c. Laggildi og stadbundid laggildi er skilgreint

svipad.

Utgildispunktar eru peir punktar kalladir sem eru annad hvort hagildis- eda laggildispunkt-

ar.
Formlega:

Ldtum f: I — R vera fall d einhverju bili I og ¢ € I.

o Fallid f er sagt taka hdgili { punktinum c ef ad f(c) > f(x) fyrir 6ll x € L.

e Fullid f er sagt taka ldggildi i punktinum c ef ad f(c) < f(x) fyrir 6ll x € I.

o Fallio f er sagt hafa stadbundio hdgildi i punktinum c ef til er bil J C I pannig ad
¢ € J en c er ekki endapunktur bilsins J og um oll x € J gildir ad f(c) > f(x)

o Fallio f er sagt hafa staobundio ldggildi i punktinum c ef til er bil J C I pannig ad
¢ € J en c er ekki endapunktur bilsins J og um oll x € J gildir ad f(c) < f(x)

e Efc er annadhvort hagildi eda ldggildi fallsins f pd segjum vio ad c sé itgildi fallsins

f

e Ef ad c er annadhvort stadbundio hdgildi eda sta0bunbundio ldggildi fallsins f pd

segjum vio ad c sé stadbundio utgildi fallsins f.

Til skyringar skulum vid teikna mynd af marglidunni

X4 .x3 2

p(x):§—§—x +x
og merkja inn stadbundin hégildi og laggildi.
Myndin er teiknud af marglidunni 4 bilinu [—2,2] af pvi
ad pad er eini stadurinn par sem eitthvad dhugavert gerist.
Fallid stekkar upp i 6endanleikann ef farid er lengra til
vinstri eda hagri.
Marglidan hefur engan hagildispunkt pvi hiin gerir ekkert
nema ad stekka og steekka 1 badar attir.
Hins vegar sést af mynd ad hun tekur stadbundid hagildi 4

einum stad, sem merkt er 4 myndina med raudum punkti. —2 —1
Laggildi marglidunnar er merkt inn 4 mynd med blaum

punkti og annad stadbundid 1aggildi hennar er merkt med

grenum punkti.

Tokum eftir ad skv. skilgreiningu pé eru hagildispunktar
sér 1 lagi staObundnir hagildispunktar. Eftirfarandi regla
hjélpar okkur ad finna b4 punkta par sem fall f tekur stad-
bundin utgildi.
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Gerum rdod fyrir ad f sé deildanlegt fall skilgreint d bili I.
Ef ad f tekur stadbundid itgildi i ¢ pd er f'(c) =0

Taka skal sérstaklega fram ad andhverfa pessarar reglu er ekki algild. P.e.a.s. ef ad f'(c) =
0 pé parf ekki ad vera ad f taki stadbundid utgildi { punktinum c.

Til ad rokstydja pad ma skoda fallid f(x) = x> sem er stranglega vaxandi og vex frd minus
d6endanlegu upp i 6endanlegt og hefur pvi engin stadbundin utgildi. Engu ad sidur pa er

£(0) =0.

Med hjalp pessarar reglu skulum vid ttskyra adferd til pess ad finna hégildi og laggildi
falls.

Finna skal hagildi deldanlegs falls f : 1 — R sem er skilgreint d bili sem inniheldur enda-
punkta sina.

1. Deildio fallio f

2. Finnid alla punkta ¢ € I pannig ad f'(c) = 0.
Nefnum pd cy,ca,...,Cp.
Ldtum endapunkta bilsisn I heita a og b

3. Reiknid it f(c;) fyrir 61l i og reiknid einnig f(a) og f(b).

4. Nu er hagildi og ldggildi fallsins f i peim punktum par sem titkoman var heest og
leegst.

kldjl
Nattarulegri logrinn og afleida hans

Nittarulegi logrinn In : Ry — R var skilgreindur {i kaflanum um deildun sem andhverfa
visisfallsins e* par sem e ~ 2,7182818... er pekktur fasti. Afleida hans er gefin med

1
I’ (x) = —
Wx) =

Afleida andhverfu falls

Reglan um afleidu andhverfu falls var leidd ut { kaflanum um deildun. Hin verdur sett fram
hér aftur.

Ldatum f : I — J vera andhverfanlegt og deildanlegt fall frd bili I yfir d bil J. Pd er
andhverfan f~! deildanleg og uppfyllir formiiluna

Veldisvisisfallio ¢*

I kaflanum um deildun var ratt um veldisvisisfallid e*.
Samkvamt skilgreiningu okkar pd er talan e su tala pannig ad veldisvisisfallid uppfylli
deildajéfnunna

(&) ="
Breidbogafollin
Hér munum vid skilgreina ny foll, nefnilega breidbogaf6llin.
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Breiobogafollin eru skilgreind med eftirfarandi formiilum

e +e
h(x) :=
cosh(x) 7
[ )
et —e*
inh(x) :=
sinh(x) 2
) inh(x)
sinh(x
tanh(x) :=
anh(x) cosh(x)
) h(x)
cosh(x
th(x) :=
coth(x) sinh(x)

I raun er ekkert merkilegt ad gerast  pessum skilgreiningum. Pad kemur einfaldlega { 1j6s
ad follin sem eru gefin med pessum formilum hafa marga géda eiginleika og koma pvi oft
upp 1 sterdfraedi. I stadin fyrir ad purfa ad skrifa upp formilu eins og % aftur og aftur
akvadu pvi sterdfredingar ad gefa pessum follum sér nofn.

Nofnin svipa til hornafallanna pvi ad pessi foll uppfylla margar svipadar reglur og horna-

follin, en p6 ekki alveg eins

1.
cosh?(x) — sinh?(x) = 1
2.
sinh(—x) = —sinh(x)
3.
cosh(—x) = cosh(x)
4.
sinh(x £ y) = sinh(x) cosh(y) &= cosh(x) sinh(y)
5.
cosh(x £ y) = cosh(x) cosh(y) £ sinh(x) sinh(y)
6.
sinh(2x) = 2sinh(x) cosh(x)
7.
cosh(2x) = cosh?(x) + sinh?(x)
8.
cosh’(x) = sinh(x)
9.
sinh’(x) = cosh(x)
10. {
tanh’(x) = ———
anh'(x) cosh?(x)
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11.
—1

sinh?(x)

coth’(x) =

Audvelt er ad reikna ut pessar reglur beint ut fra skilgreiningunum, pad verdur ekki gert
hér.
Andhverfur hornafallanna og afleiour peirra

Andhverfur hornafallanna voru skilgreindar { kaflanum um hornaf6ll. Hér kemur skilgrein-
ingin aftur:

1. Arcsin: [—1,1] = [-n/2,1/2]
er fallio sem uppfyllir

sin(Arcsin(x)) =x  fyriréll x € [—1,1]

2. Arccos: [—1,1] — [0,m]
er fallio sem uppfyllir

cos(Arccos(x)) =x  fyrirdllx € [—1,1]

3. Arctan : [—oo,00] — [—1/2,1/2]
er fallio sem uppfyllir

tan(Arctan(x)) = x Jyrir 61l x € [—oo, 00]

4. Arccot: [—oo 00| — [0,T]
er fallio sem uppfyllir

cot(Arccot(x)) =x  fyrir 6ll x € [—oo0, 0]

Heagt er ad deilda pessi foll og afleidur peirra voru leiddar ut i kaflanum um deildun.
ber eru

1
Arcsin' (x) = —
—X
* 1
Arccos' (x) = ——
V1—x?
* 1
Arctan/(x) = ﬁ
x
* 1
Arccot (x) = 11 5
x
Regla I’Hopital

Regla I’Hopital er mjog gagnleg vid ad reikna ut ymis markgildi.
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Gerum rdd fyrir ad f og g séu deildanleg foll d einhverju bili I og ad c € I sé punktur

pannig ad f(c) =g(c) =0.
ba gildir ao

f(c) f'()

M)~ (o)

Med pvi skilyrdi ad a.m.k. annadohvort pessara markgilda sé skilgreint.

Daemi:
Reiknum markgildid
lm sin(x)
x—=0 X
Lausn:

Hér er f(x) = sin(x) og g(x) = x Vid sjaum ad f(0) = g(0) = 0 svo ad vid getum notad
reglu 1’Hopital
sin(x) (sin(x))’ cos(x) 1

lim = lim = lim =-=1
=0 X x—0 (x)’ =0 1 1

Athugasemd:

I kaflanum um markgildi eyddum vid mikilli orku { ad reikna petta markgildi med notkun
klemmureglunnar. Ekki verdur hja pvi komist ad gera pad pvi ad petta markgildi er notad
til pess ad leida ut afleiduna af sinusfallinu og 4n hennar vari ekki hagt ad nota reglu
I’Hopital.

Stofnfoll

Latum f: I — R vera fall skilgreint 4 einhverju bili /.

I sidustu koflum hofum mikid rett um adferdir til pess ad finna afleidu fallsins f ef pad er
hagt og hvada upplysingar um fallid afleidan gefur.

I pessum kafla munum vid { vissum skilningi gera pad akkurat 5fuga vid ad finna afleidu.
b.e.a.s. vid munum leita ad falli F pannig ad F’ = f.

Ldtum f: I — R vera fall skilgreint d bili I.
Efad F : I — R er deildanlegt fall pannig ad F' = f pd segjum vid ad F sé stofnfall fyrir
f
Stafnfall af falli f er oft nefnt 6dkvedio heildi og er tdknad med

/ f(x)dx

Athugum ad ef F er stofnfall fyrir fog a € R er einhver rauntala, p4 er fallid F + a einnig
stofnafall fyrir f pvi ad

(Fta) =F+(a) =f+0=f
bvi getum vid sagt ad ef ad fall hefur a.m.k. eitt stofnfall p4 hefur pad 6oendanlega morg

stofnfoll.
Athugum einnig ad ef ad G og F eru tvd mismunandi stofnfoll fyrir f pa fest

(F-G)=F -G =f-f=0

Af bessu leidir ad fallid F — G er fastafall, p.e.a.s. til er C € R pannig ad F — G = C sem
gefur svo F = G+-C.
Af pessu sjaum vid ad ef ad F er eitthvad stofnfall fyrir fallid f péd eru ndkvemlega 6l1
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stofnfoll pess af gerdinni F + C par sem C er fasti.
Af pessum dstedum pd er vaninn ad skrifa

par sem F er eitthvad stofnfall fyrir f.

bekking okkar 4 afleidum gerir okkur kleift ad bua til langar t6flur yfir stofnfoll

fx) | f(0)dt f(x) J f(t)dt
x" gl 4C 1 In ]x] +C
e e +C a* lna +C
xe* (x—1)e"+C Inx xlnx—x+C
x'e* x'e* —n[x""le*dx | x¥*Inx %lnx (n+1)2 +C
sinx —cosx+C CoSx sinx+C
tan x In|_L|+C cotx In|sinx|4+C
1 1
< 1n|gmx —cotx|+C o5t ln|cosx +tanx| +C
a7 | sin ' o+C s | atan ' E4C
2
fzixz 5~ ln‘xw +C Valtad® | VxRt + S inlx+Vx2tad?|+C
7,7)(22:612 ln\x—i—\/mH—C a?—x2 |3 az—x2+§sin’1§+c

Akvedid heildi

Létum til ad byrja med f vera fall 4 bili [a,b] og gerum rad fyrir ad f(x) > 0 fyrir 6l
x € [a,b]. Heildi fallsins f yfir bilid [a,b] 4 ad vera flatarmdl svadisins sem afmarkast af
x-dsnum, grafi f, 16dréttu linunni x = a og 16dréttu linunni x = b. Petta mengi er

D = {(x,y);0 <y < f(x),x € [a,b]}.

bad eru audvelt ad reikna 1t hvert flatarmalid er ef fallid f er af einfaldri gerd, til demis ef
pad er fasti, prepafall, eda graf pess samanstendur endanlega morgum linustrikum. Hug-
myndin ad skilgreiningu 4 flatarmali almenns svaedis D af pessari gerd snyst um ad nalga
pad innanfra og utanfrd med marghyrningum, A C D og B O D, og reikna ut flatarmal A og
B. Ef a0 fyrir sérhvert € > 0 eru til marghyrningar A C D og B O D pannig ad mismunurinn
a flatarméli A og B sé minni en €, pa segjum vid ad f sé heildanlegt 4 bilinu |a,b]. P4 er
til otvirett akvordud tala I, sem er pannig ad flararmél A getur ekki verid sterra en I og
flatarmal B getur ekki verid minna en /. P4 t6lu kollum vid heildi fallsin f yfir bilid [a, D]
og tdknum pad med

/abf(x)dx

og vid litum & pad sem flatarmal svedisins D.

Formlega skilgreiningin 4 heildi er almennari en hér var lyst, pvi hin takmarkast ekki vid
jakvad foll. T henni er einungis 1itid 4 marghyrninga sem eru sammengi rétthyrninga med
hlidar samsida 4sum hnitakerfisins.

Mengi P = {xo,x1,...,x,} par sem a = xp < x; < --- < x, = b kallast skipting & bilinu
[a,b]. Tokum nd fall f : [a,b] — R og gerum rad fyrir ad fallid f sé takmarkad, en pad
pydir ad til séu fastar m og M, pannig ad

m< f(x) <M, X € [a,b].
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Summur af gerdinni

n

n
U:Zmi(x,-—xi,l) og Y:ZMi(X,'—xl;l),
i=1 i=1
par sem m; < f(x) < M; fyrir 6ll x € [x;,_1,x;], nefnast undirsummur og yfirsummur fyrir
fallio f og summa af gerdinni

n

S=> flti)(xi—xi—1)
i=1
par sem #; € [x;_1,x;] er nefnd millisumma eda Riemann-summa fyrir fallio f. Vid hofum
augljoslega U < § <Y fyrri allar undir-, milli- og yfirsummur U, S og Y.

/ /

u d d

Undirsumma. Y firsumma. Millisumma.
Takmarkada fallid f : [a,b] — R er pd sagt vera heildanlegt ef um sérhvert € > 0 gildir ad
til er undirsumma U og yfirsumma Y fyrir f pannigad ¥ —U < €.

Ef f er heildanlegt, pd ma alltaf finna vaxandi runu af undirsummum (U j);"zl og minnkandi
runu (Yj);":l af yfirsummum pannig ad ¥; — U; — 0. Badar runurnar eru pa samleitnar med
sama markgildi og pad nefnum vid heildi fallsins f d bilinu |a,b] og vid tdknum pad med

/abf(x) dx.

Vert er ad taka pad fram ad x er i pessu tilfelli ekki breyta, p.e. |, f f(x)dx er ekki fall af x.
begar reiknad hefur verid upp ur heildinu er x ekki lengur til stadar { stedunni.

[ pessari skilgreiningu er gert rad fyrir ad a < b. Ef a = b, b4 er heildid augljéslega 0. Ef
a > b, b4 skilgreinum vid

/abf(x)dx: —/baf(x)dx.

Synidaemi 10.1.1

Finnid yfirsummu og undursummu med skiptipunkta { heilu tolunum fyrir f := x> +4x 4
bilinu [0, 8].

Lausn: Vid sjdum ad fallid er stranglega vaxandi svo ad med pvi ad velja fallgildi { hegri
enda hlutbils faum vid yfirsummu og med pvi ad velja fallgildi { vinstri enda hlutbils faum
vid undirsummu. Hvert bil er af lengd 1 svo vid ad yfirsumman er

Y= fk) =Y K2 +4k= K +4> k=204+4-36=1348
og undirsumman U er
7
U= flk—1)=Y kK +4k=Y — f(8) =252.
k=1 k=0

Reiknireglur
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(i) Ef f og g eru tvo heildanleg foll 4 [a,b], pd er f + g heildanlegt og

[0 +s@ar= [ rwar+ [ gtoax

(ii) Ef k er rauntala og f er heildanlegt 4 [a,b], pd er kf heildanlegt og

/abkf(x)dx:k/abf(x)dx

(iii) Ef a < ¢ < b og f er heildanlegt 4 [a,b], pé er f heildanlegt 4 bAdum bilunum [a, c|

og [c,b] og b C b
| feax= [ fdr+ [ s

(iv) Ef f er heildanlegt 4 [a+c,b+c|, pd er

/abf(x—kc)dx: Lb+cf(x)dx.

+c
Synidaemi 10.2.1
Reiknid heildid 1 5
/0 x—ka’x+/2 (x— 1)+ kdx.

Lausn: Vid notum reiknireglur og faum
1 3
/O x—kdx+ / x—1) +kdx

—/ X— kdx+/ x+kdx

—/ xdx— / kdx+/ xdx+/ kdx

22 02
= / xdx—k+k= > 5 = =2.

Einhalla vaxandi foll

Léatum f : [a,b] — R vera vaxandi fall. Pd er f takmarkad pvi f(a) < f(x) < f(b) fyrir 6l
x € |a,b]. Latum P = {xo,...,x,} vera jafna skiptingu 4 [a,b], p.e.a.s. x;=a+i(b—a)/n.
Pd er x; — x;—1 = (b—a)/n. Vid setjum sidan m; = f(x;—1) og M; = f(x;). Fyrst f er
vaxandu pderu U = Y%  mj(b—a)/nogY = 3" | M;(b— a) undir- og yfirsummur fyrir
fallid f og vid hofum

n

Y-U= En:(Mi—mi)(b—a)/nz > (f(xi) = f(xim1))(b—a) /n=(f(b) — f(a))(b—a)/n.

i=1 i=1
Athugid ad hér hofum vid notfaert okkur ad

n

;(f(xi)_f(xifl))
= f(x1) = f(xo) + f(x2) = f(x1) + f(x3) = f(x2) 4+ + fxa) = f(xa—1)
= f(xa) — f(x0) = f(b) — f(a).

N sjdum vid ad med pvi ad velja skiptinguna néga fina, p.e.a.s. n négu stért pa sjdum vid
a0 mismunurinn Y — U getur verid hversu smar sem vera skal. Par med hofum vid synt
fram & ad vaxandi fall er heildanlegt.
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Utreikningana hér ad ofan md lika
hugsa sem svo ad par sem fall-
10 er einhalla skarast rétthyrning-
f(b) — f(a) arnir sem afmarkast af punktun-
um (x;, f(x;)) og (Xiy1,f(xir1))
ekki svo vid getum imyndad okk-
ur ad vid stoflum peim hverjum
. . — ofan 4 annan og fium p4a ut rétt-
a b h hyrning med flatarmal /- (f(b) —
f(a)). Flatarmadl pessa rétthyrn-
ings er jafnt Y — U. En med pvi ad 1ata & stefna 4 0 sést ad flatarmélid, og par med Y — U,
getur verid eins 1itid og vid viljum og par med er fallid heildanlegt.
Ef f er minnkandi, pa er — f vaxandi og par med er — f heildanlegt. Reikniregla (ii) { si0-
ustu grein med k = —1 segir okkur sidan ad f sé heildanlegt. Nidurstadan er pvi: Sérhvert
einhalla fall 4 [a, D] er heildanlegt.

Samfelld foll eru heildanleg

Gerum ni rd fyrir ad f : [a,b] — R sé samfellt og veljum jafna skiptingu eins og i sidustu
grein. Fyrst fallid f er samfellt, pa tekur pad stersta og minnsta gildi gildi { punktum
c¢; og d; & sérhverju hlutbili [x;_1,x;|. Petta pydir ad f(c;) = min{f(x); x € [x;i—1,x]} og
f(di) =max{f(x);x € [xi—1,x;]}. Vid faum nd ad

n

Y-U= i(Mi —mi)(b—a)/n=">_(f(di)— f(ci))(b—a)/n.

i=1 i=1

Ef gefin er tala € > 0, pa er hegt ad syna fram 4 ad velja megi skiptinguna pad fina ad
0 < f(di) — f(ci) < €/(b—a) fyrir 6ll n. Fjoldi lidanna { summunni er n, svo vid faum
matid ¥ — U < €. Vid hofum pvi synt ad sérhvert samfellt fall 4 [a,b] er heildanlegt.

Med pvi ad tengja tver sidustu nidurstodur saman getum vid nu fengid ad ef f er takmarkad
fall 4 bilinu [a, D] og til er skipting 4 [a,b] pannig ad f er annad hvort einhalla eda samfellt
4 sérhverju hlutbili skiptingarinnar, pa er f heildanlegt og heildid er summa heildanna 4
hlutbilunum,

ai—1

/abf(x)dx:g/éi f(x)dx

par sem a; eru endapunktar hlutbilanna.

il
T

ag a a a3
Grundvallarsetning steerdfraedigreiningarinnar

Heildun og deildun eru meginadgerdir sterdfredigreiningar-

I F(x)dx = F(b) — F(a) innar. Samband peirra er gefid med setningum sem nefndar
¢ eru undirstodusetningar sterdfredigreiningarinnar:
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(i) Ef fallid f er samfellt 4 [a,b] og fallid F er skilgreint
med

Flx) = /axf(t)dt, x € [a,b]

bd er F stofnfall f, p.e.a.s. F'(x) = f(x) fyrir 6ll x €
la,b].

(ii) Ef f er samfellt fall 4 [a,b] og F er stofnfall pess, pa er

Synideemi 10.6.1
Finnid afleidu fallsins F(x) := 3 sin®(¢?)dt.
Lausn: Samkvzmt undirstédusetningu sterdfredigreiningarinnar er afleidan F/(x) = sin®(x?).

Hlutheildun

Litum 4 tvo deildanleg foll f og g med samfelldar afleidur. Reglan um deildun 4 margfeldi
falla segjir ad

(f8) =f'g+ ¢

Ef 6akvedid heildi er tekid af sterdunum sitt hvoru megin vid jafnadarmerkid fest svo skv.
undirstodusetningu sterdfredigreiningarinnar

F@gx) = [ (F'0)g@) + £ (g (x))dx

Med pvi ad fera yfir jafnadarmerkid faum vid reglu sem ad er oftast kollud reglan um
hlutheildun

Ldatum f og g vera deildanleg foll med samfelldar afleiour, pd er

[ 108 @dx = £(x)8(x) ~ [ £ (0)g(x)dx

Daemi:
Reiknid 6dkvedna heildid

/ xcos(x)dx

Lausn:
Hér er hentugast ad setja f(x) = x og g(x) = sin(x). Pder f'(x) =1 og g’(x) = cos(x). P4
feest med reglunni um hlutheildun ad

[ xeos@dx = [ f(0)g (x)dx = f(9)g(x) — [ £ (g()dx

= xsin(x) — /sin(x)dx = xsin(x) 4 cos(x) +C

Innsetningaraoferd

Latum g vera samfellt deildanlegt fall 4 einhverju bili [a,b] og f vera samfellt fall 4 bili /
sem inniheldur myndmengid g([a,b]). Ef ad F er stofnfall fyrir samfellda fallid f pa gefur
kedjureglan okkur ad
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(Fog)'(x) =F'(g(x))g'(x) = f(g(x))g'(x)

og par med er F o g stofnfall fyrir f(g(x))g’(x). Onnur undirstodusetningin gefur okkur pé

b , g(a)
|, 7(6)g ()dx=F(s(b) ~ F(gla) = [ " p(e)ds

Pessi adferd er oft hugsud pannig ad vid litum 4 u = g(x) sem nyja breytu i heildinu lengst
til vinstri og setjum hana { heildid { stadin fyrir g(x) og pd verdum vid ad setja inn du {
stadin fyrir g’(x)dx

Med 6dkvednum heildum verdur reglan

/f( dx—/f u)+C=F(gx))+C

Daemi:
Reiknid dkvedna heildid

/16”/2 cos(In(x)) J

X
X

Lausn:
Hér munum vid setja u = In(x), pa verdur du = idx og pvi fest

o2 In(e™?) /2
/1 de — /1 COS(M)dM = /TC COS(M)dM = [Sin(x)]g/z — 1 — O = 1

X n(1) 0

Stofnfoll og heildi logra og veldisvisisfalla

Stofnfall fyrir logra er gefid med

_ (xIn(x) —x)
/loga(x)dx = el +C

og stofnfall fyrir visisfall er gefid med

ax
Ydx = C
/ @ In(a) T

Akvedid heildi og flatarmal

Eins og sagt er frd { kaflanum um Riemann-summur og dkvedin heildi pé er dkvedna heildid

/abf(x)dx

hugsad sem flatarmal formsins sem afmarkast af ferli fallsins f, x-dssins og linanna gefnar
med jornunnum y = a og y = b, af pvi gefnu ad f(x) > O fyrir 61l x.
Ef f(x) < 0 pd er petta hugsad sem neikvett flatarmal formsins.

Mjog mikilvaegt er ad nemendur 4tti sig & muninum 4 skilgreiningunni 4 dkvednu og
6dkvednu heildi.
Akvedid heildi er skilgreint sem flatarmal, en 6dkvedid heildi er skilgreint sem eins konar
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andhverfa deildunnar.

Vid fyrstu syn er langt fra pvi ad vera augljost ad pessir tveir hlutir séu & einhvern hatt
tengdir p6 svo ad tdknmalid sé mjog likt. Pad er undirstodusetning sterdfraedigreiningar-
innar sem utskyrir hversu skild pessi hugtok eru og skyrir pess vegna hvers vegna stard-
freedingar voldu svona likt tdknmal fyrir hugtok sem vid fyrstu syn virdast ekki mjog tengd.

Vert er ad itreka eftirfarandi sérstaklega. Akvedid heildi er skilgreint sem flatarmal en ekki
andhverfa deildunnar. Tengslin par 4 milli eru fengin med reglu.

Daoemi:

Reiknid

L 11 sin(sin(x®))dx

Lausn: y

Hér er ndnast 6mogulegt ad finna stofnfall fyrir heild-
isstofninn sin(sin(x%)). P6 er hagt ad taka eftir pvi ad
fallid er oddstztt, bad sést af pvi ad sin(x) og x> eru bzdi 057
oddsted foll og samsetning oddstedra falla er oddstett.
Akvedna heildid fast med pvi ad finna flatarmalid und-
ir ferlinum hagra megin vid y-asinn pvi par er fallid ja-
kvatt, og draga sidan frd flatarmalid yfir ferlinum vinstra
megin vid y-asinn pvi ad par er fallid neikvett.

Par sem ad fallid er oddstatt pa nillast flatarmélin ut og
vid faum

sin(sin(x?))

X

0.5 1
—0.5 +

S B

1
/ sin(sin(x*))dx =0
~1
Reglur um hlutheildun m4 sja { kaflanum sem heitir heildunarreglur og medalgildi.

Stofnbrotalioun

Ef ad R(x) = g((fc)) er rett fall pa er besta leidin til ad finna stofnfall pess ad beita stofn-
brotalidun. Farid var itarlega { adferd sem lysir pvi hvernig skal stofnbrotalida red foll

kaflanum um raed foll.

Daemi:
Reiknid akvedna heildid

dx

Sxt4+2xr —4x—1
/3 x3—3x2 4+ 2x
Lausn:
Vid stofnbrotslidum fyrst med adferdum sem var lyst { kaflanum um red f6ll, nidurstadan
verdur

22 —4x—1 3 1+ 2 N 15
= X _—
x3—3x2 +2x 2x  x—1 2(x—2)

bvi fast

/5x4—|—2x2—4x—1d /5< Ly b2 18 )d
x = x+3—— x
3 X3 —3x2+2x 3 2x  x—1 2(x-2)

148



2 In(x) 15In(x—2)7°
= | 3 — ol — 1) + -
53— n(x—1)+ 5 .
= as- sy am@+ PGy — 2 - 334 by —2m2) - S
2 2 2 2 2 2

=14-— ;ln(S) +1n(4) +81In(3).
Oeiginleg heildi af gerd eitt

Stundum getur verid gagnlegt ad heilda foll alveg ut i 6endanleikann. Pad er ekki mjog
erfitt ad utfera pad formlega:

o Ldtum f: [a,o] — R vera fall sem er heildanlegt d sérhverju takmorkudu hlutbili {
bilinu [a, o).

Ef a0 markgildio
!

lim / F(x)dx
a

t—roo

er til og jafnt rauntélu pd segjum vio ad f sé heildanlegt d [a, | og skrifum

/a " f(x)dx = lim /a " Fx)dx

o Ldtum g: [—oo,b] — R vera fall sem er heildanlegt d sérhverju takmorkudu hlutbili
i bilinu [—eo, D).
b
lim [ f(x)dx

t—r—o0 J¢

er til og jafnt rauntélu pd segjum vio ad g sé heildanlegt d [—oo,b| og skrifum

b b
/ FWdx:= tim [ f(x)dx

—o0 t—r—oo Jt

o Litumh: R — R vera fall.
Ef ad til er tala ¢ € R pannig ad h sé beedi heildanlegt d [—o,c] 0g [c,o0| pd segjum
vid ad h sé heildanlegt d R og skrifum

/j;f(x)dx _ /Cmf(x)dXJr/cwf(x)dx

Dzemi:
Reiknid
/ d dx
0 14+x2
Lausn:
Pekkt er ad stofnfall fyrir ﬁ er Arctan(x).
bvi faest

© 1 . . . T
/0 o2 dx = lim [Arctan(x)] = lim (Arctan(t) — Arctan(0)) = lim Arctan(t) = 3
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()eiginleg heildi af gerd tvo

Stundum viljum vid geta heildad {foll yfir bil, p6 ad pau séu 6skilgreind { einhverjum punkt-
um 4 bilinu. Til demis geeti okkur dottid { hug ad heilda fallid 1/v/x2 yfir bilid [—1,1] p6
svo ad pad sé 6skilgreint 1 nudlli. Vid utferum pad svona:

e Gerum rdd fyrir ad f : I — R sé fall skilgreint d bili I =]a,b.

Ef a0 markgildio
b
lim [ f(x)dx

t—at Jt

er til og jafnt rauntélu pd segjum vio ad f sé heildanlegt d bilinnu |a,b] og skrifum

b b
/a f)dx=lim [ f(x)dx

t—at Jt

o Gerum rdd fyrir ad f : I — R sé fall skilgreint d bili I = [a,D].
Ef a0 markgildio
t

lim / F(x)dx

t—=b~ Ja
er til og jafnt rauntélu pd segjum vio ad f sé heildanlegt d bilinnu |a,b[ og skrifum

b
/ x)dx = lim / f(x)
a t—b~

e Gerum rdd fyrir ad ¢ € [a,b] og ad f :[a,b]\ c — R sé fall. Efad f er beedi heildanlegt
dla,c| og lc,b] pd segjum vid ad f sé heildanlegt d [a,b] og skrifum

[ s = [ rear+ [ rax

Daemi:
Reiknid heildid
I
/_ | de
Lausn:

Vid sjaum ad fallid 1/ Vx% = x2/3 er 6skilgreint { punktinum x = 0. Petta er pess vegna
oeiginlegt heildi af gerd tvo og vid reiknum

1 0 1
_ ~2/3 ~2/3 5 _ 1 1/370 : 1310 _ oy (_ o=
/1\/_dx Lx dx—l—/ox dx=lim[3c 1 lim(3x 7]} = (0 (3))+(3-0) =6

Dami:
Palli ztlar ad heilda fallid 1 /x> fra —1 uppi 1. Hann reiknar

1] ! -1 -1
—dx = —(———)=0
/_1 B » < 2 2 )
Hefur Palli rétt fyrir sér?
Lausn:
Nei!
Fallid 1/ x> er 6skilgreint { punktinum ndll, vid purfum pvi ad skoda markgildin fra bidum

—1
2x2
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attum og sja hvort pau séu til.

01
/—3dx:1im
—1X t—0

! . 1 n 1
= 11mmi | — — — o0
22| =0\212 ' 2

Fallid er pess vegna 6heildanlegt og Palli hefur rangt fyrir sér.
Afleioujofnur

Afleioujafna eda diffurjafna er jatna

F(6,y(x),Y (%), 3" (x)) = 0

sem tjdir samband milli fallgilda y(x) og gilda y'(x),y”(x),y"” (x),... 4 afleidum 6pekkts
falls y(x). Stig afleidujofnunnar er stzrsta stig afleidu sem kemur fyrir { jofnunni. Urlausn
jofnunnar snyst um ad finna formdlu fyrir 6llum lausnum jofnunnar, p.e.a.s. 6llum follum
sem skilgreind eru 4 einhverju bili / 4 R og uppfylla jofnuna i sérhverjum punkti x 1 /.
Fyrsta stigs afleidujafna er af gerdinni F(x,y(x),y(x)) = 0. Audveldara er ad eiga vid
jofnuna ef hun er umritud { jofnu af gerdinni

¥ (x) = G(x,y(x)).

Urlausn hennar m4 tilka pannig ad verid sé ad finna feril (x,y(x)) med pann eiginleika ad
hallatalan er gefin med G(x,y) i sérhverjum punkti (x,y).
Einfaldasta afleidujafna sem hagt er ad hugsa sér er

Y (x) = f(x),

par sem f er gefid fall, en trlausn hennar snyst um ad finna stofnfall fyrir f. Vid getum
notad heildi til pess ad rita lausnina

() :C+/x:f(t)dt

par sem xg er einhver punktur { bilinu /.

Aoskiljanleg jafna af 1. stigi

Vid segjum ad fyrsta stigs jatna sé adskiljanleg ef hegt er ad skrifa hana sem

J(x)
g(y(x))

y(x) =

par sem f og g eru gefin foll.
Til pess ad dkvadra lausnarformulu latum vid F vera stofnfall f og G vera stofnfall g og
athugum ad ef y(x) er lausn 4 jofnunni, pa er

d

5.60() =GN (x) = g((x)y' (x) = £(x).

Petta synir ad afleidujafnan er jafngild pvi ad
Gy(x)) =F(x)+C

par sem C er fasti.
Nu er eftir ad leysa y(x) Gt dr pessari jofnu og pa er lausnin fundin. Su adgerd er jafngild
pvi ad finna andhverfu G. Pegar andhverfan hefur verid fundin pa verdur lausnin

y(x) =G (F(x)+C).
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Synideemi 11.1.3

Leysid jofnuna y = xcos?(y).

Lausn: Petta er adskiljanleg afleidujafna, vid getum sett g(y) := cos2 og f(x):=xogpd
er jafnan 4 forminu

f(x)
g(y(x))’

Nu er tan(y) stofnfall fyrir g(y) og F(x) := 2x stofnfall fyrir f svo ad lausnirnar eru

Y (x) =

1
arctan(F (x) +C) = arctan(ix2 +C)

par sem C € R.
Linuleg jafna af 1. stigi

Jafnan er s6gd vera linuleg ef haegt er ad umrita hana yfir 4 formid

Y () +a(x)y(x) = g(x),

par sem a og g eru gefin {oll 4 einhverju bili /.
Til pess ad dkvarda lausnarformdlu latum vid A(x) vera eitthvert stofnfall fyrir fallid a(x)
og athugum ad pa er

Nu getum vid heildad fr4 punktinum xg og faum pa

—C+ /"eAa)
X0

Almennt lausnarform jofnunnar er nd fundid:

y(x) = Ce™0 /eA

Synidaemi 11.1.1

Leysid afleidujofnuna y = xe* .

Lausn: Petta er einfaldasta gerd diffurjofnu, til ad leysa hana purfum vid bara ad finna
stofnfall fyrir xe* . Ef vid beitum innsetningunn u = x> b4 er d = 2x og vid faum

u x2

1
y:/xexzdx:/%e”du:E/e”du:%—i—C:%—l—C
par sem C € R er 6tiltekinn fasti.

Synideemi 11.1.2

Leysid afleidujéfnuna y' + 2 = sin(x?), y(1) = 1.

Lausn: Petta er fyrsta stigs linuleg afleidujafna. Vid fium pad samkvemt lausnarformulu
ad

y=Ce AW 44 eA sin(t?) dt
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par sem A er eitthvert stofnfall fyrlr og C er einhver fasti, vid veljum xo = 0 og A(x) =
In(x) og faum pd

y(x) = Ce () 4 o~ In) /Ox ¢ sin(s?) dr

1 2 2 du >
t %) =t°, — =2t
+ /0 sin(77) (u T

x

l/x s1n(u

xJo 2

L1
2x
1 — cos(x?

| 1—cos(?)

2x

C

x

C

x
= i [— cos]o

C

X

Par sem fastinn C er 6tiltekin getum vid svo einfaldad petta i

C — cos(x?)
2x '

N notum vi0 skilyrdid { x = 1 til ad dkvarda lausnina 6tvirett, vid finnum C p.a.

y(x) =

C—cos(1?) )

51 , pe. C=1+cos(l).

Linuleg jafna af 2. stigi

Linuleg afleioujafna af 2. stigi er af gerdinni
az (x)y" (x) + a1 (x)y' (x) + ao(x)y(x) = f(x)

par sem follin ag,a;,a> og f eru gefin 4 einhverju bili . Ef studlarnir ag,a; og a> eru
fastar, pa segjum vid ad jafnan hafi fastastudla. Ef f er nillfallid, p.e. fastafallid f(x) =0,
pa segjum vid ad jafnan sé ohlidrud, en ad hun sé hliorud ef f er ekki nullfallid.
Ohlidrud jafna med fastastudla

N skulum vid lita 4 jofnuna y” 4 by’ + cy = 0 par sem b og ¢ eru rauntdlur. Petta er annars
stigs jafna med fastastudla og hiin er 6hlidrud. Byrjum 4 pvi ad taka y(x) = €', par sem r
er tala. Ef vid stingum pessu inn { jofnuna, pé faest

Y'(xX)+ by (x) + cy(x) = rPe™ + bre™ +ce™ = & (P +br+¢) =0

Petta segir okkur ad y(x) = '™ sé lausn ef og adeins ef r er nullstod kennimargliounnar
P(x) = x* +bx+c.

I 1j6s kemur ad haegt er ad 1ysa almennri lausn jéfnunnar it frd nillstédvum kennimarglid-
unnar. Latum pvi D = b? — 4¢ tdkna adgreini hennar. Ef D > 0 p4 eru niillstodvarnar

=L(—=b+Vb2—4c) og r=3(—b—\b—4c)

og almenn lausn er
y(x) = Cre"" 4 Cre™*

par sem C; og C; eru fastar. Ef D = 0, p4 hefur kennimarglidan adeins eina nullst6d
r= —fb og vid faum almenna lausn

y(x) = Cre™ + Coxe™.
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Ef D < 0, pa faum vid tver nullstodvar, sem eru tvinntolur,

rn=3(—b+ivdc—b?)=0+ip og rn=3(-b—iVic—b)=0—ip

og almenn lausn er
y(x) = Cre® cos(Px) + Cre* sin(Bx).

Hliorud jafna med fastastudla
HIidrud linuleg 2. stigs jafna med fastastudla er af gerdinni

Y'(x) + by’ (x) + ey (x) = f ().

Mismunur tveggja lausna 4 henni er lausn 4 6hlidrudu jofnunni og pad segir okkur ad hegt
sé ad skrifa almenna lausn & hlidrudu jéfnunni sem summu tveggja lida y(x) = yj,(x) +
yp(x), par sem yj, er almenn lausn 4 6hlidrudu jéfnunni og y, er einhver lausn 4 hlidrudu
jofnunni. Slik lausn & hlidrudu j6fnunni er oft nefnd sérlausn.

Til er formula fyrir lausn & hlidrudu jofnunni sem pid eigid eftir ad lera sidar, en oft er
hagt ad finna lausn med pvi ad giska 4 dkvedid lausnarform og reikna lausnina med peirri
forsendu ad til sé lausn 4 pvi dkvedna formi.

Ef til demis f er marglida ba er alltaf hagt ad finna lausn y,, sem er marglida.

Synideemi: Finnum almenna lausn 4 y” — 4y’ +y = x2.

Lausn: Vid byrjum 4 pvi ad finna sérlausn og gerum rad fyrir fyrir ad hin sé af gerdinni
yp(x) = Ax? + Bx+ C, sem sagt annars stigs marglida. Ef vid stingum pessu falli inn {
jofnuna, pa faum vid jofnuna

2A —4(2Ax+B) + (Ax* + Bx+C) = x*
sem jafngildir j6fnunni
Ax* + (—8A+B)x+ (2A—4B+C) = x*.

Nu berum vid saman studlana vid veldin { bAdum hlidum jofnunnar og sjdum ad prjar jofnur
verda ad vera uppfylltar, A =1, =84+ B =00g 2A —4B+C = 0. Vid leysum ut B = 8 og
C =30.

Nu eru raetur kennimarglidunnar 2 + \/§ . Almenna lausnin sem vid leitum ad er pvi

y(x) = Cre@ V3T L Cre@ V3 432 4 8y 4+ 30

Ef vid setjum f(x) = cos(owx) eda f(x) = sin(owx) 1 haegri hlid jéfnunnar, pa leitum vid ad
sérlausn af gerdinni y,(x) = Acos(owx) + Bsin(owx).

Ef f(x) = e™ og o er ekki nidllstod kennimarglidunnar, pa leitum vid ad lausn af gerdinni
yp(x) = Ae™. Ef a er onnur af tveimur nillstodvum kennimarglidunnar, pa leitum vid ad
lausn af gerdinni y,(x) = Axe®*. Ef o er eina nillst6d kennimarglidunnar, p4 leitum vid ad
lausn af gerdinni Ax?e’™.

Synideemi 11.2.1

Finnid almenna lausn jéfnurnar y” +2y' 4+ 5y = 0.

Lausn: Petta er 6hlidrud jafna. Kennimarglidan er x> 4 2x+ 5. Raetur hennar eru

 2+iV45-22

=—142i
2

x
og pa faum vid lausnirnar
Cie " cos(2x) +Cre " sin(2x).
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Synideemi 11.2.2

Finnid almenna lausn 4 y” +y" — 6y = cos(x) + sin(x) + 3.

Lausn: Vid byrjum 4 ad finna sérlausn. I haegri hlid er badi fasti og hornafsll svo ad vid
leitum ad sérlausn 4 forminu A cos(x) + Bsin(x) 4 c¢. Stingum pvi inn { (%) og faum

" (x)+ £ (x) —6f(x) = —Acos(x) — Bsin(x) — A sin(x) + B cos(x) — 6A cos (x) — 6B sin(x) + 6¢ = cos (x) +sin(x)
b4 faum vid jofnuhneppid
B-7A=1, —7TB—A=1, 6c=23.

sem hefur lausnina A = — 3t og B= —3 og c = 1. Pder — 5= cos(x) — 5 sin(x) + & sérlausn.
Kennimarglidan er x* +x —6 = (x+3)(x —2) med returnar —3 og 2. P4 er almenna lausnin

4 3 1

Synideemi 11.2.3

Leysid afleidujofnuna y” + 4y +4y = e~
Lausn: Kennimarglidan er x*> 4+ 4x+4 en —2 er tvofold rét hennar. Almenn lausn 6hlidrudu
jofnunnar er pvi Cre=2* 4+ Cxe~>*. Vid leitum sidan ad sérlausn 4 forminu f(x) = Cx?e~>*.
Vid faum pa f'(x) = 2Cxe > —2Cx%e~>* og f"(x) = 2Ce > — 4Cxe > — 4Cxe™>* +
4x?e™% = 2Ce > — 8Cxe > 4 4Cx%e%*. Vid setjum pad inn 1 jofnuna og foum

2x

C(2e™ —8xe > +4x?e P+ 8xe > —8x%¢ F 4 dxPe P =20 P = >
svoad C = % P4 er almenna lausnin
—2x —2x 1 2 —2x
y(x) =Cre”“ +Coxe” “ + e C1,C, eR.
Runur
Fall sem skilgreint er 4 N eda No med gildi { einhverju mengi nefnist runa. Runa nefnist
rauntalnaruna, ef mengid er R, en tvinntalnaruna, ef mengid er C. Runur eru settar fram

med ymsum hetti. Venja er ad tdkna fallgildin a(n) med a,. Runur q, b, c,..., geta verid
gefnar med formuilum

an, =n, bn: ) Ch= 5, dl’l: )

1
n

bessar somu runur eru einnig tdknadar med

(W, (U, (270, (n<nl+1>> i

Heagt er ad setja runur fram med upptalningu 4 lidum. P4 eru settir fram négu margir 1idir

til pess ad 1jost sé hver reglan er. Runur sléttra talna, oddatalna, frumtalna og neikvadra
velda af 2 eru pannig settar fram sem

1

16

Y

2,4,6,8,..., 1,3,57,..., 2,3,5,7,11,... og

B
0| =

1
27
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Runur mé einnig setja fram med prepunarskilgreiningu. Pa eru fyrst taldir upp nokkrir lidir,
segjum ay,...,a; og sidan er sett fram formula sem lysir pvi hvernig almennt a, er reiknad
ut fa peim lidum sem 4 undan eru komnir. Gott demi um petta er Fibonacci-runan,

a=1l,a=1a,=a, 2+a,_1, n>2.
Upptalning 4 pessari runu er
1,1,2,3,5,8,13,21,....

Synideemi 7.1.1

a) Finnid formdlu fyrir n—ta lidnum { rununni 1,2,4,8,16,.. ..

Lausn: Hver lidur er tvofalt sterri en sa nasti 4 undan, par sem fyrsti lidurinn er 1 = 2°
verdur n—ti lidurinn 2",

b) Setjid rununa ur a-lid fram med prepunarskilgreiningu.

Lausn: Vid hofum ad a; = 1 og ad sérhver lidur par 4 eftir er tvofalt sterri en sd & undan
svo a, =2a,_1, n > 2.

Radir
Ef (a,);_; er talnaruna pa myndum vid nyja runu (s, )5, med pvi ad mynda summur,

s1=ai, s =aj+a, Sp=ai+---+ay.

oo

Lidur nimer k { pessari runu nefnist k-ta hlutsumma rununnar (ay,)5_;.
RO S°7_; ay er runa sem samanstendur af hlutsummum gefinnar runu (ag);>_ ;. Pannig
stendur >_;°  1/k fyrir rununa

1 1+1 1—|—1+1 1+1+1—|—1
’ 2’ 2 3 2 3 4777
Synidaemi 7.2.1
Finnid formulu fyrir n-ta lidinn { r6dinni Z,f:l k.
Lausn: Hér tdknar Y_;° k rununa par sem n—ti lidur er n—ta hlutsumma rununnar (k);=°7,

enpaders, =7 _ k= n(n2+1).

Synideemi 7.2.2

Finnid hlutsummurunu radarinnar (ax); 7, sem er gefin med a, := (—1)".

Lausn: Vid viljum reikna summuna 7}, (=K. Fyrir n = 1 er summan —1. Fyrir n =2
er hin 0 og svo endurtekur petta sig, s.s.

1) =
Z< ) 0 ef n slétt

n {—1 ef n odda
k=1

Jafnmunaruna

Runa (ay);;_; er sogd vera jafnmunaruna eda mismunaruna ef mismunur milli adlegra lida
er fost tala m, p.e. ay1 — ax = m fyrir 61l k. Vid héfum ad

a=a+m,a3=ay+m=a;+2m,...,a,=a;+ (n—1)m.
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bad er audvelt ad finna formulu fyrir n-tu hlutsummunni, pvi vid getum notad formdiluna
Si_ik=3n(n+1)

n

sn=> (a1 +(k—1)m) :na1+mi(k—1)

k=1 k=1
n—1
=naj+m» k=nai+m-3(n—1)n
k=1
2a1+ (n—1)m ay +ay
=n- =n- .
2 2

Ut tr sidasta hluta pessarar jofnu lesum vid ad hlutsumma f jafnmunarunu er j6fn margfeldi
af fjolda lida og medaltali af fyrsta og sidasta 1id. Athugid ad (k)77 er jafnmunaruna med
aj=1logm=1.

Synideemi 7.3.1

[ jafnmunarunu (an)sr_y er fyrsti lidurinn 2 og fimmti lidurinn 14. Finnid summu fyrstu
100 lidanna.

Lausn: Munurinn 4 fyrsta og fimmta 1id er 12 svo ad munurinn 4 samliggjandi lidum er 3.
P4 reiknum vid 1id nimer 100 med ajoo =2+ (100 — 1) - 3 =299. Pvi nast getum vid nytt
okkur formulu fyrir hlutsummu jafnmunarunu og faum

100
> o = 10019 — 50(2.4-299) = 15050.
k=1

Kvétarunur

Kvdtaruna eda jafnhlutfallaruna er runa (ay);_, bannig ad hlutfall milli samliggjandi lida
i rununni er fast, p.e.a.s. til er tala ¢ # 0, pannig ad a,,+ /a, = g fyrir 6l n. Talan g kallast
kvoti eda margfeldisstudull rununnar.

Litum 4 nokkur deemi um jafnhlutfallarunur

111 : S
,-1,1,-1,1,—-1,..., 1,=,— —,..., i,—1,—i1,i,—1,....
2°4°8
Lidirnir { kvétarunu eru af gerdinni
w=aiq, a3=aq=aiq’, ..., ap=ajq""

og pvi verdur n-ta hlutsumman
sn=a(l+q+q" +--+q"").

Ef ¢ = 1, pé eru allir 1idir rununnar (ay) eins og vid fdum ad s, = a; - n.
Gerum nu rad fyrir g # 1 og margféldum s, med ¢g. P4 faum vid

qsn=a1(q+q2+---+q”) =s,—ar+aq".

Ut dr pessari jéfnu leysum vid

Synideemi 7.4.1
Fyrsti lidur kvétarunu (a, )5, er 5 og fj6rdi lidurinn er —40. Finnid tiunda lidinn { r6dinni
n=1Gn-
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Lausn: Vid viljum finna summuna s = 2;110:1 ay. Vid byrjum 4 ad finna kvétann ¢, vid
vitum ad 5¢° = —40 svo ad ¢ = v/—8 = —2. P4 getum vid sett inn { formilu

10 10
1- 1 - 1024
s0=35(-2)" = a1~ 1 _5 = —1705.
k=1 —4q 3

Markgildi runa og rada

Rauntalnarunan (ax);>_, er sogd vera samleitin med markgildid L ef um sérhvert opid bil /
sem innheldur L gildir ad til er N € N pannig ad a; € I ef k > N. Vid tdknum pa markgildid
L med

lim ay.
k—roo

Munid ad sérhvert opid bil sem inniheldur L inniheldur samhverft opid bil af gerdinni
(L—e,L+¢€)={x€R;|x—L| <e}. Petta gefur ad haegt er ad umorda skilgreininguna 4
markgildi pannig ad runan er s6gd vera samleitin med markgildid L, ef um sérhvert € > 0
gildir ad til er N € N pannig ad

lap —L| < € fyrir 611 k> N.

Samhljéda skilgreining gengur fyrir tvinntalnarunu par sem ordunum ,,sérhvert opid bil* er
skipt ut fyrir ,,sérhverja opna skifu®.

Mismunaruna a; = aj + (k— 1)m hefur markgildi adeins ef hin er fastaruna, p.e.a.s. m =0,
og pa er markgildid a;. Kvoétaruna a; = a1g®*=1) hefur markgildi adeins ef |g| < 1 eda
g =1ogermarkgildid Oef |g| < lena;efg=1.

Ro0in Y7 | ay er sogd vera samleitin ef hlutsummurunan er samleitin og pd tdknum vid
markgildid einnig med 7| ay.

Audvelt er ad sannfera sig um ad ef r6d er samleitin, pa stefna lidir hennar 4 0. Pessari stad-
hafingu ma ekki snia vid, pvi audvelt er ad gefa demi um radir, sem eru ekki samleitnar,
en hafa 1idi sem stefna 4 0.

[ sidustu grein reiknudum vid tt hlutsummur kvétarunu, a; = aj¢*~', a; # 0. Hin er
samleitin adeins ef |¢| < 1 og

= 1
S =ar
k=1 —q
Synidaemi 7.5.1
Latum (a,);_, vera kvétarunu med a; := 5 og a; := 4. Finnid summu radarinnar >_;> | ax.

Lausn: Vid getum sett petta beint inn 1 formulu, pvi ad vid sjdum ad g = % <1.

= 1 5
ap = ay =— =25.
kz::l l—qg 1/5

Synideemi 7.5.2
Finnid markgildi rununnar (a;,) n{i;i] .

Lausn: Vid deilum uppi og nidri 4 striki med n>:

n=1

meod a,, 1=

n?—1 _ 1—1/n? limy, oo 1 —1/n? 1

lim ———— =1 = —_—
W2 1 nte L U nt 1 n? limpow 4 Unt 1/n? 1

158



Synideemi 7.5.3

Segid til um hvort runan a, := cos(nw) er samleitin.

Lausn: Athugum ad cos(nmt) = (—1)"~!. En pad pydir ad runan getur ekki verid samleitin
pvi ad han tekur tvo 6lik gildi, p.e. 1 og —1 dendanlega oft.

Takmarkanir rauntalnakerfisins

Vid hofum séd ad 6l talnakerfin N, Z og Q hafa sinar takmarkanir og pad sama 4 vid um
rauntSlurnar R. T mengi néttirlegra talna er fradrattur 6fullkomin adgerd. I mengi heilla
talna er deiling 6fullkomin adgerd. Readu tolurnar duga ekki til pess ad lysa lengdum 4
strikum og ferlum sem koma fyrir 1 rimfredinni.

Vid vitum ad rauntala { 6dru veldi er alltaf stzrri eda jéfn nilli svo jafnan x*> = —1 getur ekki
haft lausn. Annars stigs jafnan ax? 4+ bx+ c = 0 hefur heldur enga lausn ef D = b> —4ac < 0.
Vid getum skrifad nidur fleiri deemi um marglidur af stigi sem er slétt tala d4n nullstodva {
R. Marglidur af oddatolustigi hafa alltaf ndllstod.

Nu er edlilegt ad spyrja, hvort hagt sé ad stekka rauntalnakerfid i talnakerfi par sem haegt
er ad finna lausn 4 annars stigs jofnunni x> = —1 og hvort slikt talnakerfi gefi af sér lausnir
a fleiri jofnum sem ekki eru leysanlegar { R.

Imyndum okkur ni augnablik ad til sé talnakerfi sem inniheldur rauntlurnar sem hlut-
mengi og ad par sé stak i sem uppfyllir ;> = —1. P4 er i ad sjalfsogdu ekki rauntala. Vid
gefum okkur ad allar reiknireglur fyrir rauntdlur gildi 4fram. Vixlregla margféldunar segir
okkur pa ad ia = ai fyrir allar rauntdlur a.

Tokum nu rauntdlur a, b, ¢ og d. Reiknireglurnar ad ofan dsamt reiknireglum um summu
og margfeldi rauntalna gefa ad um a + ib og c + id gildir

(a+ib)+(c+id)=a+c+ib+id = (a+c)+i(b+d)

0g

(a+ib)(c+id) = ac +ibc + aid + ibid
— ac + ibc + iad + i*bd
= (ac —bd) +i(ad + bc).

bessar tver formulur gefa okkur forskrift ad pvi hvernig leggja 4 saman og margfalda tol-
urnar a + ib og ¢ + id pannig ad ut komi tolur af sému gerd.

Tvinntalnaplanio

Nu sndum vid okkur ad spurningunni um pad hvort haegt sé ad utvikka R 1 sterra talnakerfi
par sem til er tala i sem uppfyllir i> = —1. Pad kemur 1 1jés ad slikt kerfi er til og ad
sérhverja tolu 1 pvi ma skrifa sem a + ib par sem a og b eru rauntolur.

Litum nd 4 mengi allra vigra { plani. Sérhver vigur hefur hnit (a,b) € R? sem segja okk-
ur hvar lokapunktur vigurs er stadsettur ef upphafspunktur hans er settur i upphafspunkt
hnitakerfisins. A mengi allra vigra hofum vid tvaer adgerdir, samlagningu og margféldun
med tolu. Samlagningunni er lyst med hnitum,

(a,b)+ (c,d) = (a+c,b+c).

Vid skilgreinum nd margfoldun 4 R? med hlidsjén af formilunni sem vid uppgotvudum
hér ad framan,
(a,b)(c,d) = (ac —bd,ad + bc).
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Talnaplanid R? med venjulegri samlagningu og pessari margfoldun nefnist rvinntélur og er
tdknad med C. Nu parf ad bretta upp ermar og sannfera sig um ad eftirtaldar reiknireglur
gildi:

((a,b)+ (c,d)) + (e, f) = (a,b) + ((c,d) + (e, f)) (tengiregla samlagningar),
(a,b)(c,d))(e, f) = (a,b ((c,d) (e, )) (tengiregla margfoldunar),

(a,b)+ (c,d) = (c¢,d) + (a,b) (vixlregla samlagningar),

(a,b)(c,d) = (c,d)(a,b) (vixlregla margfoldunar),

(a,b)((c,d) + (e, f)) = (a,b)(c,d) + (a,b)(e, f) (dreifiregla),

(a,b)+(0,0) = (a,b) ((0,0) er samlagningarhlutleysa),

(1,0)(a,b) = (a,b) ((1,0) er margfoldunarhlutleysa).

Talan (—a,—b) er samlagningarandhverfa (a,b). Vid athugum ad jafnan (a,b)(a,—b) =
(a® 4+ b?,0) segir okkur ad sérhver tala (a,b) # (0,0) eigi sér margfoldunarandhverfu

(@ er)
2+ a+b2)’

sem pydir ad
a —b

(.5) <a2+b2’a2+b2) = (1,0),

(a,0)(c,d) = (ac,ad) = a(c,d).

sem segir okkur ad margfoldun med vigrinum (a,0) sé pad sama og margféldun med tol-
unni a. Eins sjdum vid ad vigrar af gerdinni (a,0) haga sér eins og rauntolur pvi

Vid tokum eftir ad

(a,0)+ (b,0) = (a+b,0) og (a,0)(b,0) = (ab,0).

[ mengi tvinntalna gerum vid pvi ekki greinarmun 4 rauntdlunni ¢ og vigrinum (a,0) og
litum 4 ldrétta hnitadsinn {(x,0) € R?; x € R} sem rauntalnalinuna R. Vid skrifum pa
sérstaklega 1 1 stad (1,0) og O 1 stad (0,0)

Mengid R nefnist raunds { tvinntalnaplaninu en mengid iR =

iR {iy;y € R} nefnist pverds.
_ a+ib  Litum nd 4 vigurinn (0,1). Um hann gildir (0,1)? = (—1,0).
ib 7 Vid innleidum tékn fyrir hann: i = (0, 1). Sérhvern vigur (a,b)
.7 ma skrifa sem samantekt (a,b) = a(1,0) +b(0,1). Vid gerum
L7 ekki greinarmun 4 raunt6lu 1 og tvinnt6lunni (1,0) og pvi erum
p R vid komin med framsetninguna

(a,b) = (a,0)(1,0) + (b,0)(0,1) = a+ib.

Raunhluti, pverhluti og samok

Ef z er tvinntala, pa getum vi0 ritad z = x 4 iy par sem x og y eru rauntdlur. Talan x nefnist
ba raunhluti tolunnar z og talan y nefnist pverhluti hennar. Vid tdknum raunhlutann med
Rz og pverhlutann med Jz.

Tvinntala z er s6g0 vera rauntala ef 3z = 0 og huin er s6gd vera hrein

2 pvertala ef Rz = 0.

Ef z € C, x = Rz og y = 3z, pd nefnist talan 7 = x — iy samok eda
samokatala tolunnar z. Athugid ad 7 er spegilmynd z { raundsnum og
pvierz=z.

A\l
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Vid hofum nokkrar reiknireglur um samok:

2Z = (x+iy)(x—iy) = x> +)%,

7+7=2x=2%Rz,
W =27Iw

Vid hofum ad z er rauntala b4 og pvi adeins ad z = Z og ad z er hrein pvertala pa og pvi
adeins ad z = —Z.

Lengd og stefnuhorn
Ef z € C, x = Rz og y = Sz, pd nefnist talan

z=x+iy /2 2
iy 2| = VX2 +)y2,

lengd, tolugildi eda algildi tvinntdlunnar z. Ef 6 € R og hagt
er ad skrifa tvinntoluna z 4 forminu

z=|z|(cosO +isinB),

pa nefnist talan 0 stefnuhorn eda horngildi tvinntdlunnar z. Hornaf6llin cos og sin eru
lotubundin med lotuna 27 og pvi eru allar tSlur af gerdinni 6 + 2wk med k € Z einnig
stefnuhorn fyrir z.

Radtvenndin (|z|,0) er nefnd pdlhnit eda skauthnit télunnar z.

Nu fdum vid samkvamt reiknireglunum hér ad framan:

1Z[ = |zl

Z =z,

_ Z
Z 1 = W7 275 0.

Veldareglur

Ef z er tvinntala pd getum vid skilgreint heiltéluveldi pannig ad 20 =1, z! =z, og 2" =
z-7"~! par sem n er nattirleg tala. Neikvadu veldin eru skilgreind pannig ad z ! er marg-
foldunarandhverfa z og fyrir neikvad n er 7" = (z*1)|”|. Med pessu fast somu veldareglur
og gilda um rauntdlurnar:

Zn _Zm _ Zn-i—m,
7" _
Zim — Zﬂ m,

Zwh = (aw)",

Einingarhringurinn

Einingarhringurinn T samanstendur af 6llum tvinntolum med t6lugildi 1. Sérhvert z { T
mad pvi skrifa 4 forminu z = cos o+ isina.. Tokum nu adra slika tolu w = cos3 + isinf3 og
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margféldum par saman:

zw = (coso+isina)(cos B+ isin )
= (cosocos P — sinasin B) + i(sinacos B+ cosasin )
= cos(a+B) +isin(a+B).

Hér hofum vid notad samlagningarformulur fyrir cos og sin. Af pessari formulu leidir regla
sem kennd er vid de Moivre:

(cos 0+ isin 9)" = cos(n0) + isin(n0).
Rumfraedileg tilkun 4 margfoldun
Létum nd z og w vera tvar tvinntélur med lengdir |z| og |w|
og stefnuhornin o og B. P4 faum vid uz z
w = |z||w| (cos(oc-l— B) +isin(o+ B))

sem segir okkur ad lengd margfeldisins sé margfeldi lengda u
z og w og ad ad stefnuhorn margfeldisins sé summa stefnu- +B

horna z og w. 1
Ef nd u € T er tala 4 einingarhringnum med stefnuhornid £, \\J
pé er uz sndningur 4 z um hornid .

Prihyrnings6jafnan

Tokum tver tvinntdlur z og w og reiknum smavegis:
2+ w2 = (z+w)(ZFw) = (z+w)(Z+W)

=Z2Z+w+wZ+ww

= |2)* + 20+ 2w + [w|?

= [2> + 2R (29) + [w].
Athugum nu ad

Rz <[] og [z <]el.
Af fyrri 6j6fnunni leidir
2wl < [z + 2zl wl + [w]? = (|| +w])*.
Ef vid tokum kvadratrét beggja vegna ¢j6fnumerkisins, pa faum vid prihyrningsdjofnuna
lz+w| < [z| +|w|.

Ef henni er beitt 4 lidina z —w og w { stad z og w, pd faum vid |z| = |(z—w) +w| <
|z—w| + |w|. Jafngilt er ad |z| — |w| < |z — w|. Ef vid skiptum hlutverkum z og w { pessari
6jofnu, pa faum vid —|z| + |w| < |w —z| = |z — w|. Tver sidustu 6jéfnurnar eru venjulega
teknar saman { annad afbrigdi prihyrningsdjofnunnar

Izl = Wl < fz=wl.
Einingarratur
Litum nd 4 jofnuna 7" = 1, par sem n > 2 er nattdrleg tala. Ef z er lausn hennar, pa er

1 =1|7"| = |z|" sem segir okkur ad |z| = 1 og ad vid getum skrifad z = cos 0+ isin 6. Regla
de Moivres segir nd ad

cos(n0) +isin(nO) = (cosO+isinB)" =z7" = 1.
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Talan 1 hefur horngildid 27wtk fyrir sérhvert k € Z up uj s ol o 1,
og pessi jafna segir okkur pvi ad n0 sé heiltolu- 1 /'/T ‘\\I/ll
margfeldi af 21 og par med eru moguleg horn- 43 "o 4o

gildi tvinntdlunnar z gefnar med 1 k/ﬂu |
T Un—2

0=2nk/n, keZ. 1 1

Ef tveer heiltolur k; og k, hafa sama afgang vid heiltoludeilingu med n, pa er cos(2mk; /n) =
cos(2mky /n) og sin(2mk; /n) = sin(2mky/n). Petta gefur okkur ad jafnan z" = 1 hefur n
Olikar lausnir u, ..., u,—1, sem nefnast n-tu reetur af 1 og eru gefnar med formulunni

uy, = cos(2mk/n) + isin(2mk/n), k=0,1,2,...,n—1.

Pessar tolur eru allar 4 einingarhringnum. Athugid ad uo = 1, u = uf fyrirk=1,...,n—1,
og ad per rada sér i hornin & reglulegum n-hyrningi.

a0
4

3 n=4

AN
N/

n

NV
N

S|
I
o)
S
I
~J

ARYNAR
/5

e
\

N

-
\

N

Reetur

Latum nd w = s(cosa+ isina) vera gefna tvinnt6lu af lengd s > 0 og med stefnuhornid o
og leitum ad lausnum 4 jofnunni 7" = w. Ef z er slik lausn og u er n-ta einingarrét, pa er
(zu)" = Z"u"* = 7" = w og pvi er zu einnig lausn. Nd eru einingarreturnar n talsins og petta
segir okkur ad um leid og vid finnum eina lausn zg pa faum vid n dlikar lausnir zou med pvi
ad stinga inn 6llum mogulegum n-tu einingarrétum fyrir . Latum nu zo vera tvinntdluna
sem gefin er med formulunni

20 = 57 (cos(o,/n) + isin(a/n))

og feerum hana sidan 1 n-ta veldi,

2= (s7)" (cos(o/n) +isin(o,/n))"
= s(cos(nai/n) +isin(na/n)) = w.

Par med erum vid komin med formiulu fyrir einni lausn. Med pvi ad nota formuluna fyrir n-
tu einingarr6tunum, pa faum vid upptalningu & 6llum lausnum jofnunnar 2" = w = s(cos 0.+
isina),

2 = s (cos((0+2mk) /n) +isin((0+21k) /n)),  k=0,...,n—1.

Pessari formilu mé 1ysa pannig ad n-tu returnar eru fundnar pannig ad fyrst er fundin
ein rét zo. Henni er sndid um hornid 27t/n med pvi ad margfalda med u; = cos(2n/n) +
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isin(2m/n) yfiri z; = u1z0. Neest er z; sndid um hornid 27/n { zp = u;z; og pannig er haldid
afram par til n Slikar ratur eru fundnar.

Synideemi 6.1.1

Reiknid (2 +5i) — (3 —1)(5+ 2i).

Lausn: Byrjum 4 ad margfalda og sidan leggjum vid saman eins og vanalega

(2+5i)— (3—i)(542i) =2+ 5i— (15+6i— 5i—2%) =2+ 5i— 15— 6i+5i—2 = — 15+ 4i.

Synideemi 6.1.2

Finnid raunhluta, pverhluta, samok og margféldunarandhverfu (1 + 2i).

Lausn: Raunhlutinn er Re(1 + 2i) = 1 og pverhlutinn er Im(1 4 2i{) = 2. Samokid er svo
1+2i = 1—2i. Margfoldunarandhverfan er svo samok tolunnar deilt med lengd hennar {

00ru veldi eda
1 1—-2i 1—-2i

1+2i 12422 5

Synidaemi 6.1.3

a) Finnid polhnit tolunnar —1 4.

Lausn: Lengdin er \/(—1)2+ 12 = v/2. Hornid er sidan 3%, pad feest med % +arctan(1/1),
(audvelt ad sja 4 mynd).

b) Reiknid (—1 + )8,

Lausn: Vi0 fundum poélhnitin { sidasta 1id. Vid notum pau i reglu De Moivre:

(—141)8 = (vV2cos(3M/4) +v2(31/4))® = V/2' (cos(8 -3m/4) + sin(8 - 31 /4)) = 16(cos(6T) + isin(67)) = 16

Synideemi 6.1.4
a) Finnid allar fimmtu retur af 1.
Lausn: Lengd allra fimmtu rétanna hlytur er einn. P4 viljum vid finna 611 6 4 bilinu [0,2x]
p.a. cos(56) = 1, en pad eru pau 0 4 bilinu pannig ad 56 = k27w, k € Z, p.e. 0, 25—“, %", 65—“, %".
bad eru sem sagt moguleg stefnuhorn. P4 h6fum vid pélhnit allra fimmtu rétanna.
b) Finnid allar fimmtu reetur (16 — 16i).
Lausn: Vid byrjum 4 pvi ad finna eina fimmtu rét. Stefnuhorn (16 — 16i) er ?T“ og lengd
tolunnar er 16v/2. P4 faum vid fimmtu rétina v/ 16v/2 (cos(7m/4 - 5) +isin(7m/4-5)) =
V2 (cos (%) +isin (%)) Med pvi ad margfalda pessa lausn med mismunandi fimmtu
einingarrétunum faum vid allar fimmtu raturnar:

2km

2k
V2 (cos(7n/20—i— ?n) +isin(7m/20 + 5)) , k=0,1,2,3,4.

Margliour med tvinntolustudla

Vid getum skilgreint marglidur med tvinntSlustudulum 4 ndkvaemlega sama hatt og fyrr, en
pad eru sterdtakn af gerdinni

P(z) = apn?" +an 12"+ +aiz+ag

par sem ay, ..., a, eru tvinntolur, a, # 0 og z er breyta sem tekur gildi { tvinntélunum. Vid
getum litid 4 P sem fall sem skilgreint er 4 C og tekur gildi i C. Talan n kallst pa eins og
adur stig marglidunnar.
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Tvinntala o er s6gd vera nuillstid eda rét marglidunnar P ef P(o) = 0.

Nullstodvar annars stigs margliou

N viljum vid leysa jéfnuna az> + bz + ¢ = 0 og ganga it frd pvi ad studlarnir a, b og ¢ séu
tvinntolur og ad a # 0. Petta er gert nanast eins og fyrir rauntdlur, en nidurstadan verdur
almennari.

Fyrsta verkid er ad deila badum hlidum med a og fd pannig jafngilda jofnu z> + Bz +C =0,
par sem B = b/a og C = c/a. Nesta skref er ad lita 4 tvo fyrstu lidina 7> + Bz og skrifa
pa sem ferning ad vidbattum fasta. Med ordinu ferningur er 4tt vid fyrsta stigs sterdtdkn {
odru veldi, (z+o)?. Ferningsreglan fyrir summu segir ad (z+ o)? = z> + 20iz + o2, Pvi er

B\? B2
0:z2+Bz+C:<z+2> -5 +C

betta segir okkur ad upphaflega jafnan jafngildi

b\* B e
(az”+bz+c)/a (Z+2a> 4a2+a

Med pvi ad draga toluna —b?/(4a®) + ¢/a fra badum hlidum, pa faum vid jafngilda jofnu

Z"‘%

b\> » ¢ b —dac
C4a® a 4a®

Tvinntalan D = b* — 4ac nefnist adgreinir eda adskilja jofnunnar. Ef D # 0, pa hefur D
tveer kvadratretur. Latum /D tikna adra peirra. P4 er hin jofn —/D og vid faum tveer

olikar lausnir
_ —b+VD _ —b—VD

“ 2a 2a

<2

Ef D = 0, fest ein lausn
—b
p— 5-
I sértilfellinu pegar D € R og D < 0 pa getum vid alltaf valid kvadratrét /D = i\/|D| og
lausnarformilan verdur

<

71 og

_ —b+iyID| . _—b—iy/ID]|
2a 2 2a .

Munid ad ef o er jakvad rauntala, pd tdknar /o alltaf jdkveedu toluna sem uppfyllir
(V)2 = o A sjalfsogdu er /O = 0. Ef o # 0 er tvinntala og o er ekki jakvad raun-
tala, pa er hefur \/o enga stadlada merkingu. Vid vitum bara ad pad eru til tvaer tvinntdlur
B og vy sem eru kvadratretur o og um peer gildir ad y= —f.

Meginsetning algebrunnar

Vid byrjudum 4 pvi ad innleida tvinntdlurnar med pad fyrir augum ad geta leyst jofnur
sem hafa engar rauntdlulausnir. Meginsetning algebrunnar segir ad sérhver marglida af
stigi > 1 med tvinntdlustudlum hafi nillstod i C. Pad er pvi ekki haegt ad segja annad
en ad utvikkun talnakerfisins frd rauntolum yfir i tvinntélur sé vel heppnud. Sonnunin &
meginsetningunni krefst tdluverdrar pekkingar { steerdfredigreiningu og er venjulega kennd
4 00ru 4ri { haskola.
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Vid skulum taka meginsetninguna trdanlega og athuga nokkrar merkilegar afleidingar henn-
ar. Marglidudeiling er eins fyrir marglidur med tvinntdlustudla og marglidur med raun-
tolustudla. Ef vid tokum marglidu P af stigi m > 1 og deilum (z — o) upp 1 hana, pa faum
vid

P(z) =(z—a)Q(z) +C
par sem Q er marglida af stigi m — 1 og C er tvinntala. Med pvi ad setja z = o inn { jofnuna,
pé sjaum vid ad C = P(a). betta gefur okkur pattaregluna sem segir ad (z — a) gangi upp {
marglidunni P(z) pa og pvi adeins ad o sé nillstod P.
Segjum nu ad o sé nullstdd { P og ad stigid sé m > 2. Pa er Q af stigi m — 1 og samkvamt
meginsetningunni hefur Q nillst6d B. Vid pattum Q med z —  og fadum pannig P(z) =
(z—a)(z—PB)R(z) par sem R er marglida af stigi m — 2. Pessu er unnt ad halda dfram par
til vid endum med fullkomna pattun 4 P { fyrsta stigs lidi

P(z) =A(z—ou)(z—02) - (z— Q)

par sem ., ..., er upptalning a 6llum nillst6dvum med hugsanlegum endurtekningum
og A # 0 er tvinntala.

Margliour med rauntolustudla

Vid litum allaf 4 rauntdlurnar sem hluta af tvinntélunum og pvi er sérhver marglida med
rauntdlustudla jafnframt marglida med tvinntolustudla. Meginsetning algebrunnar & pvi
einnig vid um pessar marglidur. Hugsum okkur nd ad P(z) sé marglida af stigi m > 1 med
rauntdlustudla ap, . ..,a, og ad o € C sé nullstéd hennar og gerum rad fyrir ad o sé ekki
rauntala. Med bvi ad beita reiknireglunum fyrir samok og ba sérstaklega ad a; = a;, pa
faum vid

0=P(x) Z apok = Z arok = Z ax (@) = P(Q).

Vid hofum pvi synt ad & er einnig ndllstéd P. Vid getum pvi pattad it (z — o) og (z— &).
Athugum ad

(z—o)(z—@) =7 (oc+6c)z+oc6c:z2—2(9{0c)z+ |OL|2.

N beitum vid pattareglunni og sjdum ad 1 pessu tilfelli feest pattun & P(z) { tver rauntalna-
marglidur

P(z) = (& —2(Ro)z+al*) O(z).
Synideemi 6.2.1

Finnid allar retur marglidunnar x> — 2 + 5.
Lausn: Hér notum vid lausnarformulu annrs stigs jofnu beint, lausnirnar verda

2++/4-20
:lei\/—4:1:|:2i.

Synideemi 6.2.2
Leysid jofnuna ix? +2x+2 +2i = 0.
Lausn: Vid setjum beint inn { lausnarformulu annars-stigs j6fnu. FAum lausnirnar

—2+/22—4i(2+2i) _ —2+12-8i -2 [12-8i

2i 2i 20 (2i)?

=itV2i-3.
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Utvikkun veldivisisfallsins

Vid héfum séd hvernig skilgreiningarmengi marglida er utvikkad fra pvi ad vera rauntalna-
asinn R yfir { pad ad vera allt tvinntalnaplanid C. Petta er hagt ad gera 4 edlilegan mata
fyrir morg foll sem skilgreind eru 4 hlutmengjum & rauntalnalinunni pannig ad pau féi
néttirlegt skilgeiningarsvaedi { C.

Veldisvisisfallid exp : R — R er andhverfa nattirlega lograns sem skilgreindur er med heild-
inu

Inx = / i ﬂ7 x> 0.
1t

Talan e er skilgreind med e = exp(1). Nu dtvikkum vid skilgreiningarsvedi exp pannig ad
pad verdi allt C med formilunni

exp(z) = €*(cosy+isiny), z=x+iyeC, x,yeR.

Jofnur Eulers

Stingum nii hreinni pvertolu i@ par sem 6 € R inn { veldisvisisfallid e® = (cos®+isin®) €
T. Petta segir okkur ad vorpunin 8 — ¢/ varpi rauntalnalinunni 4 einingarhringinn.
Stillum nd upp tveimur jofnum
¢® = cos0+isin®,

¢ ® = cos®—isin®.
Tokum nd summu af haegri hlidum og vinstri hlidum. P4 faest ¢ + ¢~® = 2cos0. Tokum
sidan mismun af pvi sama. P4 fast ¢® — ¢ = 2isin®. Ut tr pessu fast samband milli
veldisvisisfallsins og hornafallanna sem nefnt er jofnur Eulers,

e® 4 o0
cosO = — 5
eie _ e—ie
Sin@ = —————
2i

Samlagningarformiila veldisvisisfallsins

Munum ad veldisvisisfallid exp : R — R, x — ¢, uppfyllir regluna > = e%” fyrir allar
rauntolur a og b. Pessi regla er nefnd veldaregla eda samlagningarregla veldisvisisfallsins.
Nu skulum vid taka tveer tvinntlur z = x + iy og w = u + iv og sja hvernig bessi regla
alhafist pegar vid erum buin ad framlengja skilgreiningarsvadi veldisvisisfallsins yfir { allt
tvinntalnaplanid C:

= e"(cosy+isiny)e”(cosv+isinv)
= (e*e")(cosy+isiny)(cosv+isinv)
= "M (cos(y+v) +isin(y +v))

_ pltu)Fi(y+v) (xiy) +(utiv) _ pztw

—=e =€

Vid hofum pvi ad samlagningarformilan fyrir veldisvisisfallid gildir afram eftir ad pad
hefur verid framlengt yfir 4 allt tvintalnaplanid C.
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Synideemi 10.9.1
Reiknid ") +5
Lausn: Vid setjum petta beint inn { formdlu og faum

T — 5¢05 (g) +isin <§> = 5+§\/§l

Synidzemi 10.9.2
Notid formilur Eulers til ad einfalda cos(6)sin(0) cos(26).
Lausn: Notum formulur Eulers. Faum

eiG _l_efie eiG _ efiﬁ eZiG +672i6

0)sin(0 20) =

cos(0) sin(0) cos(26) > > 2
(20— ¢ 20) (20 4 o~20) MO o4O in(4p)

- 8i 8 4

Linulegt jofnuhneppi

Latum x1,x3,...,x, vera 6pekktar sterdir. Jafna af gerdinni ax; +axxy + - - - +aux, = ¢ par
sem ay,ay,...,dy,c eru einhverjar tolur kallast linuleg jafna, og ef vid hofum margar slikar
jofnur fyrir 6pekktu sterdirnar x1,xs,...,x, pa kallast par saman linulegt jofnuhneppi.

Ef b1,bs,...,b, erutdlur p.a. a1by +axby + - - -+ ayb, = c pa segjum vid ad (by,ba,...,b,)
sé lausn & jofnunni, og mengi allra slikra lausna {(by,bs,...,b,) : aiby +axbr + -+ +
anb, = c} kallast lausnamengi jofnunnar.

Fyrir gefid jofnuhneppi kallast stak (by,by,...,b,) sem er lausn & 6llum jofnum hneppisins
lausn d jofnuhneppinu og mengi allra slikra lausna kallast lausnamengi jofnuhneppisins.
AQ finna allar lausnir 4 j6fnuhneppi kallast ad leysa jofnuhneppio.

Lausnir a linulegum jofnuhneppum

St adferd sem mest er notud vid ad leysa linuleg jofnuhneppi kallast Gauss-eyding. Ad-
ferdin er ekki ykja flokin og gengur {1 stuttu méli ut 4 ad fekka 6pekktu breytisterdunum
i jofnum hneppisins par til audvelt er ordid ad lesa ut lausnamengi pess. Adferdin er best
utskyrd med demi:

Synideemi: Finnum lausnamengi eftirfarandi jofnuhneppis:

6x+3y+z=10 (D
2x—y+2z=3 (2)
x+y+z=3. 3)

Byrjum 4 ad margfalda jéfnu (2) med 3 og jéfnu (3) med 6 og faum pa:

6x+3y+2z=10 (1)
6x—3y+6z=9 ()
6x+6y+67=18. 3)

Drogum nu jofnu (1) fra jofnum (2) og (3). Par med hofum vid eytt 6pekktu sterdinni x
tt dr jofnum (2) og (3):
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6x+3y+z=10 (D
—6y+5z=-1 2)
3y45z=38. (3)

Margfsldum nd j6fnu (3) med 2 og faum:

6x+3y+z=10 (1)
—6y+5z=—1 2)
6y+ 10z = 16. (3)

Leggjum nd jofnu (2) vid jofnu (3). 6pekktu sterdinni y hefur pd verid eytt dr jofnu (3):

6x+3y+z=10 (1)
—6y+5z=—1 2)
15z =15. (3)

N er 1jost ut frd jofnu (3) ad eina gildid sem 6pekkta breytisterdin z getur tekid sem gefur
lausn & hneppinu er z = 1. Vid getum pvi sett z =1 { jofnur (1) og (2). Vid faum pa dt
jofnurnar:

6x+3y+1=10 (1)
—6y+5=—1. )

Jafna (2) gefur nd ad eina gildid sem 6pekkta breytisteerdin y getur tekid sem gefur lausn 4
hneppinu er y = 1. Setjum pvi y = 1 { j6fnu (1) og faum:

6x+3+1=10. (1)

bessi jafna gefur okkur ni ad x = 1 og vid hofum par med synt ad jofnuhneppid hefur
adeins lausnina (x,y,z) = (1,1,1).
Synideemi 3.5.1

Leysid jofnuhneppid
4da+2b—c =2,
a—b+c=12,
a+b+c=5.

Lausn: Vi0 byrjum 4 ad leggja nedri tver jofnurnar saman, pa fium vid 2a 4 2¢ = 17 sem
gefur c = % —a.
Vid leggjum sidan jofnuna { midjunni tvisvar vid efstu jofnuna og faum 6a + ¢ = 26. Vid

. . 17 . . 1
stingum inn - — a inn fyrir ¢. Nu gildir:

17 17 35 7
6a+2 a 5a+2 6 < Sa , = a=5
begar a er dkvardad finnum vid ¢ med ¢ = % —a= % =35. Med pvi ad stinga pvi svo inn
i sidustu jofnuna j6fnuna faum vio b =5—c—a= —a = ’77 P4 er lausn jofnuhneppisins
7 -7
a=sz, 7 ¢



