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Algildi

Vio skilgreinum algildi télu z, tdknad med |z|.

2] z efz>0
Tl =
—z efz <0

Tafla 1: Reiknireglur um algildi

Va?

|| =

|| > 0

|yl = |zllyl
lz+yl < |zl + ]yl
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Veldi og reetur

Tafla 2: Reiknireglur um veldi
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Reiknireglur um raetur

Tafla 3: Reiknireglur um raetur
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Synideemi

(2522 —4)x
(x%3x2)2 (52 + 2)
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Reiknio:
1. 5-7T+3-(2-11)
2.3.11-7-(245)
Teiknid bilid [—10, 10] og merkid sveedin bar sem |z + 2| — 5 > 0.
Einfaldio:
1. 8ab? — 4a + 6b% — 2ab? + 9a
2. 522 + 4y + 3zy — 11y + 22y — 322
8a(ab* + b* — 2b%)(a® —1)2
(2ab(a —1))3(a+1)
Einfaldio:
1. Va-vVb-a'/?- /¢
a—3 . b4\/E

a2 . p4/2. o—1/2

3. (_W-x2)3

3.

2.

- g3/
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Vigrar

Vigur { R? hefur tvo hnit og tdknar punkt { sléttunni R?. Ef vigur v
hefur hnitin z og y ba ritum vio

v=(1,y) coa VZB]
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Vigrar

Vigur { R? hefur tvo hnit og tdknar punkt { sléttunni R?. Ef vigur v
hefur hnitin z og y ba ritum vio

v=(1,y) coa VZB]

Vigur i R? hefur prja hnit. Ef vigurinn v hefur hnitin vy, v, v3 bé
taknum vid pad med
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Vigra hafa lengd og stefnu.
Lengdin er fundin med Pybagoérasarreglunni Ef vigurinn v hefur hnit
z og y pa er lengd hans:

V= VT
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Vigra hafa lengd og stefnu.
Lengdin er fundin med Pybagoérasarreglunni Ef vigurinn v hefur hnit
z og y pa er lengd hans:

v = va? + 32

Vigurinn me0 lengdina 1 er kalladur einingavigur.
Vigrarnir { stefnu hnitadsanna hafa sérstok nofn

i=(1,0,0)
j=1(0,1,0)
k= (0,0,1)
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Samlagning vigra

Faest med pvi a0 leggja saman x og y hnit vigranna:

a+b=(ay+by)i+ (a,+b,)]
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v=(2,4)
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Innfeldi vigra

Einnig kalla0o depilmargfeldi
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Innfeldi vigra

Einnig kalla0o depilmargfeldi
Innfeldi vigrana

a = (ay, ay, a,)
b = (b,, by, b.)

er

a-b=(azby + ayb, + a.b,)
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Innfeldi vigra

Einnig kalla0o depilmargfeldi
Innfeldi vigrana

a = (ag, Ay, a)
b= (bwa by7 bz)
er
a-b=(azby + ayb, + a.b,)
Jafngild skilgreining er

a-b = |a||b|cos(9)
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Daemi

Finnaa-b
a=(32,1)

b = (—4,5,2)
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Daemi

Finna horn milli vigranna
a=(2,7,1)

b = (1,5,3)
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Finnio lengdir eftirfarandi vigra, leggio b4 saman og finnid innfeldi
beirra. Eru vigrarnir hornréttir?

1.a=(1,2) ogb=(2,-1)

2. a=(-5,3) og b= (0,-6)

3. a=(8,2) ogb=(7,3)

4. a=(2,0,—-1) ogb=(8-1,3)
Finnio hornio milli eftirfarandi vigra:

1. a=(0,3) og b = (0,-2)

2. a=(1,1) ogb=(0,-1)

3.a=(1,2,1) ogb=(2,3,1)
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Krossfeldi vigra

er taknad med a x b.
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Krossfeldi vigra

er taknad med a x b.
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Krossfeldi vigra

er taknad med a x b.

b4 er

axb=i(ayb, — a.by) —j(azb, — a.b;) + k (agby, — a,b;)
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Daemi

Finna horn sem a x b myndar vid x-as.

a=1i+2j+3k

b = 3i+ 6j + 6k
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Daemi
Finnum krossmargfeldi vigrana

a=(1,0,0)
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Daemi
Finnum krossmargfeldi vigrana

a=(1,0,0)
b = (0,1,0)

* axb

b 1) /\/
L=
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Ofanvarp
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Daemi

Hofum vigurinn v af lengd 300 sem myndar 40° horn vid x-asinn.
Finnid ofanvarp vid x og y-as.
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Jofnur

Fyrsta stigs marglida er 4 forminu
Az+B=0

Pessi jafna er bein lina og er betur pekkt & forminu

(y =) = h(z — )
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10 |

Skurdpunktur vio 37
z

4 —92 2 4
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10 |

Skurdpunktur vio )j}s/
x
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Daemi

Finndu j6fnu linu sem er hornrétt &

y=8x—>5
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Jofnur

Annars stigs marglida er 4 forminu
Az® + Bz + C =0
A #£ 0 og A B,C eru rauntolur, nefnast studlar. Almenn lausn hennar

er
e —B+ VB2 —4AC
- 24
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Jofnur

Annars stigs marglida er 4 forminu
Az® + Bz + C =0
A #£ 0 og A B,C eru rauntolur, nefnast studlar. Almenn lausn hennar

er
e —B+ VB2 —4AC
- 24

D =+/B2—-4AC
er oft kalladur D-lidur.
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10 +
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30

20 +
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Daemi

Finnio reetur marglidunnar

472 —4z+1=0
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Daemi

Finnio reetur marglidunnar

22 +52+2=0

! !
Fyrirlestrar6d fyrir ngnema VoN - Reiknireglur i algebru Haskoli Islands




Daemi

322 -3 (z+1)(z—1)

2y 2 +1
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Jofnur

Pridjastigs marglida er a4 forminu

Az® + Bz? + Cx+ D
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Jofnur

Pridjastigs marglida er a4 forminu

Az® + Bz? + Cx+ D

» Erfidara ad leysa deemin.
» Til almennlausn en formilan fyrir hana er 16ng og flokin.

» Leysa deemin med pvi ad finna raetur med brute force.

! !
Fyrirlestrar6d fyrir ngnema VoN - Reiknireglur i algebru Haskoli Islands




Daemi

Finnio reetur marglidunnar

23— 422+ 65 —24=0
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Jofnur

Fjérdastigs marglida er 4 forminu

Az* + B3+ Cx* + Dz + E
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Jofnur

Fjoéroastigs marglida er 4 forminu

Az* + Bi*+ Ci> + Dz + F

» Til almenn lausn, en hin er 16ng og flokin.
» Fjoroastigs marglidur eru oft dulnar annarsstigs margliour.

» Patta { hondunum likt og med pridjastigs margliour.
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Daemi

Finnio reetur marglidunnar

=22 =0
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Jofnur

Fimmtastigs marglidur Engin almenn lausn er til fyrir margliour af
stigi 5 eda heerra.
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Jofnur

Fimmtastigs marglidur Engin almenn lausn er til fyrir margliour af
stigi 5 eda heerra. Naudsynlegt ad baeta vido TVINNTOLUM svo
haegt sé ad leysa paer margliour.
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Tvinntolur
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Tvinntolur

Til hvers?
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Tvinntolur

Til hvers?
Hvad er tvinntala?
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Tvinntolur

Tvinntala (e.complex number) er tala sem er haegt ad rita
z=x+ yi

bar sem z og y eru rauntélur og ¢ er imyndadur hluti. Uppfyllir
jo6fnuna
i?=-1
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Tvinntolur

Raunhluti tvinntolu er tanknadur
Re(z) = Re(x + yi) =z
Imyndadi hluti hennar

Im(z)=Im(z+yi) =y
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Tvinntolur

Tvinntalna planid Heegt er ad lita & tvinntolu sem skalar eda vigur {
tviviou kartesisku hnitakerfi kallad tvinntalnaplanio.
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Tvinntolur

Samokatalan er taknud med yfirstriki zZ eda stjornu z*. Ef samokun
er beitt 4 tvinntélu pa breytist formerki ¢ en formerki rauntalnanna
helst 6breytt. z,y € R og z,w € C
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Tvinntolur

Samokatalan er taknud med yfirstriki zZ eda stjornu z*. Ef samokun
er beitt 4 tvinntélu pa breytist formerki ¢ en formerki rauntalnanna
helst 6breytt. z,y € R og z,w € C

i =

|
.

T+yi = z—yi
Zw = ZzZw
z+w = Z+w
Z—w = Z—W
(z/w) = Z/w
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Tvinntolur

Deiling tvinntdlu Pegar deila skal med tvinntélum er margfaldad
me0 samoka nefnarans i nefnara og teljara.
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Tvinntolur

Deiling tvinntdlu Pegar deila skal med tvinntélum er margfaldad
me0 samoka nefnarans i nefnara og teljara.

v+wi T4yl

z+yl x4yl
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Synideemi

Leysum daemio
24 3¢

5+ 61
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Tvinntolur

Lengd tvinntolu Til ad finna lengd 4 tvinntolu (e. absolute value)

er Pybagéras notadur
o = Vo g2
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Finnio hallatolur eftirfarandi lina og skuropunkta peirra vid z-as og
y-as:

1. 2y+3z=1

2. linan sem fer { gegnum punktana (2,3) og (—1,2)

3. ay+br=c
Leysio eftirfarandi annars stigs jofnur:

1.22-1=0

2. 1022 +37—-18 =0

3. 222 —4x+T7=5z—-3
Finnio lengdir eftirfarandi tvinntalna, samokatolur peirra og reiknid
z-wog z/w.

1. 2=243tiogw=1—1

2. z=3i0g w=—3—51

3. 2=2+aiog w=a—1, par sem a € R
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Ojofnur

|t—al=D = ammadhvortz=a—Dedaz=a+ D
lxt—al<D = a—-D<z<a+D
lrt—al|<D = a—-D<z<a+D
[r—al>D = anmadhvortz<a—Dedaz>a+D
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Synideemi

Leysio fyrir x
15—-——| <7
T
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Synideemi

Leysa 6jofnuna og teikna upp lausnarmengi hennar

—16 < =32+ 1 <64
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Stofnbrotslidun

Stofnbrotslidun e. Partial fractions felst 1 pvi a0 lida 1 sundur
almennbrot med 6pekktum steeroum.
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Stofnbrotslidun

Stofnbrotslidun e. Partial fractions felst 1 pvi a0 lida 1 sundur
almennbrot med 6pekktum steeroum.
Til hvers?
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Synideemi

Stofnbrotslidid

8T
J2) = z(z+1)(z+2)
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Synideemi

Stofnbrotslidid
z+1

f@) = 23 + 422 + 4z
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Leysio fyrir z:

2
1. 84+ -] <15
T
T+ 2
2. -5 <4
-
1 2
3. - 8
33— + 5 <
Stofnbrotslidio eftirfarandi brot:
2
z(2z 4+ 1)
z—1
Ca2(z+1)
402 —z — 1

" (z+1)2(z - 3)
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Reiknireglur i Algebru

Kristbjorg Anna Poérarinsdottir

6. aguast 2015

1 Algildi

Algildi af tolu z, |z|, er jakveeda gildi t6lunnar an tillits til formerkis.
Vid skilgreinum algildi t6lu z, taknad med |z|.

T efx>0
2| =
—x efz <0

Tafla 1: Reiknireglur um algildi

|| = Va?
|| > 0
lzy = |z[ly|

2 Veldi og raetur

Tafla 2: Reiknireglur um veldi

xmxn — xm-{-n

% _ m—n

(zy)" = a™y"
2\" _ a2

Daemi. Notid reglur um visisfoll til pess ad einfalda steeduna

wlno
(@)
@l

5

Lausn. Getum tekid veldio ut fyrir sviga

Wi

(6-5)% =303



Daemi. Notid reglur um visisfoll til pess ad einfalda staeduna
3. 32
Lausn. Tokum sameiginlega paetti at fyrir sviga

34+2 _ 36

Tafla 3: Reiknireglur um raetur



3 Vigrar
Vigrar hafa steerd og stefnu.

Vigur i R? hefur tvo hnit og taknar punkt i sléttunni R%. Ef vigur v hefur
hnitin = og y ba ritum vio

v=(z,y) eda VZW

Yy
vy
Vigrar hafa steerd og stefnu. T.d. v = (v1,v92,v3) eda v = | vy
U3

Steerd vigra

Einnig nefnd lengd vigra, er fundin med Pypagorasarreglunni

i

vl=+Va%+y?

Er lengdin pa

Samlagning vigra
feest med pvi ad leggja saman x og y hnit vigrana.
at+b=c
Samlagning vigranna

a+b= (am—l—bz)ex—k(ay+by)ey+(az+bz)ez

Innfeldi vigra

Einnig kallad depilmargfeldi.
Innfeldi vigrana

a= (az,ay,az)
b= (bw,by,bz)

er

a-b= (axbx + ayby + azbz)

Jafngild skilgreining er
a-b = |a||b| cos(6)

Ef innfeldi tveggja vigra er null, p4 er annad hvort badir eda annar vigurinn
null vigur eda beir eru hornréttir hvor 4 annan.

Daemi. Finnaa-b
a=(3,2,1)

b = (_47 57 2)



Lausn.
a-b=3-(-4)+4+3-5+1-2=-12+12=0

— Vigrarnir eru hornréttir.

Deemi. Finna horn milli vigranna
a=(2,7,1)
b=(1,5,3)

Lausn.

a-b=al|b] cos (6)
a-b

—— =cos (6)
lallb]

la| = V22 + T2+ 12 = V54

|b] = V12 4 52 4 32

20

—1 o
= cos ———= ] =50
(\/27* 35)

Krossfeldi vigra

er taknad med a x b.

bPa er
axb=i (aybz — azby) —jlagb, —azb,) +k (%by — aybg;)
Pumallinn i heegrihandareglunni segir til um stefnu krossfeldisins.
Daemi. Finna horn sem a x b myndar vid x-4s.

a=i+2k+3k

b =31+ 67 + 6k



Lausn.
(12—18)i — (6 —9)j + (6 — 6)k = —6i + 35

Ho6fum fundio krossmargfeldid, hornid sem vigurinn myndar vid x-as er fund-
inn med hornafalla reglu.

n
m

l

[¢0)S]

~l2 O
w
38

Q
]

Viljum f& mothlid (y) deilt med adleeg hlid ( x )

6 = tan~! (36> = —26°

Dami. Finnum krossmargfeldi vigrana a = (1,0,0) ,b = (0, 1,0)

Lausn. a er einingavigur i x-stefnu og b i y-stefnu. Og samkvaemt haegrihanda
reglu &tti pad ad gefa vigur i z-stefnu.

iljlk
11010
0|10

sem gefur

axb=i (aybz — azby) —jlagh, —azb,) +k (aIby — aybg;)

=i(0-0-0-1)—j(1-0-0-0)+k(1-1-0-0)=k

Ofanvarp
vigursins u 4 vigurinn w er med prod,w.

Daemi. Hoéfum vigurinn v af lengd 300 sem myndar 40° horn vid x-asinn.
Finndu ofanvarp vid x og y-as.

Lausn. Rifjum upp regluna

Sjadum ad til ad finna ofanvarp 4 x-asinn notum vid
cos (0) =a/l

og 4 y-asin
sin (0) = m/l

sem gefur

cos (40°) - 300 = 193
sin (40°) - 300 = 230



4 Jofnur

Fyrsta stigs marglida

er 4 forminu
Ax+B =0

Pessi jafna er bein lina og er betur bekkt a4 forminu
(¥ —yo) = h(z — xo)
sem er jafna linu og h er hallatala hennar.
Daemi. Finnid hallatolur eftirfarandi lina og skurdpunkta peirra vid y-as.
a) y=_8xr—2
b) y = %:I:
c) 3z+4y—3=0

Lausn. Hallatala linunnar er studullinn sem stendur vio x.
Skurdpunktur vid y-as er fundinn med pvi ad setja = 0 og leysa ut fyrir y
Skurdpunktur vid x-as er fundinn med pvi ad setja y = 0 og leysa ut fyrir =

a) Hallatala: 8, Skurdpunktur: y =8-0—2=y = —2
b) Hallatala: %, Skurdpunktur: y = % cx=y=0
¢) Einangrum z og y sitthvoru megin vid jafnadar merkid.

3., 3
= ——X —
Yy=74" Ty

Hallatala: —%7 Skurdpunktur: —% -0+ % =y = %
Daemi. Finndu jéfnu linu sem er hornrétt a
y=8x—5

Lausn. Hornrétt lina er fundin med pvi ad reikna nyja hallatélu Formula fyrir
hallat6lulinu sem er hornrétt & adralinu er
1

hy = ——
1 I

Jafna linunnar sem er hornrétt & y = 8x — 5 er

—_-_5
y=73



Annars stigs marglida

er 4 forminu

Az’ + Bx+C =0
, A # 0 og A,B,C eru rauntélur, nefnast studlar. Almenn lausn hennar er

~B++/BZ—1AC
= 24 (L)

Ferillinn sem markar jéfnuna nefnist fleygbogi og hefur mest ein beygjuskil, par
a0 leidandi mest tveer raetur.

D =+/B? - 4AC

er oft kalladur D-lidur. Hann segir til um hversu margar reetur marglidan hefur.

D > 0 Marglidan hefur tveer mismunandi rauntalna lausnir
D =0 Marglidan hefur eina tvofalda rauntalna lausn
D < 0 Lausn marglidunnar er & tvinntalna planinu
Dami. Finnid rsetur marglidunnar
42 —4x+1=0
Lausn. Stingum inn { jofnu (??) og faum
—(—4)£4/(-4)*—4-4-1
2-4 T2

Daemi. Finnid reetur marglidunnar

20% + 522 =0
Lausn. Stingum inn { jofnu (??) og faum

—(-5)+£v52—-4-2-2  —5++/9
2-2 4

Daemi.
322 -3 (z+1)(z—1)

2y y2+1

Lausn. Tokum sameiginlegan patt ut fyrir sviga

3(;102—1) (x4 1) (z—1)

2y y2+1

umritum (22 — 1) = (z — 1)(x + 1)

3(z+1)(x—1) (z4+1)(z—1)

2y - y2+1




Styttum ut

3-<y2+1):2y

3y —2y+3=0

Stingum nu inn { jofnu (?7)

—(-2)+/(—2)7—4-3-3

2.3
2+4-36 14166
6 -3

Pridjastigs marglida
er 4 forminu
Az® + Bz? +Cz+ D

Almenn lausn hennar er 16ng og flokin og ekki er aetlast til pess ad nemandi noti
hana. Reeturnar ma po finna med pattun.

Dami.
22— 42?462 —24=0

Lausn. Pattum yfir 1 tvo lidi

(x—4) =
Hefur eina rauntalna null sté6d x = 4
(:c2 + 6) =0

Hefur tvofalda nullstod 2 = £/ —6 = +61¢

Fjordastigs marglida
er 4 forminu
Azt + Ba® + C2?> + Dx+ FE

Almennlausn er 16ng og flokin likt og med pridjastigs marglidur. Fjordastigs
marglidur eru oft dulnar annars stigs margliour.

Daemi.
2t —222=0

22 <x2 - 2)

Sjaum strax ad ein nillst6din er = 0 Leysum tr jéfnunni

Lausn. Byrjum & pvi ad patta

?2-2=0=2=+V2



Fimmtastigs marglidour

Arid 1826 sannadi Niels Henrik Abel ad ekki er til almenn lausn 4 marglidum af
stigi fimm eda heerra.



5 Tvinntolur

Setning 5.1. Tvinntala (e.complex number) er tala sem er hegt ad rita
z=x+Yyi
bar sem x og y eru rauntolur ogi er imyndadur hluti. Uppfyllir jofnuna

i =1

Rithattur

Notast er vio baedi i og j pegar talad er um tvinntolur, hér notast ég eingéngu
vid 7. T rafmagnsfraedi og rafsegulfraedi er frekar notast vid j par sem i oft taknar
straum.

Raunhluti tvinntélu er tdnknadur

Re(z) = Re(x +yi) =«

Imyndadi hluti hennar
Im(z)=Im(z+yi) =y

\
2

Tvinntalna planid

Haegt er ad lita 4 tvinntélu sem skalar eda vigur i tviviou kartesisku hnitakerfi
kallad tvinntalnaplanio.

Samokatalan

er taknud med yfirstriki Z eda stjornu z*. Ef samoka er beitt & tvinntolu ba
breytist formerki ¢ en formerki rauntalnanna helst 6breytt.
z,y € Rog z,weC

10



c+yr = T—yYi
zZw = Zw

Ztw = zZ4w
Z—w = Z—wW

(z/w) = zZ/w

Deiling tvinntolu

Pegar deila skal med tvinntélum er margfaldad med samoka nefnarans i nefnara
og teljara.

v+ wi T+ Yl
T4y x4y

Daemi. Leysum daemio
2+ 3

5+ 61

Lausn. Fyrsta skref er ad margfalda samoka nefnarans med nefnara og teljara.

243 5—6i  (2+3i)(5—6i)
546i 5—6i 25+ 30i — 30i — 3672

Vitum ad i? = —1
10 — 12i + 15i — 18 28+ 3i

61 61

Lengd tvinntolu

Til ad finna lengd 4 tvinntolu (e. absolute value) er Pybagoras notadur. Munum

ad z =z + yi
2l = Va? +y?

Déaemi. Finnio lengd vigursins
z="7+5t

Lausn.

2| = V72 +52=VT4

11



6 Ojofnur

Pegar vid skrifum jafnadarmerki (=) milli tveggja steerda { steerdfreedi meinum
vid a0 pessar tveer steerdir séu ndkveemlega hinar sému. Petta bydir ad ef vid
beitum einhverri adgerd & adra steerdina, ba kemur pad sama tat vid ad beita
somu adgerd 4 hina steerdina. Ef a og b eru einhverjar tolur og a = b, pa er
a+1=>b+1,5a =5bog a’® = b>.

Ef vid profum ad draga b fra badum sterdum a og b, pa faum vid jéfnuna
a—b=>b-—b=0. Petta er stundum ordad svoleidis ad vio héfum fert b yfir
jafnadarmerkio og ba ,breytist plas { minus. Ef vio erum viss um a0 b sé ekki
0 (og bar med a # 0), ba getum vid lika feert b yfir jafnadarmerkid & annan hatt:
a/b =b/b = 1. Pa hofum vid deilt med b beggja vegna jafnadarmerkisins og
pbannig ,breytt* margfoldun i deilingu.

Ordalagio ,,a0 feera yfir jafnadarmerki getur stundum veriod ruglandi og folki
er heett vid ad gleyma hvada reglum bad parf ad fylgja vid pann verknad. Réttast
er a0 hafa alltaf i huga ad raunverulega erum vio ekki ad feera neitt yfir nokkud,
heldur erum vid ad beita somu adgerd & tvo hluti sem vid vitum ad eru eins,
m.6.0. beitum vid sému adgerd beggja vegna jafnadarmerkisins.

Vid notum svipada hugsun pegar vid vinnum med 6jéfnur, en b6 verdum vid
a0 syna meiri adgat. Vissulega ef a er minna en b, pa er baedi a + 1 minna en
b+ 1 og 5a minna en 5b . Vio hofum lika ad a —b < b—b =0, en er vist ad
a/b <17 Svo er ekki. Tokum deemi.

Deaemi. Vid vitum ad 2 < 100 . Ef vid drégum 100 fra badum hlidum faum
vid ut a0 —98 < 0, sem er lika rétt. Ef vid deilum badum hlidum med 100,
ba faum vid ad 2/100 = 1/50 < 1 og enn virdist allt med felldu. Reynum bad
sama 4 0jofnuna —100 < —2 . Ef vid drogum —2 fra badum hlidum, eda réttara
sagt baetum 2 vid badar hlidar, pa faum vido —98 < 0. Ef vid hins vegar deilum
badum hlidum med —2, pa faum vid at ad

—100 - -2
-2 -2
sem jafngildir
50 <1

og er algjor della.
Ef vid vid héfum tveer télur z og y pannig ad
<y
ba getum vid dregid = fra hvoru megin 6jafnadarmerkisins:
r—r<y—x
O<y—=x
Svo getum vid dregid y fra hvoru megin:

O—y<y—z—y

12



-y < -

Nu héfum vid 6jofnu par sem steerdirnar xz og y koma fyrir med 6fugu for-
merki en 40ur. Pad er eins og vid hofum margfaldad upphaflegu 6j6fnuna med
-1 og snuid ¢jofnumerkinu vid. Reglan st er ad ef vid viljum margfalda badar
hlidar 6jofnu med neikveedri tolu, pa purfum vid ad snta 6jéfnumerkinu vid.
Merkinu gleymdist ad snua vid i deeminu hér ad ofan, sem er astadan fyrir pvi

a0 vid lentum 1 klemmu.

Vid lendum einnig { vandraedum ef vio margfoldum stranga 6jéfnu med nalli:
a < b verdur ba Oa < 0b sem jafngildir 0 < 0, en 0 getur ekki verid minna en
0 pvi 0=0. Pad er pvi ekki haegt ad margfalda stranga 6j6fnu med nilli, enda
hofum vid sjaldan rika asteedu til pess ad gera pad.

|z| =D
lz| =D
lz| < D
|x| > D
Almennar
|x —a| =D
|x —a| =D
|t —a| <D
|x —a| > D
Daemi.
Lausn.

LU Uy

S

annad hvort t = —D eda z = D
-D<z<D
—-D<x<D
annad hvort ¢ < —D eda z > D

annad hvort t =a— D edaxz=a—+ D
a—D<x<a+ D
a—D<zx<a+D
annad hvort t <a—D edaxz >a+ D

15—-—|<7

2
—7T<15——<7
X

—7—15<15—2—15<7—15

Prihyrnings 6jafnan

X

2
22 < —— < -8
X

Pessi jafna kemur fyrir & moérgum stédum i steerdfreedi. En hin pydir pad ad ef
bt hefur prihyrning pa getur ein hlidin ekki verid lengri en summa tveggja hlida

i prihyrningnum.

la+b| < |af +[0]
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7 Stofnbrotslioun

Stofnbrotslidun e. Partial fractions felst i pvi ad lida i sundur almennbrot med
6pekktum steerdum.
Dami. Stofnbrotslidoid

8x

Pla) = x(x+1)(z+2)

Lausn. Byrjum & ad skoda sameiginlega beetti og sjaum ad vid getum stytt it
x 1 nefnara og teljara. Setjum deemid upp

A . B 8
r+1 x+2 (z+1)(z+2)
Viljum leysta ut fyrir A og B, faum at jéfnuhneppi.

A(x+2)+B(z+1)=38
Margféldum upp dr svigunum og faum
Ax+2A+ Bx+ B =38
Tokum saman svipada 1idi
(A+B)x+ (2A+B) =38
Sjaum ad haegri hlid jéfnunnar inniheldur ekkert x svo
(A+B)x=0
2A+ B =28
Svo ad svo jafna 1) gangi upp barf A = —B stingum bvi inn i 2)
2A-A=8=A=38

bé feest ad
B=-8
Hoéfum ba ad
A . B 8 8
z+2 z+1 z+2 x+1

Heegt a0 stadfesta ad reikningar séu réttir med pvi ad reikna upp ar lidunum.

P(x) =

Daemi. Stofnbrotslioio
r+1

P =
() 3 + 5x? + 62

Lausn. Fyrsta skrefid er a0 lida pattinn { nefnara. Sjaum ad x er sameiginlegur
pattur allra og tOkum hann ut fyrir sviga.

r+1
x (22 4 5z +6)

15



Gloggur nemandi sér nt ad heegt er ad patta lidinn { nefnara i (z 4+ 3)(z 4+ 2) en
bad er einnig haegt ad nota reglu (??) til ad batta.

r+1
z(x+3)(z+2)

Setjum upp
A B C z+1

x +m+2+x+3:x(x+3)(x+2)

Ax+3)(z+2)+Br(z+3)+Cr(z+2)=x+1

Margféldum upp ur svigunum og tékum saman lika 1ioi

Ax? +5Ax +6A+ Bz®> + 3Bz + Ca?> +2Cz =z + 1

(A+B+0)2* +(5A+3B+20)z+6A=1+=z
Berum saman 1idi 1 jéfnunni og faum jéfnuhneppi
A+B+C=0
5A+3B+2C =1
6A=1
Ur bvi feest strax ad A = 1/6 Ur jofnu 1) faest svo B= ~C—A = B =—-C—1/6

Stingum bessu inni jéfnu 2)

5 1
243(-Cc—=)+20=1
s+3(-o-g)+

5 3
- —-3C—-—=-+4+2C=1
6 6+
Eingangrum C
5 3
C=—+-+1
6+6+
2
C=—--
3
PéfaestaéB:%
Lausnin er ba
1 1 2
P _ 6 2 _ 3
(@) x+x+2 z+3

Daemi.

16



Reiknireglur i Algebru
Lausnir

Kristbjorg Anna Pérarinsdottir

8. agiist 2015

Daemapasa 1
Dzemi. 8ab® — 4a + 6b% — 2ab? + 9a

Lausn. Byrjum & pvi ad taka saman eins lidi

8ab®—2ab? + 6b% — 4a+9a

6b? + 6ab® + 5a
nd sjaum vid ad 6b% er sameiginlegur pattur, tékum hann ut fyrir sviga
6b%(1 + a) + 5a
Dzemi. 522 + 4y + 3zy — 11y + 22y — 322

Lausn. Tokum saman eins 1idi

5x% — 322 + 4y — 11y + 3zy + 2zy
212 — Ty + bxy

222 — y (7 + 52)

8a®(ab* + b* — 2b%)(a? — 1)2

Dol = T+ 1)

Lausn. Byrjum & pvi ad skoda lidina
8a?(abt + bt — 2b1)(a® — 1)?
(2ab(a —1))3(a+1)

Samkveemt samokareglunni er

(2 = b*) = (x + b)(x — b)

bar sem b er einhver tala
pa faum vid



8a3(ab* + bt — 2b*)(a + 1)(a — 1)
(2ab(a —1))3(a+ 1)

P4 getum vid stytt ut lidinn { nefnara og teljara og faum

8a?(ab* + b* — 2b%)(a — 1)
(2ab(a —1))3

Neest tokum vid pridjaveldio { nefnara inn i svigan og faum

8a?(ab* + b* — 2b%)(a — 1)
2. g3 (a— 1)

P4 getum vid stytt tt (¢ — 1) lidina sem eru { teljara og nefnara

8a?(ab* + b* — 2b*)(a — 1)
230363 (a—1)3

Verdur svo

8a?(ab* + b* — 2b%)
23.a3-b3 - (a—1)2

Pvi naest getum vid sytt it a3 { nefnara og teljara

8ad(ab* + bt — 2b%)
23 .43 b3 (a— 1)

P4 faest

8(ab* + b* — 2b%)
23'1)3-(&71)2

Reiknum 23 = 8 og styttum tt

8(ab* + bt — 2b%)
803 (a—1)2

I teljaranum er b* sameiginlegur pattur i 6llum lidum, tékum hann at fyrir
sviga

(ab + bt — 2b%)
b (a—1)2

Styttum 1t 4 moti b3 { nefnara

b (a —2)
b3 . (a _ 1)2
Faum ad lokum
b(a — 2)
(a—1)2

Einfaldiod
Dzemi. Einfaldid /a - vb-a'/?-/c



Lausn. Héfum reglurnar

22 =/
VAT = VT

umritum deemid yfir 4 formid

setjum allt undir sému rét
Va-b-a-c
Margfoldum saman a og faum
va?-b-c

tokum a t fyrir rétina (\/ a? = a)

avbe
Dzemi. Einfaldid z=1/3 . z4/3

Lausn. Hoéfum reglu

P4 getum viod ritad deemio

o 1/3+4/3

a=3-bt/c

Daemi. Einfaldio P VY Ry

Lausn. Héfum regluna

Byrjum & pvi ad skoda
a=3-bt/c
a2 . b2 . 12
b4/2 = b? getum D4 stytt at b i nefnara og teljara
a=3-bty/c
a2 b2.c-1/2
faum pa
CL—3 . b2\/6
a-2.c-1/2

ef vid hofum



SVO

tokum saman

b2 - ¢

a

=32 p2 L Q12412 -1 2 =

3
2 ..3 . 2
Deemi. Einfaldid <W>
x .

y3/2

Lausn. Tékum z~2 og setjum { nefnara 272 = %
xT

3
[22 B
T y3/2. g2
3
/22 B
y3/2 . 3
margfoldum pridja veldid inn { svigan
3

223
y33/2 . 333

P4 notum vid ad \/z° = 2/
22 322y
Y972 . 19
Styttum ut { nefnara og teljara og faum
22 - 3y°
Y9727

Tékum nt /22y = - y,/y og faum
veoyy vtV 1

Y9227 269972 26

Daemapasa 2

Finnio lengdir eftirfarandi vigra, leggio pa saman og finnid innfeldi peirra. Eru
vigrarnir hornréttir?

Dzemi. a= (1,2) ogb =(2,-1)



Lausn. Lengd vigranna

la] = V12422 =5
b| =22+ (-1)2 =5

Samlagning vigranna
a+b=(1+22-1)=(3,1)
Innfeldi vigranna
a-b=1-2+2-(-1)=(2-2=0

Ef innfeldi vigra er ndll, pa4 er annad hvort annar eda badir vigrarnir nall
vigur eda beir eru hornréttir. Ja, vigrarnir a og b eru hornréttir.

Dzemi. a = (-5,3) og b = (0,—6)

Lausn. Lengd vigranna
la| = /(-5)2+32=V36=6
|b| = /02 4 (—6)2 = V36 = 6

Samlagning vigranna
a+b=(-5+0,3—-6)=(-5,-3)
Innfeldi vigranna
a-b=-5-04+3-(-6)=0—-18=-18
Innfeldi peirra er ekki nall, svo vigrarnir eru ekki hornréttir.
Dzemi. a = (8,2) og b= (7,3)

Lausn. Svar:

la] = V68

|b| = V58
a+b=(155)

a-b =062

Dzemi. a= (2,0,-1) og b=(8,-1,3)
Lausn. Lengd vigranna

la| =22+ 02+ (-1)2=V5

b= /8 + (—1)2+33=v64+1+9=74




Samlagning vigranna
a+b=(-2+8,0-1,-14+3)=(6,-1,2)
Innfeldi vigranna
a-b=-2-840-(-1)4+(-1)-3=-19

Innfeldi peirra er ekki nill, svo vigrarnir eru ekki hornréttir.

Finnid hornid milli eftirfarandi vigra:
Dzemi. a = (0,3) og b = (0,-2)
Lausn. Notum formuluna

a-b = cos(6)|a||b]

a-b
cos” 1 =40
<|a||b|>

a-b=0-0+3-(-2)=—6
la| = /02 +32 =3
Ib| = /02 + (—2)2 = 2

Stingum inn { j6fnuna og faum

—6
-1 == =
o8 (3~2) o

Dzemi. a= (1,1) og b= (0,—-1)

Eingangrum 6

Reiknum fyrst

Lausn.
a-b=1-0+1-(-1)=-1

la| = V12 +12 =2
bl = 0T (1 =1

Stingum inn { j6fnuna og faum

-1
cos” 1| —= ) =
(ﬂ)
Dzemi. a= (1,2,1) og b= (2,3,1)

Lausn.
a-b=1-2+2-3+1-1=9

la| =v124+224+12=6
bl =+v22432+12=11

Stingum inn { jéfnuna og faum



Dasemapasa 3

Finnid krossfeldi eftirfarandi vigra:
Dzemi. a = (5,3) og b= (0,—1)

Lausn. Setjum upp tofluna

axb=1i (aybz — azby) —j(ambz —azb;) + k (axby — aybm)

axb=1(3-0-0-(-1))—=j(5-0-0-0)+k(5-(-1)—3-0)
P4 faum vio
axb=-5k
Dami. a = (15,-2) og b = (4,8)

Lausn. Setjum inn i téfluna

axb=1i (aybz — azby) —j(ambz —azb;) + k (axby - aybm)

axb=1(-2-0-0-8)—j(15-0—-0-4)+k(15-8 — (-2) - 4)
P4 faum vio
axb=Kk(120 4+ 8) = 128k
Dzemi. a = (-1,2,0) og b=(2,0,0)



Lausn. Setjum inn i téfluna

axb=1(2-0—0-0)—j(-1-0—0-2)+k(-1-0—2-2)
P4 faum vio
axb=—4k
Dzemi. a= (5,2,1) og b = (—4,-3,-7)

Lausn. Setjum inn { téfluna

axb=1(2:(=1)=1-(=3) =j(5- (=7) = 1-(-4) +k(5- (=3) =2- (-4))
Pa faum vio
axb=—11i+31j — 7k
Finnid ofanvorp eftirfarandi vigra & x-as og y-as:
Dzemi. v =(1,5)

Lausn. Ofanvart vigursins & z-as er gildi vigursins { z-stefnu. Sama gildir um
ofanvart 4 y as.
Ofanvarp & z-as : 1
Ofanvarp 4 z-4s : 5
Daemi. v =(-2,1)
Lausn. Ofanvarp & x-as : —2
Ofanvarp & y-as : 1
Dzemi. vigur v b.a. |v|] =9 og v myndi 30° horn vid z-asinn.
Lausn. Ofanvarp & x-as:
cos (30°) -9
Ofanvarp & y-és:
sin (30°) - 9
Daemi. vigur v af lengd 36 sem myndar 15° horn vid y-asinn.

Lausn. Ofanvarp & x-as:
cos (15°) - 36

Ofanvarp a y-as:
sin (15°) - 36



Daemapasa 4

Finnid hallatolur eftirfarandi lina og skurdpunkta peirra vid z-as og y-as:
Deemi. 2y +3z =1

Lausn.
2043z =1

viljum eingangra y Jafna linu er y — yo = h(x — x9)

2y=1-3z

1 3
==-—=z
Y=57 35

Hallatalan er studullinn vid . Skurdpunktur vid y-as finnst pegar sett er
x =0, pe. q.

N

=y=

—~

Dzemi. linan sem fer { gegnum punktana (2,3) og (—1,2)

Lausn. Jafna linu er
Y —yo = h(z — x0)
Stingum inn i bessar formulu, veljum annad hvort (z,y) = (2,3) eda (z,y) =
(_17 2)
y—3=h(x—2)

Purfum ad reikna hallatolu hennar

L_Yy—w _3-2 _ 1
T —x -1-2" 3

P& verdur jafna linunnar

y-3=-3(-2)

Einangrum y

Ler 23
= ——=X —_
V=T33
1 n 11
= ——=X _—
Y=TET
Daemi. ay +bxr =c¢
Lausn. Einangrum y
b c
y=-——r+ -
a a

Hallatalan er studullinn vid x
Halltalan er h = g og skurdOpunktur vid y - 4s er y = £

a

Leysid eftirfarandi annars stigs jéfnur:

Demi. z2-1=0



Lausn. Munum eftir jéfnunni

—-B+vB?2-4-A-C
xTr =

2-A
Par sem
Az?+Bx+C =0
Stingum inn i jofnuna I pessu deemi er A =1, B =0 og C = —1. Pa faum
vid

—04+4,/02—-4-1-(-1)
- 2.1

X

r==+1

Pa ritum vio
(x —2)(x+2)

Deemi. 1022 +32z—18=0

Lausn. Hér er A =10, B = 3 og C = —18. Stingum inni jéfnuna

xi—BiNBQ—4JO(—B)
N 2-10

v —3+21
20
Ritum ba

Deemi. 222 — 42 +7 =5 — 3
Lausn. Viljum hafa 0 heegra megin { jéfnunni
20 — 92 4+10=0
Hér er A=2, B= -9 og C' = 10. Stingum inni jéfnuna

—(=9) £ /(=92 —4-2-10
2.2

xTr =

91

Ty

Ritum pa

(x—2)(z—10/4)

Finnid lengdir eftirfarandi tvinntalna, samokatolur peirra og reiknid z - w og

Dami. z=2+3iogw=1—1
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Lausn. Lengd tvinntalna er er fundin eins og lengd vigra.
|z| = V22 + 32 =13
Wl = I+ (F1)2 = V2
Samokatalan var taknud med yfirstriki
zZ=2-3
w=1+1
Margféldum saman z og w. Athugid ad petta er ekki innfeldi.
zZ-w

(24 3i)(1 —14)

2:-1-2-14+3t-1-3¢-1

munum ad 2 = —1
2—-21+31+4+3
pba faum vid ad
5+1
Daemi. z=3iogw=-3—-5¢

Lausn. Lengd

|z = V02 +32=+v13
w|=/(=3)2 +(-5)? = V24
Samokatalan var taknud med yfirstriki
z=—3i
W =—3+D5i
Margféldum saman z og w. Athugid ad petta er ekki innfeldi.

z-w = 3i(—3 — 5i)

—9i + 154>
munum ad i2 = —1. P4 faum vid ad
—-15—-9;

Daemi. z=—-4ogw=13+7i
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Lausn. Lengd

|z| =v224+02=2
|w| =+/132 + 72 = /218
Samokatalan var taknud med yfirstriki
z=-4
w=13+47i
Margfoldum saman z og w. Athugid ad petta er ekki innfeldi.
z-w = —4(13 — 79)
—52 4 28i+

Dami. z =24 ai og w =a — i, par sem a € R

Lausn. Lengd

2| = /22 + a2 = /4 + a2

lw| = Va2 + (-1)2 = Va2 +1

Samokatalan var taAknud med yfirstriki
Z=2—ai
wW=a+1
Margféldum saman z og w. Athugid ad petta er ekki innfeldi.
z-w=(2+ai)(a—1)
2-a—2-(—i)+ai-a—ai-i
munum ad 2 = —1

20+ 2+ ad*i +a

ba faum vid ad

2a + (2 + a?)i
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Dasemapasa 5
Leysid fyrir x:
) 2
Daemi. ‘8+ ‘ <15
x
Lausn. Byrjum & ad fella nidur algildio

2
715<8+5<15

Drogum 8 fra alstadar

2
—15-8 <88+ — <158
z

2
-23< —-<7
T
Deilum med 2
—23 < 2 < 7
2 x2 2
23 < 1 < 7
2 T 2
deilum { gengum alla lidina med 1
1 1 1
TSI 7T
2 x 2
faum
2 ey e 2
_f <z
23 7

ATHUGID vio snium EKKI 6j6fnu merkinu vid i pessu deemi, pvi heegra
megin i jofnunni er jakveed tala og vinstra megin er neikvaed. Ef tolurnar
hefdu haft sama formerki pa hefdu vid purft ad snt 6jéfnumrekinu vio. Skoda
deemi & fyrirlestrar notum.

Dsemi. ‘x;ﬂ —5’ <4

Lausn. Fellum nidur 6jofnumerki

T+ 2

—4 < —5<4

leggjum 5 vid alla 1idi

2
—4+45 < %—5+5<4+5
T+ 2
1< <9
3

Margféldum me0 3
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1.3 < %”3 <93

3<r+2<27

Dréogum 2 fra o6llum lidum

3-2<x+2-2<27-2

l<x<?25

Dzemi. - <8
&ml ‘3—x+5’

Lausn. Sleppum bessu dsemi

Stofnbrotslioid eftirfarandi brot:

D i —
sl z(2x 4+ 1)

Lausn. Setjum desemid upp

A+ B 2
r 22+1 z(2x+1)

Margfoldum i gegnum jéfnuna med nefnaran haegra megin, ba faest

ARz +1)+ Bx =2
Margféldum upp ur

2z + Bx + A =2

Berum saman 1idi og sjaum ad pad er ekkert x heegra megin i jéfnunni og
setjum upp jéfnuhneppi

2A+B=0
A=2
b4 er
B=-4
0g
2 4
r 2x+1
. -1
Demi. ——
x2(x +1)
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Lausn. Setjum deemid upp

é+ﬁ+ c  x-1
r 22 x4+l 22(x+1)

Margféldum med nefnaran haegra megin i jéofnunni i gegnum allt deemid og
faum

Az(z+ 1)+ Bz +1)+Cax? =2 -1
Margféldum uppur og berum saman 1idi

Az’ + Az +Bx+B+Cx?=z—1
Setjum upp jéfnuhneppi

A+C=0
A+B=1
B=-1

Pafest A=2B=—-1ogC=-2

15



