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1 Reikningur og talnakerfi

1.1 Talnakerfin

Natturlegar tolur

N=1{1,2,3,4,...}

Heilar tolur
Z={.,-3-2-10123,..}

Reedar tolur (rational numbers)

@z{%: o, pPEZ, p%O}

1.1.1 Details

1. Natturlegar tolur
N={1,234,..}

Vid segjum ad petta sé ,lokad" undir adgerdunum“,0g ,-“, pvi samlagning og
margféldun eru skilgreindar adgerdir og utkoma peirra ueéram nattlrleg tala.

2. Heilar tolur
Z=A{...,-3,-2,-1,0,1,2.3,...}

(lausnir & +n =0, n € N; lokad vid ,+“, , —“ 0g ,,-“)

3. Reaedar tolur (rational numbers)
@z{%: q,pEZ, p#0}

(lausnir aax+b=0,a,be Z,a# 0)
Athugid adZ og Q eru teljanleg (countable) mengi, p.e. til e~ 1 p6érun vioN

Pegar reiknad er med télum parf ad framkveema adgerdir i réér Allar reikniadgerdir

sem eru innan sviga skal framkveema fyrst. Svigann ma litarnésge reikningsdeemi Ut af
fyrir sig. Naest skal framkvaema margféldunaradgerdir odjripi. Ad lokum ma leggja
saman og draga fra.

Deemil1l.1.1.1+2-3=1+6=7
(142)-3=3-3=9
((1+1)-5+3-(2—4))-2=(2-54+3-(—2))-2=(10-6)-2=4.-2=8

1.1.2 Examples

Deaemigerd notkun

Natturlegu tolurnar N eru undirstada einfaldrar talningar. Par eru tvaer adgesémlagn-
ing og margféldun.

Heilu tolurnar iZ gefa talningu, samlagningu og margféldun eins og adur enftédratt.
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Pegar litid er & brotirf) faum vid aftur samlagningu, margféldun og fradratt en nuistset
vid deiling.
pad er eetlast til pess ad nemendur kunni almennar reikaireggs. ad reikna upp ur
T—T7/7T+7x7
og fa ut 55, eda
1,2
273
2 1
5132

og fa ut almennt brot (ekki tugabrot med reiknivél).

Deemil.1.2.1+2-3=1+6=7
(142)-3=3-3=9
((1+1)-5+3-(2—4))-2=(2-54+3-(—2))-2=(10-6)-2=4.-2=8

1.2 Rauntolur

Rauntolur (real numbers) Til eru télur sem ekki eru haegt ad skrifa sesty hd. lausnir
A\ 2 2
axc=2,x=3.

Safn rauntalnaR, er 6teljanlegt, pessar tolur eeliki teljanlega margar.

1.2.1 Details

Rauntélur (real numbers)
Til eru télur sem ekki eru haegt ad skrifa sem brot, t.d. laugnf = 2, x% = 3.

Petta m& sanna med moétségn. Gerum fyrst rad fyrir ad skrifgi (@ = I pe. ad
petta sdullstytt brot. P4 méa hefja pad upp i annad veldi og kanna hvad gerist:

= 2= an
= n? = 2nv?
= n® er slétt tala
= n erslétttala; setumn=2p
= 4p? = 2P
= mé = 2p?
= m?  er slétt tala
= m erslétttala setjum m=2q
p.e.n=2pogm=2q. En paer
n 2p
m- 2q

sem ma stytta. betta er métsdgn vid pad sem gert var rad [yeir,adn/m veeri fullstytt
brot. bvi ery/2 ekki reed tala.



Rauntoélur eriekki teljanlega margar. baer eru pvi ,fleiri“ en reedu télurnartdreta sanna
a eftirfarandi hatt:

Skodum[0,1] = {xe R:0<x< 1}.

Allar rauntolur ma skrifa sem 6endanleg brot, allar tol(@;, L] ma pvi skrifa sem

0,010203~~
G.r.f. ad tolur i[O, 1] séu teljanlega margar, p.e. para megi pseiN:id

1 +—0,a1aa3---
2 +— O,blbzbg---
3 +—0,c1C0C3:--

o.s.frv.

BlUum na til téluna

pb.a.

o.s.frv.

Pessi tala er ekki & listanum pvi hun er frabrugdin toluiré.listanum i aukastaf sama
hvadi er. Bilid [0,1] er pvi ekki teljanlegt mengi, og pvi & pad ekki heldur. Sa galli er
a pessari sonnun ad tala eins og 0.1 og 6endanlega runare@9®ér sama talan og pad
maetti pvi hugsa sér ad tala sem adferdin myndadi veeri af figgsd. Til ad komast hja
pessum vanda er nég ad skoda bara télur sem samanstanda @fdgadgxla sidan 4 5 og

7 midad vid hornalinuna. Par sem pessar 6teljanlega morgur rru adeins litill hluti af
télunum sem mynda bilif0, 1] eru télurnar & bilinu lika 6teljanlega margar.

Rauntolur (taknadaR) ma hugsa sér sem alla punkta a talnalinu sem er 6endanlégri ba
attir.

Ath: Engin ,go6t* eru i rauntalnamenginu.

1.2.2 Examples

Daemigerd notkun: Vid viljum oft reikna einfalda hluti eins og stystu leid mitjagnstaedra
horna i rétthyrningi. Slikar fjarleegdir er oftast ekki haadtrita sem brot.

Daemi: Almenna Gtreikninga ma framkvaema i reiknivélum og fiolmérgforritum. Reiknitol-
i0 R (http://r-project.org) framkvaemir alla hefdbundna reikninga & edlilegan hatt
beint af skipanalinu:

x<-3%5-4
y<-42
Xty

1.3 Reiknireglur

‘ Gert er rad fyrir ad nemendur kunni helstu reiknireglur.
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1.3.1 Details

Hér er att vio forgangsréd adgerda, margféldun innan s\agalagningu brota o.s.frv.
Spurningar innan pessa "fyrirlesturs"a tutor-web.neadpgdilfun og profanir i pessum regl-
um. Skrdid ykkur inn i tutor-web kerfid, finnid petta efni odjidespurningar.

1.3.2 Examples
Daemi: 2 (3+5) = 2-8 gefur pad sama 0g-3+2-5.

259_
377
2,57 _
3 711
2 5 3

1.4 Steedur

Dami um staedur

X+3

W+ X

X2 + X
Viljum oft einfalda eda umrita steedur, t.d. byrja mag+ yb og umrita: ay+ yb =
y(a+b).

1.4.1 Details

Steeda er safn tdkna, sett fram med I6gmaetum heetti.
Steeda er ekki jafna nema i henni komi fyrir jafnadarmerki.
1.4.2 Examples

Daemi: Steedur lysa gjarnan fullyrdingum & formlegan hatt. "Tvaidt hitastigs umfram
15 gradur'verdur I — 15).
Daemium staedur

X+3

W+ X

X2 X

1.5 AOJ reikna med steedum

Getum lagt saman staedur, t(@+b) +a=2a+Db
Getum margfaldad saman staedur taH b)x = ax+ bx
Hofum t.d.

(2x+ 3)(4x+ 6) = 8x? + 24x+ 18




1.5.1 Details

Eftirfarandi er gjarnan kennt sem "stadregdd "reglgn hverjum nemanda er hollt ad syna
fram &, hvers vegna petta er rétt:

(a+b)? = a® + 2ab+ b?

(a—b)*> =a®—2ab+b?
og
(a+b)(a—b)=a?—b?

1.5.2 Examples

Deaemi: Vid notum staedur oft til ad lysa fyrirbaerum, "tveimuuni@ eldri en Sigran“verdur
S+2o0.s.frv.
Daemi: Getum lagt saman steedur, {d+b) +a=2a+b
Getum margfaldad saman staedur {ak+ b)x = ax+ bx
Hofum t.d.
(2x+ 3)(4x+6) = 8x* 4 24x+ 18

1.6 Jofnur

Jafna inniheldur alltaf jafnadarmerki:

X=2

3—2x=(a—b)?

Getum gert adgerdir a jofnum: lagt pad sama vid badar hidargfaldad badar hlida
med sému steerd 0.s.frv.

=

1.6.1 Details

Ef x =y eru sama talan oger tala, pa vitum vio adx= ay, a+x=a-+y. pPa vitum vid
lika ad vid megum leggja somu télu vid badar hlidar jafnadaikis eda margfalda badar
hlidar med sému tdlu. Vid getum pvi notad adgerdirnar fytdedur til ad umrita jofnur.
Ekki segja feera yfir jafnadarmerki.

1.6.2 Examples

Vid notum staedur og jofnur oft til ad lysa fyrirbaerum, "tveimarum eldri en Sigran'verdur
S+ 2 og "Jon er tveimur arum eldri en Sigrin"verdue S+ 2 0.s.frv.
Deemi: Jafnaty = 1+ 2x lysir y fyrir gefid x. Vid getum umritad hana og fengid jofnu sem
reiknarx fyrir gefio y - p.e. vid getunginangrad’".
Daemi: A sama hatt ma umrita og t.d. einangigloknari jofnum s.s.

2

X
X=——+2.
y+ x+1Jr
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1.7 Tolugildi og 6j6fnur

Tolugildi: |aj =aefa>0en|a]=—aefa<O0.
Munum ad vid getum mdndlad med 6j6fnur, t.d.

a<b=-b<-a

Hofum sidaneb >0adla)| <b= —-b<a<hbh.

1.7.1 Details

a< bogb> apydir ada sé minni tala em. Mjokkunin bendir & minni téluna.

Tolugildi: |aj =aefa>0en|a] = —aefa<0.

Munum ad vid getum mondlad med 6jofnur, tadl< b= —b < —a. Athugum lika ad et
ogberu télur med < bogc < 0, pa erca> ch.

Hofum sidaneb>0adla| <b= —-b<a<hb.

Vid notum oft taknid= ("par af leidir") og munum ad pad ma alls ekki rugla pvi saman
Vid < sem pydir ad tvennt sé jafngilt.

1.7.2 Examples

Daemi: Med pessum skilgreiningum ma umrita alls kyns éjafnur

1.8 Mengi
1.8.1 Handout

Mengi eru sofn hluta sem nefnast stok.

Daemi:A={1,4},B={1, 3, 7},C={2}

Mengi er haegt ad setja saman og bua til sammengi, finna sartegjgitok og bula til snid-
mengi en einnig ad finna mengjamismun.

Deemi:

Sammengi AUB = {1, 3, 4, 7} Oll stékin sem eru i 68ru hvoru mengjanna (eda badum).
Snidmengi ANB = {1} Eina sameiginlega stak mengjanna.

Mengjamismunur: A\ B = {4} betta eru stokin A sem eru ekki B.

Toémamengio er mengid sem ekki inniheldur nein stok og eradbn T.d. ANC =.

1.9 Bil, mengitalna og mengjaadgeradir

Gerum rad fyrirada < c < b:
] {X ceR:a<x< b} e
{xeR:a<x<b}

[,

[a,b[=

]a,b] {xeR:a<x<b} §
Ja,b[={xeR:a<x< b} .
[a.bU{b} = [ :
2,b]\ {b} = [a,b] o
[a,b]\ {c} = [a,c[U]c, b]

[a7 ]ﬁ[C,b]:{C}
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1.9.1 Examples

Deaemi: R taknar allar rauntélur. Vid getum jofnum hondum skrifeé R og —oo < X < oo,
Daemi: Lokadir hornklofar tAkna lokad bil, t.d. er bilid fra einurg app i prja, med badum
endum medtdldum tdkndd, 3] = {x e R: 1 < x < 3}.

Daemi: Opnir hornklofar takna opid bil par sem endapunkturinn &i eded, t.d. er bilid fra
einum og upp i prja, med hvorugum endanum medtoldum ta)nas= {x e R: 0 < x < 1}.
Stundum er opni endinn taknadur med sviga, tid3).

Daemi: Halfopin bil eru taknud t.d. sen®, 2] edal2, 3.

Daemi: Stundum eru bilin bara tAknud med skilyrdunum, an formlegrangjaframsetn-
ingar, t.d. O< x < 3.

Deaemi: Skeyta ma saman bilum. Ef bilin innihalda sameiginlega pakkemur at nytt bil,
en annars ekki. Til deemis &, 2] U[1,3] =|0, 3] lika bil en]0,2] U [3,4] er ekki bil.

Daemi: Samskeyting bila parf ekki ad vera hélflokad pott sum uppbaflalin séu pad,
t.d. [1,2[U[2,3] = [1,3].

Deemi: Stundum ma skrifa mengi & marga vegu, {4.2[U]2,3] = [1,3]\ {2}. | badum
tilvikum vantar téluna 2 i bilid.

Daemi: A myndinni méa sja mengin

A=[3,5]={x:3<x<5},

ba
B=]4,6] = {x:4 < x<6}.

Myndin synir einnig sammengi peirra
AUB = {x:xec Aedax e B},

snidomengio
ANB={x:xeAogxe B}

0g mengjamismuninn
B\A={x:xeBogx¢A}.

2 brihyrningar, linur i plani, vigrar og hringferlar

2.1 Rétthyrndir prihyrningar og Pypagoras

Setning Pythagorasar um rétthyrndan prihyrning
med skammbhlidar af lenga b og langhlid af lengd
C:

a®+b%=c?

2.2 testing

| just testing
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2.3 Hallatala linu

Lina akvardast af tveimur punktum
Hallatala:
h— Yo—W1
E’/ X—X1

{ akvardast-tviraett af tveimur punktum. Segjum adwifum tvo Glika punkta

i planimed gefnu hnitakerfi og ad peir SBu= (x1,y2) 0g P> = (X2,¥2). Ef linan edddreétt,
pa erx; = X2 og ef hun etarétt, pa ery; = y». Ef linan er ekki |6drétt, pa er talan
h — y2 - yl
X2 — X1

vel skilgreind(p.e. talan er til og 6tvireett akvoroud) og hun nefhiallatalalinunnar. Med
pvi ad beita reglunni um hlutfall lengda i einslaga prihggum sést ad hallatalan er 6had
pvi hvada tveir punktar a linunni urdu fyrir valinu. Ef vidljgem na einhvern otiltekinn
punktP = (x,y) & linunni, pa er

h— Y—Y1
X—X1

semgefur y=y;+h(x—x1).

Seinni jafnan, og allar j6fnur sem eru jafngildar henni,m&tfjafna linunnar/. Athugid
ad larétta linan gegnurfxy, y1)feer samkveemt pessu jofnuga= y;. Hallatalan er ekki
skilgreind fyrir I6drétta linu en sja ma & mynd ad |6drétt@ah gegnumxy,ys) hefur
jofnunax = x;.

Ef tveir punktar i plani hafa hnitifxy, y1) 0g (X2,Y2), pa latum vid

AX=Xp—X1 (x-breytinghy=y>—y; (y-breyting)

LatumPy(x1,y1) 0g P2(x2,y2) vera tvo punkta & lint.

Hallatala L er A
_ay Y=y
h_Ax_xz—xl b2 #%1)
Pessi tala, "hallatalan”, meelir hve milgdreytist pegax haekkar um einn (eina einingu).
Ath: Hlutfallid %ﬁ er 0had pvi hvada tvo punkta vid veljum. betta hlutfall eriggen taknad
h edami steerdfreedi odp edaf i tolfraedi.

2.3.2 Examples

Deaemi: Linur og hallatélur eru notadar a 6llum svidum visindga hverjum degi i dag-
bl6dum.
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2.4 Vigrar i plani

Vigur er "strik med stefnu”.
Vigurinn v milli punktannaP; = (x1,y1) 0g P> = (X2,Y2) er

~(355)
Y2—Y1

Latum P = (X1,y1) 0g P> = (X2,¥2) vera tvo punkta i

plani og drégum strik fré; til P, og gefum pvi stefnu

P . . S .
/ 2 fra Py til P,. Petta stefnubundna strik nefniggurinn fra
P PP, Py til P2 og er tdknad me® P, og a mynd teiknum vid

hann sem or fré; til P.

2.4.1 Details

Vid hugsum um vigur sem "strik med stefnu”.
Vigurinn v milli punktannaP; = (x1,y1) 0g P> = (X2,Y2) er

~(353)
Y2—W1

LatumP; = (x1,Yy1) 0g P> = (X2,Y2) vera tvo punkta i plani

og drogum strik fréPy til P> og gefum pvi stefnu fr&; til

P . e . .
/ 2 P,. betta stefnubundna strik nefniggurinn fra R til P2 og
Py PP er taknad me®;P, og & mynd teiknum vid hann sem 6r fra

Py til Ps.

Munum ad vigra ma leggja saman, margfalda med télu og

innfeldi vigra er skilgreint, svo ed = < 21 ) ogb = < El ) eru vigrar ogk € R er
2 2
rauntala, pa skilgreinum vid samlagningu vigra, margféledoed t6lu og innfeldi vigra

. a1+ by . kag .
meda-+b = < 2y + by ) ka_< ke ) oga-b=ajb; + ashy.

2.5 Jafnalinu

Finnum nu jofnu linu sem fer i gegnum punkt
(X1,Yy1) og hefur hallatélum.

Tokum einhvern punktx,y) & linunni (X # x1).

Hallatalan er y r
Yy—Y1
m= MX—X1) =y—
O (X=Xx1) =y—-¥y1
= s

y=m(X—x1)+y1

petta er jafna linu sem fer i gegnum, y;) og hefur
hallatolum.
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2.5.1 Details

Finnum nu jofnu linu sem fer i gegnum puriki, y») og hefur hallatélun,

Tokum einhvern punktx,y) & linunni (x # x;). Hallatalan er

m_Y—Y1

T X—x & MX—X1)=y-Vy1

y=m(X—X1)+Y1

Petta er jafna linu sem fer i gegnum, y1) og hefur hallatélun.

Ath: Jafna laréttrar linu ey = a, par sema er fasti og jafna I6dréttrar linu er= b par sem
b er fasti.

2.6 Jafna linu sem halli og skurdpunktur

Jofnuna y
y=m(X—x1)+y1
ma skrifa f
A b
———
Y =MX+Yy1—Mx
y =mx+b
X
2.6.1 Details
Jofnuna
y=m(X—x1)+y1
ma skrifa
b
Y =MX+Yy1r—MxX
y =mx+b

Hvada merkingu hefup?
y=befx=0, pvi erb y-hnit skurdpunkts linunnar vig-asinn.

Jofnu linu ritum vid pvi sem

y=mx+Db

m og b eru fastarnir sem akvarda linuna.

Svokollud adhvarfsgreining (regression) snyst m.a. umragafpéa linu (p.e. finnen og b)
sem fellur ,best* ad gefnu mengi punkta i plani.
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2.7 Jafna linu med normalvigri

Hn:(S)bw%H
a(x—Xo) +b(y—yo) =0

linu i gegnum punktinr{Xo,yo) mednormalvigur n, p.e. pessi vigur er hornréttur|a
linuna.
Drogum saman og einféldum:

ax+by+c=0

2.7.1 Detalils
an:(z)pmwn
a(x—xp) +b(y—yo) =0

linu i gegnum punktiniixo, yo) mednormalvigur n, p.e. pessi vigur er hornréttur a linuna.
Drégum saman og einfoldum:
ax+by+c=0

2.8 Samsida linur

Samsiddinur hafa somu hallatdlu, en mismunandi skurdpunkiywis.

Li: y=mx+by ; L2: y=mx+hby

2.8.1 Details

Samsiddinur hafa sému hallat6lu, en mismunandi skurdpunkty&s.

L1: y=mx+by ; Lz: y=mx+by

2.9 Hornréttar linur

y
Jafna linu sem er hornrétt a linuna : y =
mix+ b1, gegnum punkixs, ys) er:
1 f
=——Xx+b = )
y ) + 02 <mz ml) <
p

2.9.1 Details

Finnum nu jofnu hornréttrar linu & gefna lihy:  y = myX—+ by, gegnum punkixy, ys):

tan@, =My =

e}

tangp=mp = L =1

= m-mp=-1
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Jafnal,:

y=——X-Xx1)+W%
b.e.
——ix+b < ——i>
y= m 2 My = My

2.10 Fjarleegoir og lengdir i plani

Fjarleegd milli tveggja punkta:

d= \/(Xl — %)+ (y1—y2)%

Lengd vigurs reiknast & sama hatt.

2.10.1 Details

Ef vid litum & hnit puntkanna i setningu Pypagorasar faunstriéx jofnu sem lysir fjarlaegd
milli peirra.
Fjarleegd milli tveggja punkta i plani er gefin med:

d= \/(Xl — %)%+ (y1—y2)*.

Lengd vigurs reiknast & sama hatt.

2.11 Hringferlar

Jafna hrings:
(Xx—x0)%+ (y—Yo)* =12

2.11.1 Details
Jafna hrings feest med pvi ad skrifa nidur j6fnu sem lysir pumki fiarlaego fra tiltekinni
midju:

(X—x0)*+ (y—yo)* =2
Nanar tiltekid er hringurinn mengid

{(xy) € R?: (x—x0)*+ (y—yo)* = 1%}
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3 Fall

3.1 Fdall, formengi peirra og bakmengi

Tvo mengiD ogR.

e D: formengi, skilgreiningarmengi
(domain)
—
o R bakmengi, varpmengi, radstéfunar- -
mengi (codomain, range)

kkkkkk

Daemi
Fall, f, er regla sem laetur ndkvaemlega eitt st&k im fall, sem lysir fislda skjaldarmerkja pegar kast-

il sérh ki ad er tveimur krénum. Bakmengid er sett all
svara til serhvers sta . rauntolur en i reynd eru mogulegar Gtkomur (myn|

mengid) adeins prjar tolur.

=

3.1.1 Details

Byrjum med tvd mengD ogR. Oft eru baedi einfaldlega mengi rauntalna.
Fall, f, er regla sem laetur ndkveemlega eitt st&sivara til sérhvers stak€d.

Mengin nefnast pa:

e D: formengi, skilgreiningarmengi (domain)
e R bakmengi, varpmengi, radstéfunarmengi (codomain, range

Athugio adf er fallid en efx € D, pa erf (x) € R dtkoma fallsins i punktinum.

3.1.2 Examples

Deaemi:: Oll svid visinda nota foll til ad lysa sambondum. Vié founit eru notud foll til ad
framkvaema reikniadgerair, faerslur og alika.
Daemium rithattf : R — R med f(x) = 2x. Hér er t.d.f(3) = 6 0.s.frv.

3.2 Myndmengi falls

Myndmengi (image) : D — Rer

f(D) = {f(x):xe D} CR

3.2.1 Detalils

Myndmengi falls f : D — R er safn mégulegra utkoma
f(D)={ycR | IxeD pa y=fx} CR

en ekki parf ad gilda ad(D) =R
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Formengi fallsf, taknum vid stundum sem(f) edaDjs.

Vid taknum: ,y er fall af x“ sem
y="f(x)
¢ ykallast had breyta (dependent variable).

e X kallast 6had breyta (independent variable).

Hér skodum vid svo til eingdngu foll par seC R ogR C R (rauntdlur).
f: RODD—R
Ath: f er e.t.v. ekki skilgreint & 6llu rauntalnamenginu, t.d.
f(x) = VX er adeins skilgreint fyrir x>0
f(x) = )—1( er ekki skilgreint fyrir x=0

Fyrir gefio fall f, gerum vid rad fyrir ad formengid sé eins stort og moguleginema
annad sé tekio fram. T.d.

f0=1. Di=E\{0)
f(x) = v/X, Dt ={xeR|x>0}

3.2.2 Examples

Mynd 1: Formengi og bakmengi geta verid allar raunt6lur en
myndmengi annad. Ef fallid ef : R — R med f(x) = X2, ba

er formengi skilgreint serik og bakmengR en myndmengidé er
{y=x?:xcR} ={y:y>0} =R, pviallar Gtkomur fallsins eru
null eda steerri.

Daemi: Kostum krénu tvisvar, faurm=KK, KS, SK eda SS. Gefum sidan uppw) =fjoldi
skjaldarmerkja. P& ef fall og ma lita &X sem fall fra menginQ yfir i nattarulegu télurn-
ar, p.e.X: Q — R. Hins vegar eru mogulegar Utkom¥radeins télurnar 01, 2, sem eru
myndmengi fallsins.

Deaemi: M&dir barns er lika fall pvi hvert barn a adeins eina moduhudiid ad barn moédur
er hins vegar ekki fall.

Daemi: f(x) = \/xlysir falli sem adeins er haegt ad skilgreina fytir 0. Vid getum klarad
skilgreiningu fallsins med pvi ad rita: Latuh: R, — R, vera fallid sem er skilgreint
med f (X) = /X
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Daemi: Ef f(x) = x?, pa er heegt ad lata formengivera allar rauntélur og bakmengi
lika. Hins vegar ex? > 0 fyrir allar rauntdlurx og pvi er myndmengid (allar hugsanlegar
Utkomur) adeins hlutmengi i bakmenginu, nefnildgae R : y > 0} edaR .

Fallid f : R — R med f(x) = x? hefur pvi, samkvaemt pessari skilgreiningu formeRgi
og bakmengR en myndmengid efy = x> : x € R} = {y:y > 0} = R, pvi allar Gtkomur
fallsins eru null eda steerri.

Daemi: Ef f(x) = /X, p& erf adeins vel-skilgreint rauntdlufall ef er takmarkad vid
rauntélur sem eru steerri en eda jafnar nulli, f.e R, — R, svo formengi og bakmengi
eru paRr ;.

3.3 Grof falla

Punktamengio b s

{(x, f(x)) e R |xeDt} y

er graf fallsinsf.

3.3.1 Detalils

Punktamengid
{(x,f(x)) e R |xeDs}

er graf fallsinsf.
Athugid ad fyrir hvertx-gildi er adeins eitt gildi fallsinsf (x).
3.3.2 Examples

Deaemi: Til deemi er "maéadir barns"fall pvi hvert barn & adeins einffré@dilega) mddur.
Hins vegar er "barn méadgkki fall pvi maadir getur att mérg born.
Daemi: A myndinni eru tvo grof, annad getur verid graf falls en ekiti.h

3.4 Jafnsteed og oddstaed foll

Fall f er
e jafnsteett (even) ef (—x) = f(X), Vxe& Ds $ ;[
© MO p t f
e oddsteett (Odd) Ef(—X) = —f (X), VX € Df z M s ,J{’ .
9
(hérerDs CR)

3.4.1 Details
Skilgreining: Fall f er

o jafnsteett (even) ef (—x) = f(x), Vxe& Dy

e oddsteett (odd) ef (—x) = —f(x), Vxe& D
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Ef speglad er uny-as varpast punktur med hr{i,y) i punkt med hnit—x,y). Vid 180°
snuning um O-punkt varpagt,y) i (=X, —Yy).
Skodum nu graf jafnsteeds fall$ (—x) = f(x)):

Punktur & grafinu hefur hnix,y), par semy = f(x). Vid speglun umy-as varpast pessi
punktur i punktinn

(=xy) = (=%, (X)) = (= f(—X))
sem er punktur & grafinu. Athugid ad hér verdur ad sjalfsogdyilda ad:

xeDf = —XxeDs
Grafio fellur pvi i sjalft sig viod speglun, p.e. grafid smmhverft umy-as.

Skodum neest graf oddsteeds falig—x) = —f(x)):
Punktur & grafinu hefur hnik,y), par seny = f(x). Vid 180° snuning um 0-punkt varpast
pessi punktur i punkt med hnit

(=%, =y) = (=%, =1 (x)) = (=%, f(=x))

sem er punktur & grafinu. bvi fellur graf oddstaeds falls ftsgéd vid slikan snuning, p.e.
grafid ersamhverft um nallpunktinn vid sndning um 180

3.4.2 Examples

Daemi: Ef fallid f er skilgreint medf (x) = 2x, fyrir x € R, gildir f(—x) =2-("x) = —2x=
—f(x) og f er pvi oddsteett fall.

Daemi: Ef f(x) = x2, skilgreint fyrirx € R, gildir hins vegarf (—x) = ("x)? = x> = f(x) og
f er pvi jafnsteett fall.

3.5 La&arétt hlidrun a grofum

Graf fallsinsg(x) = f(x) + k feest med pvi ad hlidra K 1 g
grafi fallsinsf (x) umk einingar 16drétt. Y

3.5.1 Details
Graf fallsinsg(x) = f(x) +k faest med pvi ad hlidra grafi fallsirfgx) umk einingar l0drétt.
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3.6 Larétt hlidrun a grofum

Graf fallsinsg(x) = f(x-+ h) feest med pvi ad hlidra f d

grafi fallsins f (x) um h einingar larétt (til vinstri ef 9

h > 0, til haegri eth < 0). \\JZ U
X+h X

3.6.1 Details

Graf fallsinsg(x) = f(x+ h) faest med pvi ad hlidra grafi fallsirf§x) um h einingar larétt
(til vinstri ef h > 0, til haegri efh < 0).

3.7 Einteek og ateek foll

Fall f : D — Rer einteekt (one-one, injective) ef

f(a="f(b) = a=b

Fall f : D — Rer ateekt (onto, surjective) &er lika myndmengf.

3.7.1 Detalils

Sum foll geta tekid 61l hugsanleg gildi i bakmenginu en onekki. Sum foll geta varpad
morgum gildum i sdmu utkomuna en 6nnur ekki. Pessi mismuhagaéun skiptir verulegu
mali pegar finna skal andhverfur falla og pessi hegdun er pkkild nidur.

Fall f : D — Rer einteekt (one-one, injective) ef

f(ay=f(b) = a=b

Petta ma lika orda pannig ad tvo olik stok i formenginu varpékk stok i bakmenginu.
Fall f : D — R er ateekt (onto, surjective) & er lika myndmengif. petta ma lika orda
pannig ad fyrir sérhvery i bakmengintR er til stakx i formenginu sem varpastyi p.e.

y = f(x).
3.7.2 Examples

Daemi:
f(x) = x, Df = R er ekki eintaekt, erf (x) = x?, D¢ = R er eintaekt.
f(x) = x3, D = R er einteekt.

3.8 Samsett foll

Tokum tvo follg og f. Gerum rad fyrir ad

g(Dg) C D¢ - -

Skilgreinum samsetta (composite) falli® g:

(fog)(¥) = f(9(¥)
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3.8.1 Details

Tokum tvo follg og f. Gerum rad fyrir ad
9(Dg) C Ds

(p.e. 6llg(x) eru i formengif).
Skilgreinum samsetta (composite) falli® g:

(fe@)(x) = f(9(x)

3.8.2 Examples

Daemi
f(x) = 3%
g(x) =2x+4
Skodumfogoggo f
Daemi:
g(x) = sinx, f(x) = x
(9o £)(x) = g(f(x)) = g(2) = sinx?
(fog)(x) = f(g(x)) = f(sinx) = sirfx

4 Marglidur, veldisféll og raed foll

4.1 Annars stigs marglidur-fleygbogar

p(x) = ax +bx+c

4.1.1 Details

Annars stigs marglidur eru “staedur” (formulur) af gerdinni
axC +bx+c

par sema, b og c eru tilteknar gefnar t6lur.
Gildi marglidunnarp fyrir gefna télu,x, ma tdkngp(x). Pannig er oft skrifad

p(x) = & + bx+c.
Ymis verkefni parf ad leysa vardandi slikar marglidur. Méneeeftirfarandi spurningar:

e Hvada reetur hefur marglidan (fyrir hvadaildir p(x) = 0)?
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Er haegt ad patta margliduna i einfaldari peetti (erugtidg m pannig adp(x) =
q()m(x))?

Hvernig er best ad teikna margliduna?

Er til x pannig adp(x) sé heesta mogulega gildi marglidunnar?

Er til x pannig adp(x) sé leegsta mogulega gildi marglidunnar?

4.1.2 Examples

Daemi: Marglidur eru notadar ut um allt: marglidur i tima i tolvufraedi; BMI i heilsu-
freedum gerir rad fyrir kvadratsambandi pyngdar og heedaskiffeedi er oftar gert rad
fyrir pridja veldi...

Daemi: Litum & marglidunag(x) = 3x*> — 2x+ 3. Reikna ma gildi pessarar marglidu fyrir
mismunandi gildi &. Til deemis efx = 0 faestp(0) = 3-0°—2-0+3 = 3.

A sama hatt feegh(1) =3-1°—2.14+3=3-2+3=4.

Setja ma gildip upp i toflu:

x p)
-1 8
0 3
1 4
2 11

Marglidur ma teikna med 6keypis forritum sem keyra a moérgdhugerdum, t.d. Geo-
Gebra, R eda gnuplot. Deemi um R skipanir:

x<-(-10:20)/10
p<-function(x){return(3*x~2-2xx+3)}
plot (x,p(x),type="1’,1lwd=2)

4.2 A0 teikna margliour

Myndraen framsetning er naudsynleg til ad sja eigin+
leika falla og marglidur eru engin undantekning.

Marglidan 3«x? — 2x x+ 3.

4.2.1 Details

Gagnlegt er ad teikna marglidur til ad fa hugmynd um utlirfzeiPa er valid heppilegt bil
a x-as, reiknud gildp(x) og punktarnir(x, p(x) teiknadir inn & myndina.
Ymsir pakkar gera petta mjog vel, t.d. GeoGebra, R, WolfrdphaA.
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4.2.2 Examples

Daemi: A efri myndinni ma sja graf marglidunnas(x) = 3x> — 2x+ 3, p.e. punktana

(X, p(X)).

Daemi: A nedri myndinni ma sja graf marglidunna(x) = —3x? — 2x+ 3.

4.3 Marglidur sem foll

p(x) = ax +bx+c

p er fall
p(x) er tala
Ef x er tala pa ep(x) 6nnur tala

4.3.1 Details

Marglidur eru i raun “foll”, p.e. paer eru forskrift pannig @ x er tala, pa emp(x) =
ax? + bx+ ¢ dnnur tala sem mé reikna pajb og ¢ eru pekktar télur. Slik foll eru yfirleitt
taknud med einfoldu takni s.$, g edah, en margliduféll eru oft taknud mep edagq.
Stundum er peegilegt ad tala um “marglidupi)” pott slikt sé strangt til tekid ekki rétt
midad vid ofangreinda skilgreiningu ppier marglidan og(x) gildi hennar.

4.4 Einfalt tilvik: c=0

Ef c= 0 verdurp(x) = ax’ + bx

Ef finna skal rét, p.e. finnapannig adp(x) = 0 parf

ad leysaa + bx = 0. D
Athugum pa a&@x + bx = x(ax+b). betta er marg- -
feldi tveggja lida, p.ex ogax+ b en slikt margfeldi :
er null pa og pvi adeins ad annar hvor lidurinn sé
nall, p.e.x =0 edaax+ b= 0. :
Vid héfum synt adax® + bx= 0 ef og adeins ef =0
edax = —b/a.

4.4.1 Details

Ef c = 0 einfaldast deemid pvi n @(x) = ax? + bx

Ef finna skal rot, p.e. finna pannig adp(x) = 0 parf ad leysax’ + bx= 0.

Athugum pa ad@x + bx = x(ax+b). betta er margfeldi tveggja lida, p.e og ax+ b
en slikt margfeldi er nall pa og pvi adeins ad annar hvor lidusé nall, p.e.x = 0 eda
ax+b=0.

Vid héfum synt adax® 4 bx = 0 ef og adeins et = 0 edax= —b/a.

45 Um reetur

Marglidanp(x) = ax? + bx+c

Teiknum: (x, p(x)) gefur fleygboga

Getur snerk-asinn, skorid i tveimur punktum eda hvergi snert
Snerti- eda skurdpunktar vidas: p(x) =0

Jafnanp(x) = 0 hefur i mesta lagi tveer lausnir
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45.1 Details

Reetur marglidu, p.e. stadirnir par sgtx) = 0, eru mjog &hugavert fyrirbaeri.

Vert er ad benda a ad marglida hefur alltaf sama formerki & mia. Ef t.d. p(x) =0
adeins ix; 0g X2 (Mmedx; < X2), pa hefur han fast formerki & hverju bilania, x;),
(X1,%2) 09 (X2, ).

Litum nanar & annars stigs marglidup@) = ax® + bx+c.

Pegar teiknadur er ferill annars stigs marglidu, p.e. @dneru punktarnifx, p(x)) fyrir
raunt6lugildi ax, kemur i lj6s svonefndur fleygbogi. Fleygbogi getur smedisinn, skorid
asinn i tveimur punktum eda jafnvel hvergi snedsinn. Snerti- eda skurdpunktar fleyg-
bogans vik-asinn tilsvara gildum par seyahnitid er null, p.e. punktum par sepix) = 0.
pPad er pvi ljost ad annars stigs marglida getur i mesta lagitveer reetur, p.e. jafnan
p(x) = 0 hefur i mesta lagi tveer lausnir.

4.6 Marglida sem margfeldi einfaldra lida

G.r.f. p(x) = @ + bx-+c hefur reeturnao og B,

p.e.p(a) =0 0gp(B) = 0.
P& gildir: p(x) = a(x—a)(x—B)

4.6.1 Details

Gerum rad fyrir ad annars stigs marglidp(x) = ax® 4 bx+ ¢ hafi reeturnao og B, p.e.
p(a) =00gp(B) =0.

Litum & marglidunag(x) = a(x—a)(x— ). Petta er annars stigs marglida sem sker
asinn & somu stédum og margliopnSvo vill raunar til adg er sama marglidan opg, p.e.
g(x) = p(x) fyrir allar rauntolurx.

4.7 Tengsl rota og studla

p(x) = ax’ 4 bx+ ¢ hafi reetura og 8

p.e.p(a) =00gp(B)=0

svop(x) =a(x—a)(x—P).

NG erp(x) = a(x—a)(x—B) = a(x® — (a 4 B)x+ap)
svop(x) = ax’ — a(a + B)x+ aap
b.e.—a(a+B)=bogaaf=c
Efa=1:b=—(a+p)ogc=afp

4.7.1 Details

Gerum rad fyrir ad annars stigs marglidp(x) = ax® 4 bx+ ¢ hafi reeturnao og B, p.e.
p(a) =0 ogp(p) =0. Eins og fram hefur komid getum vid ritg@ix) = a(x—a)(x— B).

Vid getum umritadp(x) pannig:p(x) = a(x—a)(x— B) = a(x> — (a + B)x+ ap) og fengid
p(x) = ax’ — a(a + B)x+ aap. betta pydir ad tiltekid samband gildir milli studla madili

og rota hennar-a(a + ) = bogaaf = c. Yfirleitt er gert r4d fyrir ada = 1 en p4 feest ad
summa rotanna erb og margfeldio ec.

Athugum lika, ad ef vid pekkjum eina rét marglidunnar, tal. pA mun marglidudeiling
medx — o upp iax’ + bx+ c ganga upp. Utkoman Gr pessari deilingu er marglida af fyrstu
gradu sem hefur pvi eina rot en pad er einmitt sidaripé) edap. Pannig er unnt ad
einfalda leit ad rot p(x) med pvi ad minnka graduna.
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Pessi adferd er ekki notud fyrir margliour af annarri gradiitid eru einfaldari adferdir,
en pessa adferd ma nota a allar marglidur: Ef fundin erapma framkveema marglidu-
deilingu og finnah(x) = p(x)/(x—a) sem er marglida af minni gradu qtx). Allar reetur
h(x) eru einnig raetup(x).

4.8 Almennar marglidur

p(X) = anx" +an_1X" 1 +an_ox" 2+ .. +apxdt +apd
Seértilvik n=2:
p(X) = & +bx+c
Sértilvikn = 3:
p(x) = a +bx¥ +cx+d
4.8.1 Details

P(X) = anX" +an_1X" 1+ an ox" 24 4 apxt +apd

Seértilvikn = 2:
p(x) = ax 4 bx+c

Sértilvik n = 3:
p(x) = ax® + b +cx+d

4.9 Ad margfalda margliou med annarri

| Purfum ad margfalda alla lii Gr annarri med 6llum dr hinni |

4.9.1 Details
Pegar marglidur eru margfaldadar saman eru tilsvaran@isteeargfaldarar saman og pa
verdur utkoman fyrst margfeldi allra mogulegra lida.
Sidan parf ad draga saman lidina og einfalda i nyja margliou.
4.9.2 Examples
Deaemi:
g(x) =2x+3

p(x) = 5% —4x+1

pa erp(x)q(x) = ...

4.10 Umritun annars stigs margliou

2a) 4a

b\? b2
p(x):ax2+bx+c:a<x+—) +c
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4.10.1 Details

Minnumst pess, ad ymsar jofnur gilda sem lysa margfeldi upgvigum og ymsum veld-
um. Ein afar mikilveeg jafna er

(U+V)2 = U2+ 2uv+ V2.
Litum nd nanar & annars stigs margliduna
p(X) = & + bx+c.
Ef vid geetum umritad pessa margliou pannig ad han veeri afirg@rd
(X4u)?+w

par semu ogw eru einhverjar tolur, pa veeri afar einfalt ad leysa jofnpg = 0.
Ef pessi umritun & ad ganga parf fyrst ad losnaavli®inn pvi hann er ekki i sidari jofnunni.
petta ma gera med pvi ad takat fyrir sviga:

b ¢
— 2, X et
p(x) _a<x + ax—i— a)'

Athugum, ad hér hefup(x) ekki verid breytt ad neinu leyti: Ed er margfaldad aftur inn i
svigann kemur sama marglida Ut:

a<x2+ E)x-l— E) = a4+ bx+c.
a a
NU héfum vid dhuga & ad reyna ad umrita
(e 3e3)
al x“+-=x+-—
a a
sem einhvers konar kvadrat, p.e. safR+u)?, kannski ad vidbaettum fasta. Athugum péa

eftirfarandi umritanir, par sem vid breytum i raun engu.gfr margfaldad og deilt med 2
0g svo baett vid tiltekinni t()lu(z—%)z, sem er lika dregin fra aftur.

a(x2 + E)x-i— Ec) = a(x2 + 2£x+ E)
a a 2a a
= a<<x2+2£x+ (£>2> — (£)2+E)
2a 2a 2a a
= a((xr ) -(2) +9)
2a 2a a
b\? b b\? b
= a<x+§a> —a4—a2+C:a<x+£> —4—a+C
Vid hofum synt adp(x) mé umrita pannig

2 b\? b
p(x) =a +bx+c:a<x+2—a> _£+C

4.11 Reetur annars stigs margliou

Marglidanp(x) = ax? + bx-+ ¢ hefur lausnirnar
_ —b++vb?—-4ac
B 2a

ef
D = b — 4ac > 0.
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4.11.1 Details

Vid vitum nu ad rita ma

X2 b 2 b2
p(x) =a +bx+c:a<x+2—a> _£+C

og Vvid viljum leysa jofnungp(x) = O.
Af umrituninni leidir eftirfarandi:

p(x) =0
b\2 b?
= a<X+2—a) —4—a+C:0

b\2 b?

NU er gagnlegt ad gera haegri hlidina samnefnda og deilaanp®i a er ekki nall (efa
veeri null veeri petta ekki annars stigs marglida). pa faest

p(x) =0

- <X+£)2_b2—4ac
2a)  4a?

Athugum ad hér er komin jafna, sem er pannig ad vinstra meginainadarmerkio er
kvadrat, sem er pvi aldrei minna en null. Heegra megin er hagartala sem geeti alveg
verid minni en null. Jafnan hefur pvi adeins lausn ef haegdimler null eda meira. NG
er 4a2 alltaf staerra en nall svo jafnan hefur lausn pa og pvi adeé® a- 4ac> 0. bessi
mikilveega tala er kollu@dgreinir (e. discriminant) j6fnunnar og oft kolluo:

D = b? - 4ac.

PegaD > 0 fAum vid ad draga ma kvadratrét badum megin jafnadarmetk|sa faest

p(x) =0
Vb? —4dac
& Xtbo—=t
2a 2a
sem ma umrita til ad fa lausnirnar.
Vid hofum synt adp(x) hefur lausnirnar
_ —b++vb?—4ac
B 2a

ef b2 —4ac> 0.

4.12 Margliour med heiltdlustudla

Ef marglida med heiltdlustudla hefur reetur sem eru heilartéda raedar, pa ma finna
paer & einfaldan hatt.
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4.12.1 Details
Ef k er heil tala sem er rot i margliou med heiltélustudla,
P(X) = anX"+an_1X" L +an_ox"2 4 .. +axt +apX,
pa gildir p(k) = 0 og par med
ank” +an_1k" T+ an_ok" 2+ ... +atk = —ao.

Athugum adk gengur upp i 6llum lidum vinstra megin og par med upp i fastaagt
A svipadan héatt méa sja ad ef reed tala er rot heiltdlumarghéparf teljarinn ad ganga upp
i ap 0g nefnarinn upp &;.

4.12.2 Examples

Daemi: Litid & margidunap(x) = x° + 2x— 1 og reetur hennar, p.&pannig adp(x) = 0.

Ef x er heiltdlulausn, p.ex er heil tala k € N) pannig ad® +2x— 1 = 0, pa parf lika ad
gildax®+2x =1, p.e. x(x*+2) = 1. Efx & ad vera heil tala i pessari jofnu, pa er lika
x*+ 2 heil tala svo parna stendur ad margfeldi heilu toluntag annarrar heillar tlu sé 1.
Med 68rum ordum pa gengdrupp i vinstri hlidinni og pa park lika ad ganga upp i heegri
hlidinni. En einu télurnar sem ganga upp i lerulog-1.

Einu mégulegu heiltdlulausnirnand + 2x— 1 = 0 eru pvi+1.

Vid sjaum hins vegar a@(1) = 1°+2-1— 12 svo 1 er ekki rét, og sidan sjaum vid ad
p(—1) = (-1)°+2-(-1)—1=-1-2—-1=—4sem er ekki heldur null og pa vitum vi@
ad marglidan hefur engar heiltélursetur.

4.13 Marglidudeiling
4.13.1 Details

Stundum ma rita marglidung(x) = ax® + bx+ ¢ sem margfeldi tveggja einfaldari marg-
lida. Ekki er ahugavert ad skoda tilvik par sem dnnur hvorshes einfaldari marglida er
fost (p.e. tala) pannig ad vid litum sérstaklega a tilvikay sem einfaldari marglidurnar
eru af fyrstu gradu.

Helsti tilgangur pessa er ad einfalda marglidur eftir adl®riad finna eina rot.

Ef rita maax® + bx+ ¢ = (gx+ h)(dx-+€) verdur augljoslega ad vera tiltekid samraemi
milli studlannaa, b og c annars vegar og, h,d aoge hins vegar. bPegar margfaldad er upp
ar svigunum kemur Gtgd)x? + (hd+ ge)x+ eh Hér parf pvi a.m.k. ad gilda = gd.
Athugum, ad ef grunur leiki & ad rita megi® + bx-+ ¢ sem slikt margfeldi par sem énnur
marglidan er tiltekin, p.egx+ h er gefid, pa ma framkvaema svokallada marglidudeilingu
til ad finna hinn lidinn.

Byrjad er a ad finna pann liddx+ e sem hefur heesta gradu, p.a@x Nu parf (gx)(dx)

ad veraax? pannig add er fundid (sema/g). Ef vid pekkjum pannigl, pa vitum vid ad
(gx-+h)(dx) = (dg)x? + (hd)x = ax + (hd)x.

Vid viljum fa ax® 4 bx+-c = (gx+ h)(dx+e) og héfum fundiad pannig ad gx-+h)(dx) =

ax’ 4 (hd)x. Eftir er ad akvarda@ pannig ad jafnan standist. Til pess parf lidurinn xiéd
verda eins, p.e. vid purfum ad fix = (eg)x+ (hd)x edab — (hd)x = (eg)x. Athugum i
fyrsta lagi ad hér er allt pekkt nengeog i 6dru lagi erum vid ad framkveema hefébundna
deilingu eins og sést i eftirfarandi toflu.

ad¢ + bx+c
al¢ + (hd)x
—(hg)x+c
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Mun einfaldara er ad setja marglidudeilinguna upp a4 samabgatefobundna deilingu eins
og i meodfylgjandi deemi.

4.13.2 Examples

Daemi: Deilum marglidunnix+ 2 upp i margliduna 2 + 6x+ 2.

Byrjum & ad rita petta sem deilingu. Finnum sidan, hvad parhargfaldax med til ad fa
rétt heesta veldid, p.e.x2, en pad er  Skrifum petta fyrir ofan strikid sem fyrsta hluta
deilingarinnar:

2X
X+2 | 2x246x+4

Margféldum nix+ 2 med pvi sem komid er (p.e. me&2faum at Gr pvi 2 + 4x og
drégum fra eins og i venjulegri deilingu:

2X

X+2 | 2X2+6x+4
2%% 4 4x
- 2X+4

NU er ljost ad 2x+ 2) = 2x+ 4 og pvi vantar okkur adeins 2 fyrir ofan strik:

2X+2
X+2 | 2%2+6x+4
2X2 + 4x
x4
2X+4
-0
Med pessu erum vid buin ad syna a§ 2 6x+4 = (x+2)(2x+2).

4.14 Veldisfdll (power functions)

4.14.1 Details

4.14.2 Examples

Einféldustu veldisféllin er heltdluveldi, t.dy = kx3 sem er stundum notad til ad lysa sam-
bandi pyngdary) og lengdar X). Yfirleitt kemur i lj6s ad slik foll eru ekki naegjanleg,
heldur parf ad notg = kx¢ par sema er nalaegt 3.

Gildi veldisfalls meda > 0 haekkar me&. Veldid raedur pvi hve hrod aukningin er. Ef
a < b pa enday = cX fyrir ofany = kx@, sama hvada gildi eru valinédogk. betta er notad
t.d. i télvunarfraedi.
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4.15 Reed foll

Ef p og g eru marglidur, pa nefnigt/q reett fall.
Ef g hefur rét i télux en ekkip, p.e.q(x) = 0 ogp(x) # 0, pa hefur reeda falfp/q skaut
i X.

4.15.1 Details

Ef p og g eru marglidur, pa nefnigh/q reett fall.
Ef g hefur rot i tdlux en ekkip, p.e.q(x) = 0 og p(x) # 0, pa hefur reeda falp/q skaut i
X.

4.15.2 Examples

Dami: Eitt einfaldasta deemid um reett fall er

en petta fall er neikveett pegak 0, jakvaett pegax > 0 og hefur skautx = 0.
Deemi:

Daemi:

5 \Veldisvisisfoll, andhverfur og lograr

5.1 Veldisvisisfoll (exponential functions)

f(x)=a* (a> 0) kallast veldisvisisfall med grunam

aP/a — (al/q) P_ (¢a)®

En hvad ef er 6reed?

5.1.1 Details

f(x) =a* (a> 0) kallast veldisvisisfall med gruram
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Ath: bad er augljost hvernig petta er skilgreinkkef N (= {1,2,3,...}). Jafnvel einnig
fyrirxeZ (={...,-3,-2,-1,0,1,2,3,...}) ef vid skilgreinum

1
a :§ x>0

0g
%=1

Hvernig skilgreinum vid* ef x = 2 (p,g € Z)?
Svar:
aP/d — (al/q)p —(va)P

( Jaer jakveeda rotin ef baedi eru jdkvaedar og neikveedar reetur).

(¥8)'=a

ol

Hvad era”?2 ?
Sja sioar.

5.1.2 Examples

petta nefnisveldisvoxtur (exponential growth), ex taknar tima oga > 1, og er mikid
reett i tengslum vid vistfreedi, sjalfbaerni o.p.u.l. eraet 1, b4 er talad um veldishrérnun
(exponential decay).

Daemi: Vextir i banka,p- 100%

Hvernig vex upphaed sem Er einingar i upphafi?

e eftir 1 &r er upphaedinl +p-H = (1+ p)H
o eftir 2ar: (14 p)H + p(1+ p)H = (1+ p)(1+ p)H = (1+ p)H
e eftirnar: (1+p)"H

petta er veldisvisisfall, sem er skilgreinNaa =1+ p.

Hvernig litur deemid Ut ef vextir leggjast vid hofudstalsinnum a ari?
e Lengd hvers vaxtartimabils ﬁ ar.

e Vextir & hverju timabili eru? - 100%

e Eftir n timabil er hofudstollinn kominn i
n
(1+2)'H
m

enn timabil erun/mar.
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Eftir 1 ar (setjumH = 1):

Latum

Faum pa

()

Hvad gerist pegam (og par me&) steekkar? Syna ma fram & ad
X
()
X

Talan sem(l+ )—1()X nalgast pegar verdur steerra og steerra (stefnired er taknud med
e

nalgast 271828182. . pegarx vex.

e=2,718281828..
(sja sioar).

Vid getum pvi alyktad sem svo ad pegar lengd vaxatimabilsatgast O, p.em nalgast
0, pa verdi upphaedin eftir 1 ar jofP.

Tokum sem deemp = 0.2. Pa ereP = 1,2214... sem svarar til u.p.b. 22% vaxta a ars-
grundvelli.

X (1+3)"
0 1
10 259374246
20 265329771
100 270481383
1000 271692393
10000 271814593
100000 271826824
1000000 271828047

Deaemi: Saga segir ad madurinn sem fann upp taflbordid hafi bedid wsgron ad launum,
eitt & fyrsta reit, tvd & naesta, pa fjogur o.s.frv. Hvad verstaflinn har ef peim er radad
upp?

5.2 Veldisvisisreglur

at - ay = axty
(@)Y = axy

X _ ox—
v=a

34



5.2.1 Detalils

a% - ay = aXty
(aX)y — gy

5.3 Einteekt fall

Fall f : D — Rer einteekt (one-one, injective) ef

5.3.1 Details

Fall f : D — Rer einteekt (one-one, injective) ef
f(ay=f(b) = a=b

5.3.2 Examples

Daemi:
f(x) = x2, Df = R er ekki eintaekt, erf (x) = x?, D¢ = R er eintaekt.
f(x) = x3, D = R er einteekt.

5.4 Andhverfur

g er andhverfda ef
fgx)=x og g(f(x)=x
fyrir 6ll x € Dg og 6l x € Dy.

5.4.1 Details
Skilgreining:g er andhverfa ef

fFgx)=x og  g(f(x))=x

fyrir 6ll x € Dg og 6l x € Dy.

Ath: Vid taknum andhverfd med f 1. Vid gerum rad fyrir ad ef
f:D—>R

pa sé

(p.e. fallid er ataekt).

Hér gildir

fyrir 6ll x € D¢. Ath:



5.5 Graf andhverfunnar

Ef (x,y) er & grafif (x) pa er(y,x) a grafif ~1(x) f

5.5.1 Details
Ef (x,y) er & grafif (x) pa er(y,x) a grafif ~1(x)
y=1(x & x=17}y)

Vid speglun um linung = x varpast(x,y) i (y,x) og pvi feest graff —* ut fra grafi f med
pvi ad vixla &sunum, p.e. spegha+ x.

Athugum na andhverfu fallsing(x) = a* (veldisvisisfall)
Ath: Andhverfa samsetts fallsogerg=to f 1

5.6 Lograr

Logri med grunmg, (a> 0,a# 1)
y=log,x & x=4a

pb.e. log x er andhverfa*.

5.6.1 Details

Audvelt er ad syna fram & ad veldisvisisfaller eintaekt eh - 1, med pvi ad nota veldis-
visisreglurnar (sja bls. 26 i TC).

SkilgreiningLogri med grunrg, (a> 0,a# 1)
y=log,x < x=a

pb.e. log x er andhverfa*.

Ath: @ >0 Vyog pvi er log adeins skilgreint &
Ef a = e pa skrifum vid logx = Inx (sja sidar).

5.7 Lograreglur

Ioga(x~ Y) = Iogax—i— logay

|Oga(xp) = pIOQaX
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5.7.1 Details
Lograreglur:(sja bls 37 i TC)

Ioga(x ) y) = Iogax+ Iogay

log,x=¢& & x=a% log,y=n<y=a"

NU gildir ad (notum veldisvisisreglur (bls. 26))
at-al=at" o x.y=a"" < log,(x-y) = £+n = log,x+log,y

|Oga(Xp) - ploQaX
Ath: Lograr nytast til ad leysa jofnur par sem 6pekkta steerdinuedyrir i veldisvisi.

5.7.2 Examples

Deaemi: Ef ibaafjoldi i borg vex um 3% a ari, hvad er fjoldinn lengi a@taldast? Gerum
rad fyrir ad i byrjun sé ibuafjoldinRy.

Eftir n &ar er ibtafjéldinn
Ph=(1+ 0,03)n Po=1,03"Py
Leysum

2Py =1,03"P,
& 1,03"=2
& n-log1l,03=log2

|09a2 In2

= N= 16g,1,03 — n1,03 (a=e)
— 234~ 23

6 Hornaf6ll og einingarhringurinn

6.1 Einingahringurinn

(x,y) & einingarhringnum? 4 y? = 1. f
(X,y) = (cosB, sind)

8 = hornid sem strikid(0,0) til (x,y) myndar vid
jakveedax-asinn.

NS
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6.1.1 Details

Meelum horn oft iradionum. Staerd hornsin® er lengd bogans i einingahringnum sem
hornid spannar.
Hringferillinn er 2rtad lengd og samtals 360
Athugum einingahringinn
Ath: Ef (x,y) er punktur & einingahringnum, pa er 8jry-hnit punktsins og cad er x-hnit
hans, par seri er hornid sem strikid fr&0,0) til (x,y) myndar vid jakveeda-asinn.
Ath: sin, cos eru lotubundin foll med lotu@p.e.
sin(@+2m) =sinB V0
cog 0+ 2m) = c0sH

Skilgreinum lika ta® = sinB/ cosH.

6.1.2 Examples
Daemi: Skodid horn eins og 3060°, 45° (11/6...) og finnid tilsvarandi gildi hornafallanna
an pess ad nota reiknivél.

6.2 Lotubundin foll
Fall f(x) erlotubundid (periodic) ef til er talap p.a.

f(x+p) = f(x) VX

Minnsta slika talan kallasbta (period) f.

6.2.1 Details

Fall f(x) erlotubundid (periodic) ef til er talap p.a.
f(x+p) = f(x) VX
Minnsta slika talan kalladota (period)f.

Auk sin og cos er fallid tan lika deemi um lotubundio fall:

sin@

tan = —

cosd
sem hefur lotunar, p.e. tan hefur adra lotu en cos og sin.
Athugum naest ad sin er oddsteett fall, p.e. -sth= —sinB og cos er jafnsteett fall, p.e.
cos—0 = cosh, en hvort tveggja sést med pvi ad athuga einfaldlega hnéiniagarhringn-
um.

Ur pvi punkturinn(cosd, sinB) er & einingahringnum faum vid lika, aé
sif0+cosff =1.

6.3 Utslag og lotur

Almennt sin fall er
f(x) = Asin

21

—(x—-C D
5 (-0) +
A kallastutslag (amplitude) sveiflunnar.

Lota f(x) erB
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6.3.1 Details

Almennt sin fall er
f(x) = Asin

21
—(x—C D
-0+
(sjamynd 45 a bls. 48 i TC).

Ath: sin tekur steersta gildi i 1 og minnsta gildi-iL, pvi erAsin(...) a bilinu —Atil A.

A kallastutslag (amplitude) sveiflunnar.

Lota f(x) erB:

f(x+B) =Asin[Z(x+B-C)|+D
= Asin[Z(x—C) + 2'B] +D

= f(x)
Ath: Graf f(x) er hlidrun & grafidsin[Z'] umC til haegri ogD upp.

6.4 Summuformudlur

co§A+B) = cosAcosBFsinAsinB
sin(A+B) = sinAcosB+ cosAsinB

6.4.1 Details

co§A+B) = cosAcosBFsinAsinB
Sin(A+B) = sinAcosB+ cosAsinB

6.5 Andhverf hornafoll

simt:[-1,1)— [-3,]]
cost:[-1,1) [0,

tan 1 (—c0,00) — (-3, 7)

6.5.1 Details

Hornaf6llin eru ekki eintaek foll. bvi parf ad takmarka fomgge peirra til ad haegt sé ad
skilgreina andhverfu.
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Takmorkum formengi Sir vid [—g, g] P& er sin einteekt fall og andhverfan til, taknud
sin! eda arcsin.

Takmorkum & tilsvarandi hatt formengi cogid [0, 1. P& er andhverfan lika vel skilgreind.
Ath:

7 TvinntOlur

7.1 Utvikkun talnakerfisins: Tvinntolur

Tvinntala zer tvennd(x,y); xy€R.
z=(xy)

e X=Reg2) (raunhlutiz)

e y=1Im(z) (pverhlutiz)

Vid skilgreinumi = (0,1) og skrifumz = x+y.

7.1.1 Details

Rauntélur voru fundnar upp til ad geta leyst jofnurfa= 2 pvi /2 er ekki brot. A sama
hatt parf adra Gtvikkun til ad geta leyst jdfnuxta= —1 pvi engin rauntala uppfyllir hana.
Su atvikkun etvinntalnaplanid.

Utvikkunin byggir & pvi ad bua til nyja “télu”, med pann eiginleika ai¥ = —1. bessi
tala passar ekki a talnaasinn svo vid Gtvikkum talnakerfidviliad vera lina i allt planio.
Tvinntala zer tvennd(x,y); X y€R.

z=(xy)

e X=Reg(2) (raunhlutiz)
e y=1Im(2) (pverhlutiz)

Raunhluti télunnaz er ax-asnum og vid hugsum um rauntélurnar sgasinn, sem pa
liggur & edlilegan hatt i tvinntalnaplaninu, sem oft er &&®.
Vid skilgreinumi = (0,1)
Ath:
z1=2 < Rez1)=Rez) og Im(zg) =Im(z).
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7.1.2 Examples

Deaemi: Tvinnt6lur eru mikid notadar i edlisfreedi og rafmaggr&fraedi og dalitio i tolfreedi

(kennifdll), peer eru almennt tol til ad finna reetur i marghidog naudsynlegar i verkfraedi-
greinum sem nota Fourier ummyndanir.

paer eru lika mjog gagnlegt tol til ad leysa ymis 6nnur verkefd. til ad sja hvernig leysa
ma heildi reedra falla, jafnvel pott pau innihaldi eingdngumtolur.

Ad lokum eru tvinntolur talsvert notadar til ad lysa t.d. amgum i plani.

7.2 Samok tvinntolu

Samok (conjugate) tvinntdlmer taknad z

Z=X+ly = zZ=Xx-1ly

Samok tvinntélu.

7.2.1 Details
Samok (conjugate) tvinntdloer taknad z
zZ=X+1ly = z=Xx-1ly

Petta tilsvarar speglun um raunasinn.
Audvelt er ad syna fram & ad

1. z+w=2z2+W

2. ZW=2-W

7.3 Tvinntolur, reikniadgerair

Samlagning: z; +zp = (Xg +iy1) + (X2 +iy2) = (X1 +X2) +i(y1+VY2)
Fradrattur: z1 —zp = (Xg +1iy1) — (X2 +iy2) = (X1 —X2) +i(y1 —Y2)

Margfoldun: z; - zo = (X1 +iy1) - (X2 +iy2) = (X1X2 — Y1Y2) + 1 (X1y2 + X2Y1)
Deiling: 2 = X1 (X1tiy1) Op—iy2) _ (Xatiyy) (Xp—iy2)
"2 Xety2 o (Xoty2)(Xe—ly2) (X5+y3)

7.3.1 Details
Vid getum litid & tvinntlur sem punkta i plani.
Samlagning:
21 +2 = (X1, Y1) + (X2, ¥2) = (X1 +X2,y1 +V2)

(sbr. samlagning vektora).
Margfoldun:

V4] - (Xl,Y1) ' (X27YZ)
= (X1X2 — Y1Y2, X1Y2 + X2Y1)
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Ath:xeR,  x=(x0)

o X1-X2 = (X1,0) - (x2,0) = (X1-%2,0)
X1+ Xo = (Xl,O) + (Xz,O) = (X1+X2,0)
p.e. utvikkun & +“ og ,,-“ fyrir rauntélur.

Pvi marita:
z=(xy) = (x,0)+(0,y) = x+ly
Skrifum pvi yfirleitt
Z=X+1y
Ath:
i2=(0,1)-(0,1) = (—-1,0) = -1

i2=-1
Litum aftur & margfoldun:

21-22 = (X1+iy1) - (X2 +iy2) (margféldum uppur svigum)
= X1X2 +12y1Y2 +1y1%2 + iX1Y>
= X1X2 — Y1Y2 +i(X1y2 + X2Y1)
= (XaX2 — Y1Y2, XaY2 + X2Y1)

(sja skilgreiningu)

Fréadrattur:
21— =X1+iy1— (xe+iy2)
=X1 =X +i(y1—Y2)
= (X1 —X2,Y1—Y2)
Deiling:
- z
w=Uu & zZ=uw (w#(0,0))
A oxatiys _ (atyn)(xe—iy2)
Z Xo+y2 T (Xptiy2) (Xo—iy2)
_ XaXotY1Ya+i(Xoy1—Xay2)
5+
— XaXp+V1Yo 4 (XZY1_XlYZ)
X3+Y3 X3+y5
7.4 TvinntOlulausnir
Alltaf er til tvinntdlulausn a jofnunni
ax +bx+c=0
—b++vb?—4ac —b+iv4ac—b?
X= edax =
2a 2a
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7.4.1 Details

i tvinntalnaplaninu er alltaf til lausn & jofnunaik’ +bx+c =0

Ef talanb? — 4ac er minni en null er ekki haegt ad skrife= ~2EVE"=43C byj vi§ hofum
ekki skilgreint kvadratrét af neikvaedri tolu.

Hins vegar ma einfaldlega skrifa= ~2£VP'~4aC of b2 > 4ac 0g b4 faum vid hefdbundna
lausn, en eb? < 4ac skrifum vid

~b . v4ac—b?
Z=—+i———
2a 2a
og faum tvinntdlu.
7.5 Lengd tvinnt6lu
y
Lengd (modulus, absolute valuegr tdknadz| b

Z=x+1y = |z = /X2 +y? a

7.5.1 Details

Lengd (modulus, absolute valuegr taknadz|

zZ=Xx+iy = |7 = /X2 +¥y2

Pannig er lengd tvinntélunnar skilgreind eins og lengdréitandi vigurs i planinu.
Athugid lika nokkra eiginleika tvinntalna:

1. z+z2=x+iy+x—iy =2x=2R€2)
2. z—2=x+iy— (x—iyf) = 2ilm(2)

3. z-2= (x+iy)(x—iy) = % +y?>+i0= |7

7.5.2 Examples

Deaemi 7.5.1. Ef z= 3+ 4i, pa er lengd tvinntélunnae| = v/3%2 4+ 42 = /94 16 = /25=
5.

Vid hofum oft dhuga a tvinntélum sem uppfylla tiltekna eigika, t.d. tvinntdlur sem
uppfylla Im(z) = 0 (gefur rauntalnaasinn). Hér koma deemi um tvinntélur sepfylia
j6fnur sem tengjast lengd peirra.
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Deaemi 7.5.2. begar fjallad er um lengdir tvinntalna getum vid t.d. litidlé&ar tvinntolur
sem hafa lengdina einn:
|z =1

en pad eru paer tvinntéluz,= x+ iy, sem uppfylla

VXe+y2=1,

en pessa jofnu pekkjum vid: petta er einingarhringurinm¢ur med midju i(0,0) og
radius einn.

Deaemi 7.5.3. Safn tvinntalna sem uppfylla jofnuna
|lz+3i|=1
eru paer tvinntblurz = x+ iy, sem uppfylla
|(x+1y)+3i| =1

en na verdum vid ad byrja a ad draga saman lidina til ad getaaéilengdina, p.e. vip
umritum vinstri hlidina pannig:

|(X+1y) +3i] = [x+ (y+ 3)i|

og ni munum vid, ad lengd tvinntolu af gerdirmi- ib er v/a2 4 b? svo jafnan okka
verdu
X+ (y+3)2=1,

en pessa jofnu pekkjum vid lika: Petta er hringur med midfu +3) og radius einn.

7.6 Tvinntalnaplanid

Samlagning tvinntalna er hér eins og samlagning
vektora ,

7.6.1 Details

Tvinntdlur ma lita & sem punkta i plani (eda vektora)
Samlagning tvinntalna er pa eins og samlagning vektora.
Ath:
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e Larétti asinn kallastaunas.

e LOOrétti asinn kallaspveras.

7.7 POlhnit tvinntolu

Vid getum stadsett tvinntélm= x+ iy i tvinntdluplaninu med hnitunur(x,y) eda med
pélhnitumr, 6]

7.7.1 Details

Vid getum stadsett tvinntdla = x+ iy i tvinntalnaplaninu med hnitunurfx,y) eda med
pélhnitumir, 6]
Ath:

o=z =/x2+y?
e X=rcosB, y=rsin@

e O=arg(z) (argument)
= tarctan(¥)
e 6c[0,2) eda Be (—mTY

Litum nu aftur & margféldun og deilingu ef tvinntélurnar egafnar a polformi (einnig
kallad skauthnit)

z =X+1y
=rcosf+irsind
=r(cosB+isind)

Ath: |cosB+isinB| =1

z=X+Iiy=ry(cosB+isinB); |z=r1, argz)=06
W=u+iv=ra(cosP+isiny) |w|=rp, argw)=uy

z-w =r1(cosB+isingd)-ry(cosy+isiny)
=r1rp(cosbcosy — sinBsiny)
+ir1ra (cosfsiny + sinBcosy)

=rira(cog8+ ) +isin(0+y))

pvi er
|z-w|=riro og argz-w)=0-+y mod 21t
p.e.
W =[zw| (= rir)
arg(zw) = arg(z) +argw) mod 21

Ath: arg(z) € [0,2) eda (—TTY
Vid hofum séd ad

(cosB+isind) - (cosp +isiny)
=cog0+y)+isin(0+ )
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7.8 Regla de Moivre

[cosB +isinB]" = cosnB + i sinnd

7.8.1 Details
regla de Moivre fyrir ne NU{0}:
[cosB +isinB]" = cosnB + i sinnd

Petta ma sanna med prepun, p.e. reglan gildir greinilega=e0 og ef hun gildir fyrirn,
pa er audvelt ad syna ad hun gildi lika fynig- 1 (med pvi ad nota summuformulu fynf
0g 0). bar med gildir htn fyrin € NuU{0}.
Sonnum neest ad reglan gildi fyrir Glle Z:
n<0: n=-m m>0

[cosB+isinB]" = ([cosB+isin®™) 1

= (cosmB+isinme) *
1
~ cosmP+isinmo

__ _cosmb—isinmb
co2 me+sir? md

= cog—mB) +isin(—mo)
= cosnB+isinnd

Regla de Moivre gildir pvi fyrir 6lin € Z

7.9 Meira um tvinntolur

Skilgreinum ci® = cosO + i siné.

pa gildir cifcisp = cis(6 + ¢), p.e. ,cis-fallio* hefur veldisvisiseiginleikan
F(O+y) = () f(W).

pvi skilgreinum vid (sja nanar sidar)

e® — cosB +isind

0g ritum oft

7.9.1 Details
Skilgreinum ci® = cosb + i sin®.

pa gildir cifcisp = cis(8+ W), p.e. ,cis-fallid* hefur veldisvisiseiginleikanf(6 + ) =
FO)f(w).

pvi skilgreinum vid (sja nanar sidar)
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€% = cosf+isind

og ritum oft

Ath:

212 = rleielrze‘92
= (rqrp)e(®1162)

7.10 Tvinnt6lujofnur

Til ad leysa jofnur i tvinntblum er oft gott ad notfeera sér ad

7= < Rez)=Rez) og Im(z)=Imz

7.10.1 Details

Til ad leysa jofnur i tvinntdlum er oft gott ad notfaera sér ad

z1=2 < Rez))=Rez) og Im(z)=Imz

7.10.2 Examples

Daemi:
1
Z+z2=2

+ 2

Setjumz = x+ 1y (purfum ad finnax ogy).

X2 —y2 4 2iyx+x—iy = 3

& X2 =y x+i(2xy—y) = 3
& x> —y?+x=3% o0g (2x—1)y=0.
- x=2 eda y=0

1 X=3
1 szr1_1 Loyl
] 22 y==+3
Z 1-l—i1 z—1 i1
=27 27272
2 y=0




7.11 Fjarleegdir i tvinntalnaplaninu

|z—w| par senez,w € C er fjarleegdz fra w

|lz—w| = |x+iy—(u+iv)| A v
z

= pe—ui(y—v)| u
= Vo= wP+ (=72

7.11.1 Details
|z— w| par senme,w € C er fjarlaegdz fra w
|lz—w| = |x+iy— (u+iv)|
= [x=u+i(y—Vv)|
= /(- wZ+ (y -2

7.11.2 Examples

Daemi:
1. Mengid{ze (C“z— Zo| = r} er hringur med midju &y og geislar.
2. Teikna iC pauz sem uppfylla

z—i] = [z=(14i)]
N—— N———
fiarleegd fra(0,1) =i  fjarleegd fra i = (1,1)
Lausnamengi e{z‘ Re(x) =1/2}
sbr:
[z—i] =[z—(1+1)]
& |z=iP=lz-(1+0)P
& IX+iy —i]? = [x+iy —1—i|?
& xHily-DP=x-1+i(y-1)P
& XH(y-17=(x-1>7+(y-1)?
& X¥=x-2x+1
& 2x=1
& x=13
7.12 Reetur
2 1
Lausnir &z" = w, fyrir gefid w: Skrifum R = |w| og 0
w a forminuw = Ré&?. 3 ¢
Ef z=re® 4 ad vera lausn pa vitum vid ad ad pad parf
ad gildar" = RognB = @+k- 21T A 7
5 6
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7.12.1 Details

Litum ad lokum & hvernig draga ma reetur p.e. finna lausnir
Z'=w

fyrir gefio w.

Vinnum i pélhnitum:

z=r(cosB+isind), w = R(cosp+ising)

(Rog @ pekkt).
"=w
& r(cosnB+isinnB) = R(cosp+ising)
= "—R og nO=0¢+2rk, keZ
og Ok=24+2%  k=01,2,...,n-1
p.e.nreetur.

(Ath: k=n, 6, = £+ 21t sem er sama og horn@i ( k = 0)).

7.12.2 Examples

Daemi: Ef vid viljum draga fj6rdu rét aiv = —1, p.e. finna lausn & jofnunat = —1, pa
byrjum vid & ad skrifa haegri hlidina & forminu= Re®, en hér eR=|w| = |- 1| =1
0og —1 = €9 = cosp+ ising svo cosp= —1 og sinp= 0, p.e. hornidp er af gerdinni
@= 11+ k- 21t A sama hatt skrifum via = re'® og ef 4 ad gilda* = —1 pa faest*e®® =
Re®, p.e.r* =109 M = 1+ k- 2medar = 1 0g0 = 1i/4+k-1/2. Lausnirnar liggja pa &
einingarhringnum og fast méé=0,1,2,3: zp= €4 = cosm/4+isinT/4=1/v/2+i/v/2,
7 = 4 = cos3T/4+isin3n/4= —1/v2+i/V2, 2o = €"V* = cos51/4+isin5m/4 =
~1/vV2-i/v2,z3=e"* =cosT/4+isinT/4=—1/vV2—i/V2.

Daemi:

Vi =-1

B8 _ 1. (2

Ath:

(™2 — cog T+ 21k) + i sin(Tt+ 2rk)
= COSTT+ i SinTt
— 1
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Hofum pa
r8=1, og 8B =T+21k

2
be. ek:g+§n.k, k=0,12,....7
L 3m 51t 151t
eozga 91237 92237"'767:?
T T

Lausnirnar dreifast jafnt a einingahringinn!
Ath:

7.13 Marglidur og reetur

Marglidur geta haft rauntolu- eda tvinntdlustudla

n-ta stigs marglidg hefur ndkveemlegareetur og ma skrifp(z) = an(z—z1) - ... (z—
Zy).

Ef p er marglida med rauntélustudla:

e Efzerrot, pa erlika rét pvip(z) = 0= 0= p(z) = p(2).
e (z—2zy)(z—2p) er annars stigs marglida med rauntélustudla.

e p(x) ma pvi leysa upp i margfeldi lida af gerdinpi— a) og q(x) = ax? + bx+c
par sen eru rauntéluraetur og er rauntélumarglida, med tvaer tvinntdluraetun,.

7.13.1 Details

Marglidur geta haft rauntolu- eda tvinntélustudla og allanjulegar reiknireglur gilda um
samlagningu peirra, margféldun og marglidudeilingu.

Pegar tvinntélulausnir eru skodadar faest ad sérhver marpkfur tvinntdlurét. Almennt
feest pvi (med marglidudeilingu) adta stigs marglidg hefur ndkveemlegaraetur og ma

skrifap(z) =an(z—2z)-...- (z—z).

Ef p er marglida med rauntdlustudla ma draga nokkrar alyktaeim(parf m.a. ad nota vid
heildun):

e Efzerrot, pa ezlika rét pvip(z) = 0= 0= p(2) = p(2).

e (z—2zy)(z— 2p) er annars stigs marglida med rauntdlustudla.

e p(x) méa pvi leysa upp i margfeldi lida af gerdinixi— o) og q(x) = ax? + bx+-c par
sema eru rauntdlursetur og er rauntélumarglida, med tveer tvinntbluraetur.

IR Z=X+1y
Iy
r
S
O X R
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