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Tvinntdlur

Utvikkun talnakerfisins: Tvinntolur

Tvinntala z er tvennd (x,y); x,y € R.

z=(x,y)

@ x = Re(z2) (raunhluti z)
o y=Im(z) (pverhluti z)
Vid skilgreinum i = (0,1) og skrifum z = x + iy.
Vid purfum rauntdlur til ad geta leyst jo6fnuna x2 = 2 bvi v/2 er ekki brot. Vid purfum adra

atvikkun til ad geta leyst jéfnuna x2 = —1 bvi engin rauntala uppfyllir hana. St Gtvikkun er
tvinntalnaplanid.

Notkun: Rafmagnsverkfraedi, tolfraedi (kennifoll), almennt tdl til ad finna raetur i marglidum,

Hlekkir i (tskyringar: https://www.youtube.com/watch?v=0xF5VQSA4Hw
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https://www.youtube.com/watch?v=oxF5VQSA4Hw

Samok tvinntolu
Z

Samok (conjugate) tvinntdlu z er tdknad
z=x+1Ily =

Z=x—1ly

Speglun um raunasinn (x-as).

Figure : Samok tvinntdlu.
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Tvinntdlur

Tvinntolur, reikniadgerdir

Samlagning: 21 +20 = (Xl + Iyl) + (X2 + Iy2) = (Xl + X2) + I(yl —|—y2)
Fradrattur: z; — 2z = (x1 +iy1) — (2 + iy2) = (x1 — x2) + i(y1 — y2)
Margfﬁldun:zl “Zp = (Xl + Iyl) . (X2 + Iy2) = (X1X2 —y1y2) + i(X1y2 +X2y1)
Deiling: & — xtin _ Gatin)(xe—iy2) _ (xativi)(xe—iy2)

82 = xativ (x2+iy2)(x2—iy2) (x3+y3)
Athugid hvernig deiling er hugsud og framkvamd: Deiling tveggja talna a og b a ad vera pannig

ad atkoma deilingar, ¢ = a/b sé si tala sem uppfyllir skilyrdid cb = a. En ef vid skrifum bara
hlutfall tveggja tvinntalna, pa er alls ekki augljést hvernig & ad reikna hlutfallid. Hins vegar

hefur samokid z = x — iy pbann bagilega eiginleika ad zz = x? + y? er rauntala.
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Tvinntolulausnir

Alltaf er til tvinntolulausn & jofnunni

ax?+bx+c=0
—b+Vb?% —4ac —b+ ivédac — b2
X = eda x =

2a 2a
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Lengd tvinntdlu

Lengd (modulus, absolute value) z er tak-
nad |z| b

z=x+1iy=|z| = V/x?+y?

Nokkrir adrir eiginleikar:
@O z+zZ=x+iy+x—iy=2x =2Re(z)
Q z-z=x+iy— (x —iyf) = 2ilm(z)
Q 2 7= (xti)x—iy) =x2+y2 +i0 = |22
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Tvinntalnaplanid

Samlagning tvinntalna er hér eins og sam-
lagning vektora

=] F = E 2L NGe
Kjartan G. Magnusson, followed by many; Tvinntdlur




P4lhnit tvinntolu

Vid getum stadsett tvinntdlu z = x + iy i tvinntSluplaninu med hnitunum
(x,y) eda med pélhnitum [r, 6]
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iR

z=x+1Iy
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Regla de Moivre

[cos @ + isin6]" = cos nf + isin nf
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Meira um tvinntolur

Skilgreinum cisf) = cosf + isin6.

Pa gildir cisfcisy) = cis(6 + 1), p.e. ,cis-fallid” hefur veldisvisiseiginleikann
(0 + ) = F(0)f (¥).

Pvi skilgreinum vid (sja nanar sidar)

0

e = cosf +isin®

og ritum oft
z=re
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Tvinntolujéfnur

Til ad leysa jofnur i tvinntélum er oft gott ad notfeera sér ad

Z] = 2o 54 Re(zl) = Re(22) og |m(21) = |m22
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Fjarlaegdir i tvinntalnaplaninu

|z — w| par sem z,w € C er fjarleegd z fra

i
w
4//1“
zw| = |xtiy— (utiv)] z

=[x —u+ily —v)|

— Ve VP r
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Tvinntdlur

Raetur

2 1
Lausnir & z" = w, fyrir gefid w: Skrifum 0
R = |w| og w & forminu w = Re'?. 3 :
Ef z = re’ 4 ad vera lausn pa vitum vid ad ad
bad parf ad gilda r” = R og nf = ¢+ k- 2. 4 7

5 6

Dami: Ef vid viljum draga fjordu rét af w = —1, p.e. finna lausn a jéfnunni z% = —1, pa
byrjum vid & ad skrifa haegri hlidina & forminu w = Rei®, enhérer R=|w|=|—1| =1o0g
—1 = e = cos¢ + ising svo cos = —1 og sing = 0, p.e. hornid ¢ er af gerdinni ¢ =
7w+ k-2m. A sama hatt skrifum vid z = ref® og ef 4 a0 gilda z* = —1 pa fast r*e*? = Re?,

be. r*=1ogd4d=n+k-2nedar=1o0g 6 =7/b+ k-7/2. Lausnirnar liggja ba &
einingarhringnum og fast med k = 0,1,2,3: zp = e™/% = cos /4 + isinw/4=1/\/24+i/V2,
2 = €37/% = cos3n/4+ isin37/4 = —1/2+i/V/?2, zo = e®™/% = cos5n/4 + isinbn/4 =
—1/V2—i/V2, z3=€""/* =cosTn/4+ isinTr/4=—1/V2 —i/\/2.
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Marglidur og raetur

Marglidur geta haft rauntdlu- eda tvinntdlustudla
n-ta stigs marglida p hefur nadkvaemlega n raetur og ma skrifa p(z) =

ap(z—z1) ... (2 — zp).
Ef p er marglida med rauntdlustudla:
o Ef z er rét, pa er z lika rét pvi p(z) = 0 = 0 = p(z) = p(2).
® (z — z9)(z — zp) er annars stigs marglida med rauntdlustudla.
@ p(x) ma pvi leysa upp i margfeldi lida af gerdinni (x — «) og
q(x) = ax? + bx + c bar sem « eru rauntdluraetur og q er
rauntSlumarglida, med tveer tvinntdluraetur.
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