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Runur og markgildi

Oendanleg runa

Fall
f:{ng,np+1,m+2,...} - R

pbar sem ng € Z kallast 6endanleg runa (sequence). Gildin f(n) sem vid
skrifum venjulega sem a,, b,, o.s.frv. kallast lidir rununnar.

Runa er oft skrifud {a,} eda {a,}72,,
Runan er kvétaruna ef til er tala g pannig ad a,+1/a, = g.
Runur eru mikid notadar i hagfraedi, verkfraedi, liffraedi o.s.frv., m.a. koma maelingar a ti-

marédum fram sem runur.
Avoxtun i banka myndar kvétarunu, sémuleidis hagnadur fyrirtaekja. Slikar runur parf ad nivirda

o.fl.
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Endurkvaemni (recursion)

Oft er lidur n i rununni skilgreindur Gt fra naestu lidum & undan, p.e.

an = F(an—la an-2,-- )

Daemi
Q an = kap—1, k fasti
(hér er audvelt ad sja ad a, = k"ap).
e an = ap—1+an—2, ai :17 a2:2-

(Fibonacci runan: 1,1,2,3,5,8, ...)
Daemi (skordyr): Ne = Ne_1 + rNe—1(1 — Ne—1/K).

Daemi (fiskar): Ny = % - Beverton-Holt jafnan um nylidun.
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Fastapunktar

Skilgreining: Ef a, er skilgreing endurkveemt med t.d. a, = F(a,—1) og
F(a) = a ba nefnist a fastapunktur rununna.

ap—1t+x/an_1

Daemi (t6lvunarfraedi): Ef x > 0, finnid pa fastapunkt(a) rununnar a, = 5
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Samleitni og markgildi

Runan {a,} er s6gd samleitin med markgildid L ef:
fyrir sérhvert € > 0 er til N p.a.

lan — L| <€ Yn> N

Petta er skrifad

lim a, =1L
n—o0

(eda a, — L pegar n — o0)

ATH: L verdur ad vera fastapunktur rununnar!

bPad ma pa komast eins nalaegt L og og verkast vill - og halda sig bar.

Dami: Flest likdn af dyrastofnum hafa jafnvaegispunkt, t.d. Ber1 = Be+rB: (1 — B:/K)—pB:
fyrir lifmassa fiska, par sem p er veidihlutfallid.

Vard: EF runa er samleitin, PA er hiin samleitin ad fastapunkti. Pad er EKKI gefid ad runa
sé samleitin pétt hian eigi sér fastapunkt(a). Ef vid vitum ad runa sé samleitin, pa dugar ad
kanna fastapunktana.
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Osamleitni

Ef ekki er haegt ad finna neina tolu L p.a.
lan — L| <€ Yn> N

sé uppfyllt pba er runan 6samleitin.
Daemi: Morg deemi ar liffraedi fjalla um dyrastofna (skordyr, hreindyr, fiskar) sem proast i tima
an pess ad leita i jafnvaegi.
Dami: Runan
a, = (-1)" n=0,1,2,3,...

er greinilega ésamleitin. Einnig

n—1
an = (-1)"——, n=1,2.3,...
n
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Skilgreining

Runa stefnir 8 6endanlegt ef "halinn endar alltaf fyrir ofan hvada tolu sem

er'";

Runan {a,} stefnir & oo ef

vYY >0, ba IN ba. a,>Y, Vn>N
Ath: V pydir fyrir 6lI* og 3 pydir ,til er”.
Daemi: Sum stofnlikdn préast i tima pannig ad stofninn stakkar upp ar 6llu valdi, oft med
veldisvexti, t.d. Ny = 2N;_1.
Daemi: [ télvunarfraedi er mikill ahugi a, hve hratt erfidleikastig eykst eftir staerd verkefnis.

Staerd verkefnis getur t.d. verid fjoldi borga i "travelling salesman" verkefninu, en pa kemur
runa sem stefnir & 6endanlegt.
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Markgildisreglur

Latum lim,_oc ap = A, limy,_oo by = B. Paer
Q lim(a, + b,) =A+B
Q lim(a, —b,)=A—-B
Q lima,b,=A-B
Q limka, = kA
Qllma"—g (B#0)

Pessar setningar eru naudsynlegar til ad geta unnid eitthvad mea markgildin, og vid tokum
varla eftir pvi ad vid notum peer t.d. pegar vid reiknum lim1 — 1 =1 —Iimi =0.

Med peim er audvelt ad reikna markgildi af ymsum runum s.s. 1+ m 0.5.frv.
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Einhalla runur

Runan {ap} er (stift) vaxandi ef a, < ap41 Vn og
ekki-minnkandi ef a, < ap11 Vn

Runan er (stift) minnkandi ef a, > a1 Vn og
ekki-vaxandi ef a, > a1 Vn

Runa sem er annad hvort ,ekki-minnkandi* eda ,ekki-vaxandi“ er einhalla.
Ekki er nég ad stinga inn nokkrum gildum til ad syna ad runa sé einhalla! Sja t.d. a, =

(n/2015 — 1)2.
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Takmorkud runa

Runa {a,} er takmorkud ef til eru télur m og M bp.a.
m<a,<M Vn

Setning: Ef runa {a,} er samleitin pa er han takmorkud.
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Setning (klemmuregla)

Latum {an},{bn},{cn} vera rauntalnarunur pannig ad a, < b, < ¢, og

lim a,= lim ¢, =1L
n—oo n—oo

Pa er lim,_oc by =L
Stundum kemur t.d. i ljés ad 0 < b, < ¢, og cn — 0 og par med stefnir b, & nill.

Athugid t.d. ad cos% < nsin% < 1 pvi sinx < x < tanx. Par med gildir nsin% — 1.
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Einhalla og takmarkadar runur

Sérhver takmorkud, einhalla runa er samleitin.

Dami: Runan a, = %1 uppfyllir a, > 0og a, =1 + 5 L <2 svo hin er takm('irkua Audvelt
ng :>a,,—1+ > 14+ 25 = any1-
Ur bvi hiin er einhalla og takmdrkud er hin lika samleitin samkvaemt setmngunm.

Athugid ad ekki dugar ad koma med rokleidslu af gerdinni an > ap+1 = ... = 1 > 0. Hins
vegar er stundum haegt ad vinna sig afram med jafngildingum: a, > ap11 & ... < 1> 0.

er ad syna ad hin er einhalla pvi n+1 > n =
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Fastapunktsitrun
©Q G.r.f. ad g(x) sé samfellt fall (sja
sidar) og
a<g(x)<hb Vx € [a, b]
f
bloccoee
ba er til a.m.k. ein lausn & g(x) = x;
taknum lausnina med x*.
Q Ef ad auki | o
lg'(x)| < r<1, a<x<b
a X b

ba er til ndkvaemlega ein lausn a
g(x) = x. Sa lausn er markgildi

rununnar xp+1 = g(xn)-
Fastapunktsitrunin x,+1 = g(xn) er oft mjég 6flug og er mikid notud i télulegri greiningu. Han

var t.d. notud i 6rgjorfum, til ad draga kvadratraetur og hefur verid talsvert notud i fiskifraedi

til ad leysa ymis verkefni vid stofnstaerdarmat.
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