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1 Linulegar jofnur

1.1 Einfaldar linulegar jofnur

Linuleg jafna i tveimur breytum: y
aiX+ayy=">b

“Linulegt” pydir hér ad oOpekktu breyturnar erf
margf. med fasta.

Ath tilsvorun vid linu i planinu: 3
2 y=1+(1/2)x
b a1 X
aX+ay=bh <—y=—-—— ef a0 1
a &

Ein jafna, tveer breytur: Oendanlega margar lausnir. 1 2 3 4 5 X

1.1.1 Details

Einfaldar linulegar jofnur eru jo6fnur af gerdinaix+ axy = b.

“Linulegt” pydir hér ad 6pekktu breyturnar eru margfaldadeed fasta.

Athuga ber hvernig pessar jofnur tilsvara linum i planinugert er rad fyrir ad lesandinn

hafi séd punkta og linur i talnaplaniri?, adur. Lina i planinu er einfaldlega tiltekid mengi
punkta sem ma skilgreina & nokkra jafngilda vegu. Taknuneatman punkt i planinu sem

(x,y) og latumay, ap og b vera télur.

P& ma skilgreina mengi punkta

{(x%y) :xy € R,aax+azy = b}

og petta mengi kdllum vid linu. B, yo er einhver fastu punktur & linunni, p.e. i menginu,
p& vitum vid ada;xg + axyo = b samkveemt skilgreiningu. Pvi mé lika setja petta inn fyrir
b i skilgreiningu linunnar og umrita hana adeins, pannig adia ma lika rita pannig:

{(xy) :x,y e R,a1(x—xg) +az(y —Yo) = 0}.
Jofnurnar ma skrifa & mismunandi héatt:

b a
aiX+ay="hb <:>y:a—2—aizx ef ax#£0

Ef adeins er ein jafna, pa eru augljéslega 6endanlega mlargarir pvi hver einasti punktur
a linunni tilsvarar lausn jofnunnar.

Linan skiptir talnaplaninu i tvennt: Punktar 6drum megimulinara;x + axy = b uppfylla
aiX+ agy < b en hinum megin uppfylla peir 6j6fnureax+ azy > b.

1.2 Jo6fnuhneppi
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1.2.1 Details

Tokum pvinaest tilvikid pegar eru 2 j6fnur i 2 breytum, en pedvarar tveimur linum.
Almennt form tveggja jafna i tveimur 6pekktum er

aiXx+by = ¢
aX+hby = ©

en pessar jofnur saman segja einfaldlega ad viokomanditpuplarf ad vera a badum
linunum. Tilvist og einkveemni lausna fer p& eftir pvi hvogtlovernig linurnar skerast.

e Ef linurnar skerast i ndkveemlega einum punkti er nakveemdagdausn a jofnu-
hneppinu.

e Ef linurnar eru samsida og mismunandi skerast paer ekki oig ¢éangsn er a jofnu-
hneppinu.

e Eflinurnar eru samsida og falla hver ofan i adra pa eru paenisama linan og allir
punktar & peirri sému linu leysa jofnuhneppid. | pvi tilvikiu 6endanlega margar
lausnir.

1.2.2 Examples

Deaemi: Beinar linur ma teikna i flestum reikni- og teikniforritum.naldast er ad gera
slikt med pvi ad velja bil ak-gildum, reiknay-gildin sem fall afx-gildunum og teikna
sidan linuna. Til deemis meetti i R teikna linuriyae 2x+4 ogy = x/2 — 3 4 eftirfarandi

hatt

x<-c(1,5)

y1<-2*x+4

y2<-0.5%x-3
plot(x,yl,type=’1’,ylim=c(-5,15))
lines(x,y2)

1.3 Lausn einfaldra hneppa

(|

1.3.1 Details

Lausn a jofnuhneppi (ef hun er til) faest med pvi ad margfaidiaur med fasta og leggja
saman jofnur.

1.3.2 Examples

Daemi: Tokum tvaer jofnur i tveimur épekktum.

2x+y=5 [, —4x-2y=-10
Ix+3y=4 IAXx+3y=4
y=-6

og af pvi sést ad = 11/2 samkvaemt fyrstu jéfnunni.
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1.4 Almenn lausn, 2x2 hneppis

(|

1.4.1 Details

Almennt ma sja, ad

aiXx+biyy=c = —ajaxx—abhiy=-a;
RX+hy=C = ajaxt+aby=ac;

svo ad

(a1C2 —a2C1)
= ————"ef(ajhy—asb 0.
Y= (anb, — aoby) (aab —azhy) #
A sama hatt ma finna lausnina fysiy eda einfaldlega sja, ad lausnin fyxifaest med pvi
ad vixla daa ogb i jofnunni fyrir y:
(b1cp —bocy)

x=-—==" ef (bar, — boa 0.
(12> — byay) (b1ag —boag) #

1.5 Almennari jofnur

Almennt form linulegs jofnuhneppis:

a1 +aiXe+...+amX = b
Ao1X1+apoXo+ ...+ Xy = b2

amiX1 +ampX2 + ... +amXn = bm

1.5.1 Details

Almennt ma lita an j6fnur i n 6pekktum, p.e. j6fnuhneppi af gerdinni:

agXq +aiXo+...+ainXn = by
ap1Xy+aXo+...+amXn = bo

amiX1 +amX2 + ... +amXn = bm

Viljum leysa slik jofnuhneppi en purfum fyrst ad skilgreipau t6l sem eru naudsynleg til
ao slikt sé unnt.

1.6 Orodalisti

(|



1.6.1 Details

Enska Enskt  sam- Islenska | Isl. samheiti| Skyring
heiti eda
skammstofun
Straight Bein lina
line
Linear Linuleg
equation jafna
Set of Linulegt Margar linulegar j6fnur i morgum 6pekktu
linear j6fnu-
equations hneppi

ReferencedSBN: 0471170526
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2 Fylki
21 Fylki

Fylki er tafla af télum. Télurnar nefnast stok fylkisins.

Einfalt fylki er 2 x 2 fylkid med 2 dalkum og 2 r6dum:
ab

c d }

2.1.1 Details

Fylki er tafla af tolum. Tolurnar nefnast stok fylkisins.
Einfalt fylki er 2 x 2 fylkid med 2 dalkum og 2 rédum:
ab
c d

2.1.2 Examples

Daemi:
Tokum fyrst fylki med 2 dalkum og 2 linum (r6dum), p.ex22 fylki:
1 2
05
Fylki purfa alls ekki ad hafa jafnmarga déalka og radir, t.di fylki med 1 dalki algeng:

E

Eftirfarandi fylki er 1x 4 fylki: [1,2,3,4]

Einfoldust allra fylkja eru p6 fylki sem innihalda adeinsaitolu, p.e. I 1 fylkin, t.d.
A =12

Daemi: Skilgreina ma fylki i R med “matrix” skipuninni, t.d.

m<-matrix(1:12,nrow=3)

2.2 Almennt fylki

a1 a2 ... ain
dp1 g2 ... aon
A= . . .
L3mi am2 ... 3mn
Efn=m:
ailr a2 ... ain
dp1 A2 ... aon
A= . .
L a1l @n2 ... anpn
Takn: (A)ij = &;j.
Hornalina: ais,...,ann

2.2.1 Details
Almennt fylki:
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[a11 a2 ... ain
A éZl ?22 .. f’vlzn

LAm am2 ... amn

skrifum (A)i; = a&j. Petta fylki hefurmradir ogn dalka og er kalladn x n fylki.
Algengur flokkur fylkja er med jafnmarga dalka og linur, jne= m.

[a11 a12 ... ain

dp1 dg2 ... aon

A= . o .
L3nl an2 ... dnn

Hornalina fylkisins eru pa stokia 1, . ..,ann

2.3 Samanburdur og samlagning fylkja

Skilgreining: Tvo fylki, A ogB eru eins, p.eA = B popaa af sému staerd og sému stok
Ef sama steerdA + B = C par sem staki, j) ercij = ajj + by
Ef k er tala setjum vi&kA = D par send;j = kag;j.

2.3.1 Details

Skilgreining: Tvo fylki, A ogB eru s6go eins, skrifaA = B pa og pvi adeins ad pau séu
af sbmu steerd og pau innihaldi sému stok.

Ef tvo fylki eru af somu staerd skilgreinist summa peirra Med B = C par sem staki, j)

i fylkinu C ercj = ajj + bjj

Skilgreinum ennfremur margféldun med fasta pannig aR ef tala skrifum viokA = D
par send;j = kajj.

Summa tveggja fylkja og margfoldun fylkis med t6lu er panaigféld samlagning stak-
anna i téflunum og margféldun allra stakanna med télunni.

Pannig eru baedi samanburdur fylkja og pessar reikniadgsdbieg Gtvikkun a tilsvarandi
adgeroum meod télur.

2.3.2 Examples

o [103 [5 7 B
Daemi: Litum a fylkin A = { 5 4} 0gB = { 6 8}’ C=[12
P& erA + C ekki til, pvi pessi fylki eru ekki jafn stor.

Hins vegar getum vid lagt saman fylki og B:

13 5 7] [1+45 3+7] |6 10
A+B—{24 6 8 _{2+6 4+8}_{8 12}
Vid getum einnig margfaldad med tolu, t.d.
2 6
A=5 5]

Deaemi: Reikna ma med fylkjum i R & einfaldan hatt og geeti eftirfaiaytt deemigerda R
vinnslu:

> mi<-matrix(1:12,nrow=3)
> m2<-matrix(1:12,nrow=3,byrow=T)
> ml+mil

[,11 [,2] [,3] [,4]
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[1,] 2 8 14 20
[2,]1 4 10 16 22
[3,1] 6 12 18 24
>
> ml

[,11 [,2] [,3] [,4]
[1,] 1 4 7 10
[2,]1 2 5 8 11
[3,1] 3 6 9 12
> m2

[,11 [,2] [,3] [,4]
[1,] 1 2 3 4
(2,1 5 6 7 8
[3,1] 9 10 11 12
> ml+m2

[,11 [,2] [,3] [,4]
[1,] 2 6 10 14
[2,]1 7 11 15 19
[3,1] 12 16 20 24
>

2.4 Bylt fylki

Ef A = (&;j) er fylki skilgreinum vidbylta fylkid, A’ sem pad fylki sem inniheldur stokin
aji, p.e.a.s. stak i linjrog dalkii er ar linui og dalki j i upphaflega fylkinu.

2.4.1 Details

Ef A = (&) er fylki skilgreinum vidbylta fylkid, A" sem pad fylki sem inniheldur stokin
aji, p.e.a.s. stak i linyiog dalkii er ar linui og dalki j i upphaflega fylkinu.

Einfaldast er ad skrifa nidur bylt fylki pannig ad farid ereftir linu i A og stokin skrifud
nidur sem dalkur B = A'.

Augljéslega gildir alltaf(A’)" = A

2.4.2 Examples

Daemi: Latum

12
SIE
ba er
N=7 3]
Ef
1 2 7
B:{s 4 8}
pa er
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NN e

o0 bW
.

Ef
C=[127 8]

pba er

C' =

NN e

Deemi: | R er “t” skipunin notud til ad bylta fylki:

> mi<-matrix(1:12,nrow=3)
> ml

[,11 [,2] [,3] [,4]
[1,] 1 4 7 10
[2,1] 2 5 8 11
[3,] 3 6 9 12
> t(ml)

[,11 [,2]1 [,3]
[1,] 1 2 3
[2,] 4 5 6
[3,] 7 8 9
[4,] 10 11 12
>

2

2.5 Margfoldun fylkja

P oo IR 1-24-2- 3 8
[ 1 ;}: 3.1+4.1 3-2+4. = 7 18
5 5:146:1 [5:2+46-2 11 28

~ 2x2 ~
3x2 3Ix2

o u
o &[5
LW W

2.5.1 Detalils

Skilgreining: Ef A ermx r fylki og B err x nfylki pa er AB fylki par sem stak i r6d i og
dalki j er reiknad med pvi ad para saman stokin iiréd og dalki j i B, margfalda saman
hvert par og leggja svo saman.

Einfaldast er ad hugsa margfeldi fylkja pannig ad byrjad edaaka fyrsta dalk B og
leggja hann yfir fyrstu linunaA til ad margfalda saman 6ll stokin og finna summu peirra
margfelda. bvinaest er pessi dalkur faerdur nidur, linu fimin, til ad mynda allan fyrsta
dalkinn i atkomunni. Til ad mynda naesta dalk er tekinn nagdkiud UrB og adgerdirnar
endurteknar.

2.5.2 Examples

Daemi:
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1.1+2-1 1-2+2-3

3.144.1 3.244.3

. , 51461 5-24+6-3
2x2

3x2 3x2

l33)33]

3 8

=| 7 18

11 28
—_———

Deemi: | R er “%*%” skipunin notud til ad margfalda saman fylki medkjamargfoldun:

> mi<-matrix(1:12,nrow=3)
> ml

[,11 [,2] [,3] [,4]
[1,] 1 4 7 10
[2,] 2 5 8 11
[3,1] 3 6 9 12
> t(ml)

[,11 [,2]1 [,3]
[1,] 1 2 3
[2,] 4 5 6
[3,1] 7 8 9
4,1 10 11 12
> m1\%*\%t (m1)

[,11 [,21 [,3]
[1,] 166 188 210
[2,] 188 214 240
[3,1 210 240 270
> t(m1)\%*\%m1

[,11 [,2] [,3] [,4]
[1,] 14 32 50 68
2,1 32 77 122 167
[3,1] 50 122 194 266
[4,] 68 167 266 365

2.6 Meira um fylkjamargfoldun

a e ey Clm
by bz . BB bin a e €2 e Cm
b b (] . b I : :

: & i ]7 LB Ll
by ba .. B by

fmi Cmz oy G

2.6.1 Details

Vid getum skrifad fylkamargfeldi&® = AB pannig:

[agn a2 ... ayr ] [ Ci1 Cip
a1 a2 ... b1 by ... blj ... bim C21 C22
: : : bo1 b2z ... by bom | | :
a1 &2 ... & P 5 : Sl G1 G2
: : : bre b2 ... brj ... b ; :

L 8ni @m2 ... amr | L Cm1 Cm2

par sem almenna stakid i limog dalkij er

Gij = > _aibkj =ai1-b1j+ai-boj+...+ay - by
k

15
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Athugid: FylkjamargféldunA ogB, p.e.AB, er adeins skilgreind ef fjoldi dalkaA er sa
sami og fjoldi lina iB. begar pessar tdlur eru eins er hver likdajafnléng og hver dalkur i
B.

Athugid: LatumA veramxr ogB verar x nfylkiog C = AB. Ef vid skrifum (A)i = aik
og fylkid (B)kj =lkjfyriri=1,....m k=1,...,r j=1,...,n p.e.(A) ermxr fylki
og (B) err x nfylki, pA ma skrifa stak i margfeldinu sem

(AB);j :Zaikbkj,i =1..m j=1....n
k
petta eru stokiniin x n fylki.

2.6.2 Examples

Daemi:
1 2]
A=l56
og
1 27
B=|1 3
1 3]

pa erAB ekki til en hins vegar eBA skilgreint.

2.7 Margfeldi fylkis og vigurs: Hneppi

air A2 ... an
A éZl f’:lzz éZn ,
dm am2 ... mn
X1 b1
X = X:z ogb = b_2
% o

pba ma skrifa j6fnuhneppi pannig

Ax=Db

2.7.1 Details

Ko6llum i bili n x 1 fylkin vigra eda dalkvigra.
Litum aftur & j6fnuhneppio

agXr+apXe+...+amXn = by

amiX1 +amX2 + ... +amXn = bm

par sem vid getum sett studlana i j6fnuhneppinu i fylki oddéapadA pannig ad

16



ailr 412 ... ain
A ?21 ?22 fizn
am am2 ... 8mn
Ef vid ennfremur setjum 0pekktu steerdirnar saman i viguxirog haegri hlidarnarth med
pvi ad skrifa

09

pa sjaum vid ad
11Xy +agoXo + ... +a1nXn
A Ao1X1 +apoXo + ... + AonXn
X = .

Am1X1 + 8m2X2 + . .. + 8mnXn
Pess vegna er jofnuhneppid

apX1 +aXo+...+amXn = by
amX1+amXo+...+amn = bm

jafngilt pvi ad skrifa
Ax =D

Lausn jofnuhneppisins eru pvi stok pess 1fylkis x sem uppfyllir fylkjajéfnuna.
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2.8 Eiginleikar fylkjaadgeroa

Setning: Latum A, B og C vera fylki pannig ad unnt sé ad framkveema adgerdirnar i
hverju tilviki, og a, b, c vera télur:

e Q)A+B=B+A

e () A+(B+C)=(A+B)+C

e (C)A(BC)=(AB)C

e (d)A(B4+C)=AB+AC

e ()(B+C)A=BA+CA

o (c(A+B)=cA+cB

e (g)c(AB) = (cA)B=A(cB)

e (h)a(bC) = (ab)C

2.8.1 Details

Setning: LatumA, B og C vera fylki pannig ad unnt sé ad framkveema adgeradirnar i biver|
tilviki, og a,b, c vera tolur:

(a@A+B=B+A

(b)A+(B+C)=(A+B)+C

(c)A(BC) = (AB)C

(dAB+C)=AB+AC

(e)(B+C)A=BA+CA

(f) c(A+B) = (cA)+(cB)

(9) C(AB) = (cA)B = A(cB)

(h)a(bC) = (ab)C

pad gilda pvi margar helstu reikniadgerdir fyrir fylki, naid vid pa skilgreiningu a fylkja-
adgeroum sem hefur verio sett fram.

Sonnun:

Lid (a) er einfalt ad sja med pvi ad lita a stokin i summufylkin

(A+B)jj = (A)ij +(B)ij = (B) + (A)ij = (B+A);;
Lid (b) ma sja med pvi ad byrja a ad skilgreina fylkin:

a1 ... din b]_]_ ce bln Ci1 ... Cin
A= : : :
i ... 8mn b1 ... bmn Cml -.- Cmn

og lita sidan a, hvernig stokin leggjast saman:

18



a1 ... din b]_]_ bln Ci1 ... Cin

A+(B+C)=| : + : o
aml amn bml bmn le Cmn
ajr ... an bi1+cC11 ... bin+cin
= +
ami ... 9mn Pmi+Cmi ... Bmn+Cmn
[ ajp+(bir+ci1) ... an+(bin+cin) |
I am + (bm1+Cm1) ... @mn+ (Bmn+ Cmn) |
[ (a11+b11)+c11 ... (an+bin)+cin |
| (@m+bm)+Cm ... (8mn+bmn) + Cmn |
—...=(A+B)+C

Hér sést, hvernig eiginleikar reikniadgerda fylkjanna afieiding af eiginleikum tilsvar-
andi reikniadgerda fyrir tolur.

Adra lidi setningarinnar ma sanna a tilsvarandi hatt, pegasipp stok fylkjanna og skrifa
upp joéfnurnar sem lysa vinstri hlidinni en pa er afganguniinleitt tiltdlulega einféld
Utleidsla.

2.9 VixIni gildir ekki
‘ Ath: AB er yfirleitt ekki sama odBA ! [og oft ekki baedi skilgreind] ‘

2.9.1 Details

Athugasemd: VixIregla gildir ekki almennt fyrir fylki, p.e.AB er yfirleitt ekki pad sama
og BA! Raunar er algengt ad einungis annad margfeldid sé skilgrei

2.10 Einingarfylki

10
01

0 01

Pessi fylki eru pannig ad df, er n x n einingarfylki og A er m x n fylki, pa gildir
Al, = A. Einnig gildir I ,A = A.

100
1o 1o0f,...

2.10.1 Details

Einingarfylki eru sérlega ahugaverd fylki. Pau hafa jafmgaa linur og dalka, hafa einn a
hornalinu en nall utan hennar:
100
/0 1 01,...

0 01

Pessi fylki eru pannig ad &f, ern x n einingarfylki ogA ermx n fylki, pa gildir Al , = A.
Einnig gildir I /A = A.

10
01
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2.11 Andhverfa fylkis

Skilgreining: Ef A ern x nfylki og B er jafnstért fylki sem er pannig a@B = BA = |
, pé erB nefntandhverfaA og er taknad\ L.

2.11.1 Details

Pegarx er tala, ekki nall, vitum vid ad unnt er ad finyasem er pannig ady = 1. petta er
vitanlega gert med pvi ad setja= 1/x = x~1. Slikty er stundum nefnt margféldunarand-
hverfax.

Fyrir fylki h6fum vid skilgreint samlagningu og margfélduen ekkert deilingarhugtak er
komid. Deiling a ekki ad vera neitt annad en margfdéldun medgfdédunarandhverfu.

Til ad setja fram slikt hugtak byrjum vid & almennri skilgrigigu.

Skilgreining: Ef A ernx nfylki og B er jafnstort fylki sem er pannig adB = BA =1, pa
er B nefntandhverfaA og er taknadA L.

4 0 0
H(O 3 o),

00 1
0
0>,
1

b& er einfalt ad syna adJ = JH = | svoJ er andhverfdd, p.e.J =H"1.

2.11.2 Examples
Deemi: Ef H er fylkid

ogJ er fylkio

o
Il
VRN
o Oonk
owr O

2.12 Andhverfa er einhlit
Setning: Fylki getur adeins haft eina andhverfu.
Sonnun: Ef AB=BA=AC =CA =1, pa qildir ad (BA)C=IC =C og lika
(BA)C=B(AC)=BI =BsvoadB=C

2.12.1 Details

Ef &4 ad vera haegt ad skrifa—1 ma ljést vera, ad petta parf ad vera skilgreint & einhlitan
hatt. Okkur vantar pvi eftirfarandi setningu:
Setning: Fylki getur adeins haft eina andhverfu.
Sonnun: Gerum rad fyrir ad vido séum med tveer mogulegar andhveBfag C.
Um peer gildir pa, samkveaemt skilgreiningu & andhverfuABd= BA = AC = CA =1.
Ef vid margfoldum n(BA fra heegri med og notum okkur adBA)C = B(AC), pa feest
strax annars vegar ad
(BA)C=IC =C

og hins vegar ad

(BA)C =B(AC)=BI =B

og Vvid héfum pvi synt ad
B=C,

pannig ad ef til eru tveer andhverfur pa eru paer sama fylkid.
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2.13 Lausn 2x2 hneppis

Getum skrifadAx = c fyrir

aix+by = ¢
arX -+ bzy = C

mead tilheyrandi skilgreiningu A ,x og c
Vid faum pa ad lausn 2 2 j6fnuhneppisins méa einnig skrifa & fylkjaformi:

X | 1 b2 —b1 } { C1
Y| aby—ab | —a a C2
2.13.1 Details
Getum skrifadAx = c fyrir
aix+by = ¢ (1)
ax+by = ¢ (2)
3)
ef
|l a b1 | X 1 G
= & by | X" ogc_{cz} (4)

pa er lausn j6fnuhneppisins gefin med

_ At —axCy 1 [—a a ]‘cl'
ajbp —aghy  agbp —aphy 2 = | C2 |
ba lika
bico — boc 1 [ |
_ D1C2—02C [bz —bl] C1
biap —boa;  aiby —aghg | C2 |

(svo fremi teljarinn sé ekki nall).
Vid faum pess vegna ad lausrx22 j6fnuhneppisins ma skrifa:

X b, —by C1
—adp ai C

y

B 1
N a1b2 — azbl

2.14 Andhverfa 2x2 fylkis

Setning: Ef A = a 3}
d -b

2 - 1

paerA~l= ¢ a

efad—bc+#0
Talanad — bc nefnistakveda(determinank fylkisins.
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2.14.1 Details

BUid er ad skrifa almenna lausn jofnunmsx = b pegarA er 2x 2 fylki sem hefur and-
hverfu. Almenna lausnin var af gerdinBb par senB er tiltekid fylki. Eina leidin til ad
petta sé haegt er & sé andhverf& og vid héfum pvi sannad eftirfarandi setningu:

Setning: EfA = a z

d -b
A “1__1
paerA™ = ;575 "¢ a

efad—bc#0
Talanad — bc nefnistakveda(determinany fylkisins.
Til ad sanna setninguna & annan hatt ma einnig syna franf&ad = |.

2.15 Almennar fylkjaandhverfur med lausnum jéfnuhneppa

Gerum rad fyrir ad fylkidA hafi andhverfu. Pa er haegt ad leysa jofnuhneppié= b
fyrir 6ll b.
1

0
Efei=| . |, paerxy = Ale; augljéslega fyrsti dalkuA—1 svo fyrsti dalkurA—1

0
leysir Ax = ey.
pannig er unnt ad finn&~1 med pvi einu ad leysa allar j6fnurnax; = g
Vid faum A1 = [xq, ..., %], p.e. fylki myndad med dalkana, ..., Xn.

2.15.1 Details

Vid kunnum ad leysa jéfnuhneppi med pvi ad leysa Ut eina bregtnu. Gerum raad fyrir
aod fylkio A hafi andhverfu. ba er haegt ad leysa j6fnuhneppid- b af pvi ad

AX =b

— AlAx) =AM

— (A'A)x =A"1b

— X =A"1b
1
0

Efe,=| . |, pamyndar fylkidx; = A~1e; augljoslega fyrsta dalk andhverfunrfar?®.

0

Pannig er unnt ad finnA~—! med pvi einu ad leysa allar jofnurnax; = g par semg =
e

O -

+ staki =1 en annad-=0.

0
Vid faum A1 = [xq,...,Xn], p.e. fylki myndad med dalkana, ..., Xn.
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2.16 Oroalisti

O
2.16.1 Details
Enska Enskt  sam- Islenska | Isl. samheiti| Skyring
heiti eda
skammstofun
Equation Jafna Skilyroi um
Opekkta(r)
steerd(ir)
Set of Jofnuhneppi Safn skilyroa
equations um  Opekkta(r)
steerd(ir)
Matrix Fylki Tafla af t6lum
Element of Stak fylkis
a matrix
Inverse Andhverfa
Transpose Bylt
Column Dalkfylki Fylki sem inni-
matrix heldur aoeins
einn dalk
Column Dalkvigur Fylki sem inni-
vector heldur adeing
einn dalk, stund-
um kallad vigur
Row matrix Radfylki Fylki sem inni-
heldur adeing
eina linu
Matrix Fylkjamargfeldi
multiplicati-
on
Umrédun
Graoa
umroédunar
Einfalt
margfeldi

2.16.2 Handout

23



Vigrar hér fyrir nedan eru einfaldlega skilgreindir semkiyined einum dalki.
Deaemi
1: Leysio j6fnuhneppiddx = b, gefid med:

2X+3y+4z = 1

4x—2y—4z = 0

2x—3y—8 = 0
med pvi ad margfalda fyrst hverja jofnu med tiltekinni t0lg & pannig sama studuba
i hverri j6fnu. Leggid sidan saman eda dragid fra jofnur (a)(L) og (3) fra (1) til ad fa
jofnur iy og z. Leysid peer jofnur fyriry og z og finnid sidarx. Skrifid nidur vigurinn
X=(x,y,2).
2: Endurtakio deemi 1 med haegri hliduea = (0,1,0) og e3 = (0,0,1)’ i stad peirrar
upphaflegu, sem vas = (1,0,0)’.
Hver er pa andhverfa fylkising, p.e. pad fylkiA~1, sem uppfyllirA—1A =1?
3: Latuma ogb vera einhverjar tolur. Leysio eftirfarandi j6fnuhneppi:

2X+3y = a

-2y = b
4: Finnid studla,a,b,c,d i marglidunap(x) = ax® 4+ bx? + cx+ d pannig adp(0) = 8,
p(1) =0, p(2) =0 ogp(—1) = 12. Teiknid fyrst verkefnid.
5: Margfaldid, leggid saman og dragid hvert fra 6dru paer samrsgar eftirfarandi fylkja

sem heegt er ad margfalda eda leggja saman. Byltid einnigndillkjunum og reiknid paer
andhverfur sem eru til.

1 0 -1 0
A:<O_1), B:< 01), C=(3 0),
01
0 110
p—(o01), E:< ) F:< )
(10) 1 001
4 00 4 00 400
H=( 030, J=l 030], K= 030].
001 101 100

6: Latid B = (B1,B2,B3) og X eins og hér fyrir nedan. Lysi&p sem linulegri samantekt
dalkvigranna iX.

7: Reiknid A1, A2, A=2, AK par semk er heil tala. Hvad parf ad gilda fyrk = 0 ef
veldareglur um margfoldun eiga ad gilda fyrir fylki?

4 00
A= 030
00 3

8: Finnid paer andhverfur sem eru til:

4 00
P={ 00|, Q=
001



Fylkjareikningur i Excel

Eftirfarandi gefur orstuttar leidbeiningar um notkun téélikna vio fylkja- og vigurreikn-
inga. Athugid ad einféld fravik fra nedangreindu munu ek&fayréttar nidurstodur. Skip-
anirnar ganga allar i Excel, en adrir toflureiknar s.s. Sfar€ OpenOffice og gnumeric
rada vid flestar pessar somu adgerdir. Af 6llum pessum tdfiomen ber gnumeric (undir
Linux) af hvad hrada vardar.

Setjid Excel af stad & hefédbundinn hatt. Upp kemur nytt bid@eét) med fullt af audum
reitum (cells). Reitirnir eru merktir med bdkstéfum og t&ldofum pannig ad t.d. B2 visar i
tiltekinn reit & bladinu. Setjid nd téluna 2 inn i reit A1 (psmellid einu sinni med masinni
inn i Al, skrifid 2 og ytid & Enter lykilinn - adgerdinni er eklkikio fyrr en ytt hefur verid
a Enter). Setjid pvineest téluna 5 i reit A2. Hugsid petta séuannn (2,5), geymdan a
dalkaformi.

Til ad tvofalda vigurinn veeri haegt ad reikna stak fyrir stakseog flestir byrjendur gera i
Excel. Til pess er farid i reit B1 og skrifad par =2*A1 (munaté&m. Athugid ad jafnadar-
merkid er notad i byrjun til ad gefa til kynna ad & eftir kemaina en ekki tala eda texti.
Sidan er farid i reit B2 og ritad =2*A2. Hér er pa buid ad maldgdiavigurinn med tveimur,
pannig ad i reitum B1 og B2 eru ntna 2*(2,5)=(4,10).

Préfio einnig eftirfarandi til ad tvoéfalda vigurinn: Faridréit C1 og byrjid a formulunni
med pvi ad setja inn =2* farid sidan med musina yfir reitinn AfLsmnellid einu sinni.
Takid eftir pvi hvernig Excel fyllir inn tilvisun i Al i j6fnani pannig ad nu stendur par
=2*A1. Ekki gleyma ad yta & Enter pvi enn er verid ad skrifanjdia, allt par til pad er
gert. | stad pess ad sla inn sému jofnuna aftur er nd rad ad setjdilinn aftur i C1 og
leita uppi smagerdan kassa i nedra haegra horni reitsingjid egisina yfir pennan orlitla
kassa (nanast punktur) og sjaio hvernig hun skiptir um. (rliystid & og haldid nidri vinstri
musartakka og dragid petta horn nidur yfir reit C2. Athugidadstendur =2*A2 i reit C2.
Ad lokum er naudsynlegt ad sja, hvernig unnt er ad setja upp j§rir vigurinn i heilu lagi.
Merkid reiti D1 og D2 med pvi ad fara med masina i reit D1, ogdalinstri masartakka
nidri & medan masin er dregin yfir D1 og D2. Hér er buid ad taéafass fyrir heilan vigur
i einu og jafnan sem & eftir kemur a vid heilan vigur en ekkuemis staka reiti. Ritid nu
=2* eins og adur, p.e. upphafid ad jéfnunni og passio ad yta&Eater strax né heldur
smella i neina staka reiti. NG & ad fara med masina i reit Ad nydur vinstri masartakka
og halda honum nidri medan merktir eru reitir A1 og A2. Ad heleknu & ekki adeins ad
yta & Enter, heldur & ad halda nidri baedi shift og control tiskkn & medan ytt er a Enter.
Jafna su sem Gt kemur & vid heila vigra, pannig ad vigurinn:DRZler skilgreindur sem
2*(A1:A2). bessi dkvedna adgerd gengur hins vegar ekki inggric toflureikninum, en
allar adrar adgerdir hér ganga par eins og i Excel.

A nakvaemlega sama hatt ma setja upp fylkjareikning ef now@@spaer reikniadgerdir sem
Excel hefur fyrir slikt. Setjid til deemis tolur fylkisins

(3 3)

i reiti E3:F4, p.e. E3,E4,F3,F4. Merkid pvinaest eitthvesedi med 2*2 reitum (t.d. H3:14)
og ritio par =MINVERSE( . Merkid naest reitina E3:F4 og ljuk@nunni med ) og munid
ad yta & shift-control-Enter. P4 a ad standa andhverfasiyi&ii reitum H3:14, en han er
nakveemlega:

2= (e 16 ) ®
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Athugid ad nota ma Insert-Function til ad setja inn foll edgsandhverfuna. Onnur ahuga-
verd foll til notkunar vid vigur- og fylkjareikning eru: MMUT sem margfaldar saman
fylki og TRANSPOSE sem byltir fylki.
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Fylkjareikningur i R

> datvec<-scan() # Einfalt demi - lesum bara inn i einn vigur, beint af lyklabordi
1: 123
4: 456
7: 789
10:
Read 9 items
> datvec
[1] 123456789
> m<-matrix(datvec,ncol=3,byrow=T) # Breytum vigrinum i fylki
> m # og sjaum hvernig pad litur ut
[,11 [,2] [,3]
[1,] 1 2 3
[2,1] 4 5 6
[3,1] 7 8 9
> t(m) # Bylt fylki
[,11 [,2] [,3]
[1,] 1 4 7
[2,1] 2 5 8
[3,1] 3 6 9
> A<-matrix(c(1:6) ,nrow=3) # Tolurnar 1-6, sett i 3 linur (fyrst eftir dalku
> A
[,11 [,2]
[1,] 1 4
[2,] 2 5
[3,1] 3 6
> mp*%A # Fylkjamargfeldi
[,11 [,2]
[1,1] 14 32
2,1 32 77
[3,] 50 122
> A+A # Samlagning fylkja
[,11 [,2]
[1,] 2 8
[2,1] 4 10
[3,] 6 12
> 2xA # Margfoldun fylkis med tdélu
[,11 [,2]
[1,] 2 8
[2,] 4 10
[3,] 6 12
> £ (A)%*%A
[,11 [,2]
[1,1] 14 32
2,1 32 77
> solve (t (A)%*%A) # solve gefur andhverfu - og petta er vinszl andhverfa
[,1] [,2]
[1,] 1.4259259 -0.5925926
[2,] -0.5925926 0.2592593
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3 Stallaform fylkja

3.1 Lausnir jofnuhneppa med fylkjaadgerdum (h6f: Rognvaldir G.
Moller)

3.1.1 Handout
4.1 Skilgreining. Jafna af taginu

Xy +aXp+---+anXn =Db

kallastlinuleg jafna Pad sem audkennir linulegar jofnur er ad breyturnar koma fyair i

1. veldi og engin margfeldi tveggja eda fleiri breyta komarfiy/jofnunni.

Linulega j6fnu eins og hér ad ofan ma lika rita sem = b par sema = (a3,ap,...,a,) 09

X = (X1,X2,..-,%n)-

4.2 Skilgreining. Linulegt jofnuhneppsamanstendur af einni eda fleiri linulegum jofnum
og er oft sett upp a forminu

agaXt +agoXe +- - +anXn = by
ap1X1 +apoXp + - - - +agmXn = by

amiX1+ampXo+ - - - + amnXn = bm.

Lausn jofnuhneppisins er viguks, xo, ...,X,) pannig ad allar jéfnurnar i jofnuhneppinu
séu uppfylltar. Pad ad leysa linulegt j6fnuhneppi felst i & finna 6ll moguleg gildi &
vigrinum (Xg, X2, . . ., Xn)-

4.3 Skilgreining. Byrjum med linulegt j6fnuhneppi

agaX1 +agoXe +- -+ anXn = by
ap1X1 +apoXp + - - - +amXn = bp

amiX1+ampXo+ - - - + amnXn = bm.

Studlafylkijofnuhneppisins er fylkio

a1 a2 -+ Ain
|1 @2 - an
dmi am2 - 9m

Fylkid A er sagt hafa steerdima x n, sem segir ad hafimlinur ogn dalka.
Skilgreinumi-ta linuvigur (e. row vector) fylkisins sem vigurinn

Ai = (ail7ai27-~-7ain)-
Breytuvigurjofnuhneppisins er dalkvigurinn (e. column vector)
X1
X2
X =
Xm
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Haegri hlidjofnuhneppisins er dalkvigurinn
b1
b |
b

Aukid fylki(e. augmented matrix), ed&ipt fylki j6fnuhneppisins er skilgreint sem

ajr ax2 - ai | br
apy ag - ag | b
8mi 8m2 ‘- 8mn| bm

Aukna fylkid er ,skammstofun” & peim upplysingum sem felggifnuhneppinu.

4.4 Skilgreining. LA&tumA veram x n fylki og x dalkvigur medn hnitum. MargfeldiA og
x er skilgreint sem dalkvigur mea hnitum pannig ad

a1 a2 -+ am] [X1 - A1 -] [x Ap-X
@1 a2 - an| |X| | Az —| x|  |A2-X
dni 94m2 - dm Xn — Am —] [Xn Am-X

4.5 Setning.Ef A er studlafylki jofnuhneppisg er breytuvigurinn, odp er haegri hlidin, pa
samsvarar upphaflega jofnuhneppid fylkjajofnuAri= b, eda

aj1 a2 -+ an| [X1 b1
a1 az -+ ax||X2| |b2
dn1 am2 -°° am Xn bm

Upphaflega jofnuhneppid og jafn@x = b hafa sému lausnir.

4.6 Rithattur. Vid litum svo & ad linulegt j6fnuhneppi, aukid fylkA | b] og fylkjajafna
Ax = b séu jafngildar framsetningar & sama hlutnum.
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4.7 Linuadgerair. Eftirfarandi adgerdir ma augljoslega framkveema & jofnyipnén pess
ao breyta pvi hvada lausnir jofnuhneppid hefur.

(Ad1) Vid getum vixlad a einhverjum tveimur jéfnum.

(Ad2) Vid getum margfaldad j6fnu (badum megin vid jafnadarmerkid) med fastar #
0.

(Ad3) I stad jofnu kemur summa jéfnunnar vid margfeldi af einhivanmarri jofnu.

Pessar adgerdir samsvara eftirffarandi adgeroum a aukid fyl
R1 Vixla a einhverjum tveimur linum.

R2 Margfalda linu med fasta+ O.

R3 [ stad linuLj kemur summan; +rLj par semj #i.

Framkvaema parf adgerdirnar baedi a vinstri og haegri hlutasiyis. Pessar adgerdir eru
kalladarlinuadgerdir(e. elementary row operations).

Tvo aukin fylki [A | b] og [A' | b'] eru s6gdafngild, ritad [A | b] ~» [A' | b’] ef haegt er ad f&
annad ut ur hinu med pvi ad beita linuadgerdum.

Varud! Heetta! Fylkin sem eru ,jafngild* eru ekkjofn og pvi ma ekki nota ,samasem
merki“ & milli fylkja pegar linuadgerdir eru notadar.

4.8 Setning.Ef [A| b] og [A | b/] eru jafngild aukin fylki b4 hafa samsvarandi jofnuhneppi
nakveemlega somu lausnir.

4.9 Skilgreining. Latum [A| b] vera aukid fylki. Fremsti studullinn sem er ekki O i hverri
linu kallastleidari (e. leading entry). Leidari kallgtinni (e. pivot) ef pad er enginn annar
leidari fyrir ofan hann i sama dalki. Pinnar eru lika kallag@ndistudlar

Sagt er ad aukio fylki sé éfra stallaformi(e. echelon form) ef eftirfarandi tvo skilyrdi eru

uppfyllti:

(ES1) beer linur sem innihalda bara 0 eru nedst i fylkinu.
(ES2) Um hverja linu gildir ad fyrir nedan (i sama dalki) fremst&ie® stakid eru bara 0.

Vid segjum ad aukio fylki sé &aiddu efra stalla formie. reduced echelon form) ef pad er
a efra stallaformi, sérhver pinni er 1 og baedi fyrir ofan o@are (i sama dalki) sérhvern
pinna eru bara 0.

4.10 Skilgreining. La&tum[A | b] vera aukid fylki sem stendur fyrir j6fnuhneppi med breyt-
umxy, X, ..., %n. L&tum svo[H | b’] vera jafngilt fylki & efra stalla formi. baer breytur sem
tilheyra dalkum {H | b’] par sem er pinni kallagtinnabreytur en paer breytur sem tilheyra
dalkum par sem enginn pinni er kalldgélsar breytur.

4 Akvedur fylka

4.1 Umradanir

Latum(jg,..., ju) veraum rédun &1,...,n).
Meelikvardi & hversu rong rodunin er fyrir tiltekid stak faesed pvi ad telja fjiolda stak
a eftir, sem eru minniGrada umréduninnaer summan af éllum peim talningum.

j8)
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4.1.1 Details

Latum(jg,..., ju) veraum rédun &1,...,n).

Meelikvardi & hversu rong rodunin er fyrir tiltekid stak faesed pvi ad telja fiolda staka &
eftir, sem eru minniGrada umréduninnaer summan af 6llum peim talningum.

4.1.2 Examples

Daemi:

(6,1,3,4,5,2)

Fyrsta tala er 6, en hér eru allar 5 t6lurnar & eftir minni. Nee€ngin (0) tala minni en 1,
pa er ein (1) tala minni en 3, 0.s.frv.
Alls verdur upptalning a rangri rédun pa

5+0+1+1+1=8

4.2 Einfalt margfeldi

Einfalt margfeldi ur fylkinu A faest med pvi ad velja eitt stak ur hverjum dalki og eitt
ar hverri linu og margfalda pau 6ll saman.

4.2.1 Details

Einfalt margfeldi ar fylkinu A faest med pvi ad velja eitt stak Ur hverjum dalki og eitt ar
hverri linu og margfalda pau 6ll saman.

Fyrir almennt fylki medn dalkum ma byrja & fyrstu linu og velja par eitthvert stak.

Pegar buid er ad velja pad stak ere- 1 moguleikar & ad velja stak ur Enu an pess ad
velja ar sama déalki og &dur. bannig m& halda afram med atlarriar.

4.2.2 Examples

Deaemi: Tokum 2x 2 fylkid
ab
c d

Valid er fyrst ar 1.linu, pa ur 2.linu o.s.frv. en pé pannigseini dalkur er aldrei valin
2svar.

Adeins er unnt ad veljaedab ar 1. linu og eftir ad buid er ad velja ur fyrstu linu er adeins
einn moguleiki & stakinu ar naestu linu.

Hér ma pvi sjd a@d ogcb eru einu einféldu margfeldin.

4.3 Einfoéld margfeldi og umradanir

Einfalt margfeldi tilsvarar tiltekinni umrédun a dalkunuio.e. fyrst er valid eitthvert
stak ar 1.linu, (p.e. ar einhverjum dalki) sidan eitthveatksir 2.linu (Ur einhverjun
6drum dalki) o.s.frv.

4.3.1 Detalils

Einfalt margfeldi tilsvarar tiltekinni umrédun a dalkunuime. fyrst er valid eitthvert stak
ar 1.linu, (p.e. ar einhverjum dalki) sidan eitthvert stak2dinu (ar einhverjum 6drum
dalki) o.s.frv.
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4.3.2 Examples
Daemi: Litum a fylkid

ail a2 a3
a1 a2 a3
a1 as2 ass
Eitt mogulegt einfalt margfeldi er t.d. ad taka ur fyrstudistakida;», taka sidarap; Ur
annarri linu ogags Ur peirri pridju til ad bua til margfeldi@; ,ax1a33.

petta tiltekna val tilsvarar pvi ad velja dalkana i r6dinni g 3.

A=

4.4 Einfalt margfeldi med formerki

Einfalt margfeldi med formerki er einfalt margfeldi margfaldad meé1 ef grada
umrédunarinnar er jofn en medl ef grada umrdéduninnar er oddatala.

4.4.1 Details

Einfalt margfeldi med formerki er einfalt margfeldi margfaldad megl ef grdda umroo-
unarinnar er jofn en meé1 ef grada umrdduninnar er oddatala.

4.4.2 Examples

Deaemi: Litum & fylkid Ai deeminu i kafla_4.312, par sem einfalda margfelaligasiazs
tilsvaradi dalkarédinni 2, 1 og 3.

Talnarddin (2,1,3) er pannig, ad par er 1 a eftir 2 og pvi erréimg rodun, p.e. gradan
(fioldi rangra radana) er oddatala og formerki pessa madider pvi -1.

4.5 Akveda fylkis

Skilgreining: Akveda fylkis er summa allra einfaldra margf elda med formerki.

45.1 Details

Skilgreining: Akveda fylkis er summa allra einfaldra margfelda med forkner
Adferod:

Veljum stak ar fyrstu linu og skraum dalkinp,

Veljum stak ar naestu linu og skrdum dalking,

Litum a dalknumerinjy, j2,..., jn, tilsvarandi linunum 1 .., n, sem umrédun

Finnum gradu umrdédunarinnar og notum hana til ad velja fokine

Margféldum stokin saman og setjum formerkio &

Endurtokum fyrir allar mégulegar umradanir
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4.5.2 Examples
Daemi: Skilgreinum fylki med

0 3

pa eru einféldu margfeldin 13 og 0- 2, dalkar6d 12 21, grada 0 1, formerkil —1.
Akveda n verdur pvi 3-0= 3.
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4.6 Akveda 2x2 fylkis
Almennt 2x 2 fylki,

ab
c d

Tvo moguleg einfold margfeldi, p.ed ogch.
Dalkaradirnar eru 12 og 21

Gradur: 0og 1

Formerkin:+1 og—1.

Akvedan:= ad— cbeins og adur.

A=

4.6.1 Details
Litum & almennt Z 2 fylki,
A=

ab
c d

Hér eru adeins tvo moguleg einfold margfeldi, fad.og cb.

Dalkaradirnar eru 12 og 21, og tilsvarandi gradur eru 0 ogefin gefa formerkint-1 og
-1.

Akvedan verdur pvi= ad — cb, sem er sama skilgreining og var notud adur.

4.6.2 Examples

Deaemi: Ef 2 x 2 fylki inniheldur nall 6drum megin hornalinu, t.d.

A=

1 2
0 3

pa er augljost ad adeins eitt margfeldi getur verio frabi@gdlli og pvi er akvedan 13 =
3.

4.7 Akveda 3x3 fylkis

Almennt 3x 3 fylki:
ai; a1z a1z
A= axn axp axm
dz1 az2 ass
pa faest
det(A) = a11a22833 — 811823832 — 12821833 1 a12823831 + 813821832 — 813822831
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4.7.1 Details

Litum & almennt 3 3 fylki,
A= | axn axp ax
az1 agz2 ass

Pegar valid er i mégulegar umradanir ma taka linurnar i réBavyrst ur fyrstu linu, stak
i dalki 1, 2 eda 3, pa velja ar annarri linu annanhvorn mégalen a dalki sem eftir er og
pa er adeins einn moguleiki i sidustu linunni.
Lina|]1 2 3 |r6dun| rangar | for-
dalks | radanir| merki

ai1 a2 a13]

a1 agy aszz | 123 0 +
a1 apz agz | 132 1 -
a2 ap1 azz | 213 1 -
a2 apz agp | 231 2 +
aj3 a1 agp | 312 2 +

ay3 agp ag1 | 321 |3
Akveda er rituddet(A) og hér gildir pvi
d et(A) = ay1a2a33 — a11a23a32 — a12a21a33 + a12823a31 + A13821832 — A13822a31

4.7.2 Examples

Daemi: Audvelt er ad nota almennu jofnuna fyrir akvedu 3 fylkis til ad reikna akveduna
beint, en einnig ma i mérgum tilvikum reikna hana a einfaltatt.
Til deemis gildir augljéslega um hornalinufylki,

a1 O 0
A=]|10 a» O
0 0 azs

addet(A) = aj1agrazs, p.e. dkvedan er einfaldlega margfeldi stakanna & horratinu

4.8 Eiginleikar akvedu

Setning: Ef A ern x nfylki er eftirfarandi jafngilt:
e det(A)#0
e A hefur andhverfu

e Ax = b er leysanlegt fyrir dlb.

4.8.1 Details

Ekki verda syndir eda sannadir margir eiginleika akveduisylen naudsynlegt er ad vita
addet(A) # 0, gildir pa og pvi adeins ad hefur andhverfu sem aftur gildir pa og pvi
adeins adAx = b er leysanlegt fyrir 6lb.

betta er augljost eA er hornalinufylki. 1 pvi tilviki er greinilega adeins haegd &inna
andhverfu ef ekkert stak & hornalinunni er nall og akvedagiramitt margfeldi hornalin-
ustakanna.

Fullyrdingin er lika tiltdlulega augljos ek er efra (eda nedra) prihyrningsfylki og af sému
asteedu.
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pessi fullyrding gildir hins vegar almennt og er gagnlegrgsa pvi, hvenaer unnt er ad
leysa jofnuhneppi eda finna andhverfu.

i reynd er petta hins vegar unnid & annan hatt ef um stor fylkideraeda, en pad er utan
ramma pessa hetftis.

4.9 Orlitid um akvedur
Ef A ogB erun x nfylki pa gildir det(AB) = det(A)det(B).

49.1 Handout

Ef A ogB erun x nfylki pa gildir det(AB) = det(A)det(B).
Ef A er hornalinufylki, pa edet(A) margfeldi hornalinustakanna.
Ef A er efra (eda nedra) prihyrningsfylki, paaet(A) margfeldi hornalinustakanna.

Ef A hefur andhverfu, pa atet(A—1) = Wl(A).

4.10 Ord og hugtok

O

4.10.1 Details

Enska Enskt sam- Islenska| Isl. samheiti| Skyring
heiti eda
skammstof-
un

Determinant Akveda

5 Vigrar i tveimur og premur viddum

5.1 Vigur

Hugtakid vigur & ad endurspegla “strik med stefnu” og vigupw gjarnan teiknadur a
milli tveggja punkta, en er samt 6hadur pvi, hvar hann emniadkir.
Vigur v sem liggur milli punktaA og B er oft taknaduw = AB Vigrinum mé sidan hlidra
b.a. hann gangi Gt fra 6drum punkti Ao

5.1.1 Details

Hugtakid vigur & ad endurspegla “strik med stefnu” og vigupei gjarnan teiknadur a
milli tveggja punkta, en er samt 6hadur pvi, hvar hann emiasdkir.

Vigur v sem liggur milli punktaA og B er oft taknadur = AB Vigrinum ma sidan hlidra
p.a. hann gangi Ut fra 6drum punkti &n

| eftirfarandi er reiknad med ad lesandinn hafi séd nokkuirstiiBuatridi tvividrar ram-
fraedi, p.e. pekki a.m.k. prihyrninga og horn i peim, reghathRgorasar og alika.
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5.2 Samlagning vigra

¥y

5.2.1 Details

Ymsar reikniadgerdir ma skilgreina fyrir vigra og margaspara adgerda eru pannig ad
peer leyfa reikninga sem eru likir reikningum mea tolur.

Vid skilgreinum pessar adgerdir eina af annarri og synunmriigana nota paer.
Skilgreining: Vigra v og w ma leggja saman, pannig adef= AB ogw = BC , pa er
v+w=AC

5.3 Punktar og vigrar

@

Skilgreining: Ef v = AB pa skilgreinum vid-v sem vigurinn sem liggur i 6fuga att, p.
—Vv:=BA

5.3.1 Details

Skilgreining: Ef v = AB pa skilgreinum vié—v sem vigurinn sem liggur i 6fuga att, p.e.
—v:=BA

5.4 Takn fyrir vigra

Athugum, ad nokkud er & reiki i kennslubdkum, hvernig pun&tavigrar eru taknadir
Hér eru vigrar aetid “l6dréttir’, p.e.a.s. vigraR? eru (nanast) eins og:21 fylki. Hér

er hins vegar punktar skrifadir “larétt”, pannig ad punktarA = (a1,ap) er strangt til
tekid ekki sama fyrirbaerid og vigurinn

6A=<a1>.
a

5.4.1 Details

I tvividu hnitakerfi(R?) méa takna punkta semA = (ag,az), B = (by,by) og vigra sem
v= ( V1 )

V2
Athugum, ad nokkud er a reiki i kennslubékum, hvernig punki vigrar eru taknadir.
Vigrar eru ymist skrifadir sem dalkvigrar eda linuvigrarmgnktar ymist a hlid eda lodreétt.

Hér eru vigrar aetid “l6dréttir”, p.e.a.s. vigraR? eru (nanast) eins og»21 fylki.
Vigrar eru taknadir med feitletrudum lagstofum.
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Hér eru hins vegar punktar skrifadir “larétt”, pannig ad kuminn A = (aj,ay) er strangt
til tekio ekki sama fyrirbaerid og vigurinn

(3
ap

pott somu stokin séu a ferdinni.

Punktar eru tdknadir med hastofum.

5.5 Margféldun vigurs med télu

L A o Y
Skilgreining: Efv = ( Vo ) ogk er tala, pa skilgreinum vigv := ( kv )

5.5.1 Details

Ef litid er & prihyrning er ljost ad pegar lengdir allra hlidau margfaldadar med somu
t0lu haldast horn hans Obreytt. Pessi kvordunareiginpeikiyrninga a vitaskuld einnig vio
prihyrninga sem myndast med hnitum vigurs.

Lita m& & vigur iR? sem langhlid i pvihyrning (med stefnu) og pvi er edlilegt kifgsein-
ing & margfeldi vigurs med t6lu endurspegli pennan kvoréeiginleika prihyrningsins.

Skilgreining: Efv = ( Vi ) ogk er tala, pa skilgreinum vi@v := ( vy )
Vo sz

5.6 Vigrar i prividu rami

A saman hatt og fyrir planid ma skilgreina vigra og punktaiv/f&u rami,R3, en vigrar
par eru af gerdinni
Vi
V= V2 .
V3

A saman hatt mé skilgreina vigra og punkta i prividu rdR, en vigrar par eru af gerdinni

Vi
V= Vo .
V3

Punktar eru skrifadir larétt eins og adur en eru nuna tasrajir.

5.6.1 Detalils

5.7 Reiknireglur um vigra

Vigur i R? edaR? ereingg 2x 1 eda 3x 1 fylki.
Setning: Efu, v ogw eru vigrar iR? edaR?, pa gilda venjulegar reiknireglur eins ag
um fylki.

Sonnun: Nakveemlega eins og fyrir fylkin.
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5.7.1 Details

Athugum, ad ur pvi hugsa ma “l6dréttan” viguiR? edaR® sem 2x 1 eda 3x 1 fylki

og grunnadgerdirnar eru skilgreindar a nakveemlega samégpagilda nakveemlega sému
nidurstddur um reikniadgerdir slikra vigra eins og fendyst 2 x 1 og 3x 1 fylki. bessi
nidurstada er tekin saman i eftirfarandi setningu.

Setning: Efu, v ogw eru vigrar iR? edaR?, pa gilda venjulegar reiknireglur eins og um
fylki.

Sonnun: Nadkveemlega eins og fyrir fylkin.

5.8 Vigrar og bylt fylki

ai

a |
Yfirleitt gerum vid engan greinarmun a vigrum og tilsvarafytkjum. Sérilagi skrifum
vid oft v = (vi,w2)’, p.e. ad vigurinrv sé fengid med pvi ad bylta “fylkinu” eda larétta
vigrinum (vq, Vo).

Munum, ad efA er 1x 2 fylki, A= [a; ap|, pa var bylta fylkid skilgreint semA’ = {

5.8.1 Details

Munum, ad efA er 1x 2 fylki, A = [a; ap], pa var bylta fylkid skilgreint semd' = 4

Yfirleitt gerum vid engan greinarmun & vigrum og tilsvarahdkjum. Sérilagi skrifum
vid oft v = (v1,v2)’, p.e. ad vigurinns sé fengid med pvi ad bylta “fylkinu” eda “larétta
vigrinum (vq, Vo).

Med petta ad leidarljosi ma framkvaema fylkjamargfaldasir em annad fylkid er vigur.

5.9 Lengdvigra

Skilgreining: Ef u € R?, u = ( 3; ) pa skilgrein-

um vid norm edalengd usem

y
||ul| = /uZ +us. NP

Uy
FyrrucR3, u=| ux | paskilgreinumvidorm
u3 A myndinni ma sja almennan vigur(x,y,2)’.
usem Greinilegt er samkvaemt reglu Pythagorasatyd
— /12 2 2 planinu, adu? = % 4 y? og ef litid er &|(x,y,2)'||?
||U|| - u1+ U2+ u3- sem langhlid rétthyrnda prihyrningsins med

skammhlidarnau og z feest||(x,Y,2)'||> = W? + 2.

5.9.1 Details
Skilgreining: Ef u € R?,

= ()

skilgreinum vidnorm edalengd usem||u|| = \/uZ +u3.
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Fyrir u € R3,

U1
u= uo
us
skilgreinum vidnorm u sem||u|| = \/uf + U3+ U3.

Athugum, ad petta eru augljoslega einu skilgreiningardangd vigra sem eru i samraemi
vid hefdbundna skilgreiningu a lengd samkvaemt reglum urgddanghlids i prihyrningi.

5.10 Einingarvigrar og fjarlaegdir

Skilgreining: Einingavigur er vigur med lengdina 1.
Skilgreining: Fjarlaegd milli punktann®& og Q er lengd vigursin®Q.

5.10.1 Details

Vigrar sem hafa lengdina einn eru mikilvaegir og pvi hugtalgefio sérstakt heiti.
Skilgreining: Einingavigur er vigur med lengdina 1.

Auk lengdar vigurs er gagnlegt ad geta talad um fjarlaegd puihkta. A pvi hugtaki er
edlileg skilgreining.

Skilgreining: Fjarleegd milli punktann® og Q er lengd vigursin®Q.

5.11 Innfeldi

Skilgreining Innfeldi tveggja vigra eu- v := ||u]|||v||cog0), par senB er hornid milli
vigranna, < 0 < 1L

Athugum, ad ef tveir vigrar eru teiknadur Ut fra nallpunki liggja peir, asamt 0, i plan
0g pvi ma teikna pé eins og i tvividd.

5.11.1 Details

Skilgreining Innfeldi tveggja vigra ew - v := ||ul|||v||cog®), par semB er hornid milli
vigranna, 0< 6 <1t

Athugum, ad ef tveir vigrar eru teiknadur Ut fra nallpuniidd liggja peir, asama, i plani
0g pvi ma teikna pa eins og i tvividd.
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5.12 Pythagoras

Athugum pa, ad regla Pythagorasar fyrir almenna prihymangpefur
[Iv = ul[? = [[v[[+ [|ul[> = 2||u[]|v||cog(®),

b.e.a.s.
2 2 2
2|[ul[[lv[|cog8) = [|v[|” + [|u]|" = [|v —ul

og pvi gildir ad
1.2 2 2
U'V=||U||||V||005<9)=§(||V|| +{[ul]* = |[v—ul[%).
Fyrir u,v € R? faestu - v = ugVq + UoVo.
Fyrir u,v € R3 faestu - v = Upvq + UpVa + UaVa.

Pad er pvi einfalt ad reikna innfeldi og parmed hornid a aftied

cog0) =

5.12.1 Details

Athugum pa, ad regla Pythagorasar fyrir almenna prihymigefur||v — u||? = ||v||* +
||u[[? —2][ul[||v]|cog(8), b.e.a.s. Rull[|v||cogB) = ||v|[>+]|u||*— [|v — u][* og pvi gildir
adu-v = [[ul[||v|[cog8) = 3(|IVI[2+[[u][*—[[v—u][?).

Fyrir u,v € R? faestu - v = upvy + UpVa.

Fyrir u,v € R3 faestu - v = UyVq + UpVa + UgVa.

pad er pvi einfalt ad reikna innfeldi og parmed hornid a aftied

u-v

€080 = v

5.13 Innfeldi og horn

Setning: ulv <= u-v=0
Soénnun: u-v=0 <= cog0) =0. Nu erB & bilinu fra O tilTtsvo0 verdur ad verar/2.

5.13.1 Details

Setning:ulv <= u-v=0

Sonnun: Samkveaemt skilgreiningunni & innfeldi er ljéstadv = 0 <= cog0) = 0.

NU er0 4 bilinu fra 0 til tsvo 6 verdur ad verar/2, sem er einmitt skilgreining & ad vigrar
séu hornréttir.

5.13.2 Examples

Daemi: Einingavigrarnire;, & i R? eru augljéslega hornréttir og innfeldi peirra er nall.
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5.14 Um linur og pvervigra

Vid getum synt adi = (a,b)’ er pvervektor linunnaax+ by+c=0.
Latum fyrstP; = (X1,Yy1) 0g P2 = (X2,¥2) vera & linunni. Pa &P, samsida linunni.
P& gildir lika ad

ax1+by1—|—c:0
ax+by+c=0
a(xg—x1)+b(y2—y1) =0

b.e.
u-PiP,=0

en petta pydir einmitt ad

u.l PP

5.14.1 Details

Vid skilgreinum linu i plani sem safn peirra puniRa= (x,y) sem uppfylla jo6fnu af gerdinni
ax+by+c=0.

Vid getum synt ad = (a,b)’ er pvervektor linunnaax+ by+c = 0:

Latum fyrstP; = (Xq,y1) 0g P2 = (X2,¥2) vera & linunni. Pa &P, P, samsida linunni.

pa gildir lika ad

ax1—|—by1+c:0
ax+by+c=0
a(x2—x1) +b(y2—y1) =0

b.e.
n-PiP=0

en petta pydir einmitt ad
n_L P1P2

5.14.2 Examples

Daemi: Latum Py vera punkt & linu med pvervigur. Um punktaP gildir adn- PR =0
nakveemlega ef punkturinn er & linunni.

Ef P er punktur utan linunnar gildir pvi annad hvartPRy > 0 edan - PR < 0.
PunkturP “f stefnun” er pannig ad til er punktuPy & linunni pannig a®P = kn fyrir
eitthvertk > 0. Fyrir pann punkt gildir pvh - PP = k > 0.

Ef jafna linunnar eax+ by = c faest pvi ad fyrir punktéx, y) i stefnu normalsine = (a, b)’
gildir ax+by > c.

Ofug alyktun gildir i 6fuga stefnu vid normalvigurinn.

5.15 Innfeldi og nallvigrar

v-v>0efv#0
env-v=0efv=0.
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5.15.1 Details

Munum ad innfeldi vigurs vid sjalfan sig er lika kvadratlehigans. Petta innfeldi hefur
gagnlegan eiginleika:

v-v>0
ef
v#0
en
v-v=20
ef
v=20

Med 6drum ordum hoéfum vid ad lengd vigurs er pa adeins nulhai sé nallvigurinn.

5.16 Ofanvorp

Latum a vera vigur. Skrifum almennti & forminu
u=Xx+ymedx =kaoga-y=0. pa faest

u-a = (X+y)-a
(ka+y)-a=ka-a+y-a
ey

= K Jlalf?

b.e.

u-a
k= —2
laf?’

og pvi feesu = x+y med

x=—2a
|[al[?
og leifin:
B u-a
y= U—Wa
5.16.1 Details

Setning: Latuma vera fastan vigur. P& ma skrifa sérhvern vigusem summu af vigri
samsida og 6drum vigri pvert a.

Sonnun: Vid viljum geta skrifadl = x +y par semx er samsioa, p.e. x =ka ogy er
hornréttur &, p.e.a-y =0.

Ef u = x+y pa ma taka innfeldi fra haegri medog pa faest
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u-a = (x+y)-a

= (ka+y)-a
= ka-a+y-a
~~

= Kl[alf?

svo adk = % :

Pannig skilgreinisbfanvarpid med
x=2a

|al}?

og afgangurinnleifin, er
u-a
y=u——=a.
lal[?

5.16.2 Examples

Deaemi: Ef vid latumu oga vera vigrana

u=(1,2)

og
a=(1,1)

pa feest strax ad

u-a = 1-1+2-1=3
|al|? = 12412=2

og pa feest likk = 3 og ofanvarpid er pa = Y“&a=3(1,1)' = (3,3)

||al|?
bverhlutinn eda leifin verdur

/
e (3

5.17 Um ofanvarpid, proj

Il
/I\
NI
NI
N~

Ofanvarpu &a er stundum tdknad megro ja(u).
Athugum ad

. u-a
proja(u) = Wa

var leitt it sem sa vigux pannig adu = X +y meodx
samsida ogy pvert aa.

| pessari atleidslu var hvergi tekin fram vid
vigranna.
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5.17.1 Details

Ofanvarpu aa er stundum taknad megro ja(u).

Athugum ad
proja(u) = u-aa
aU) = ——=
IR

var leitt it sem sa vigux pannig adu = X +y medx samsida ogy pvert aa.

I pessari ttleidslu var hvergi tekin fram vidd vigranna. Asehatt er haegt ad nota jofnuna
fyrir proja(u) sem almenna skilgreiningu a ofanvarpi.

Rétt er ad benda & ad i jofnunniera hefdbundid innfeldi og er pvi tala, en pad|a]|?
einnig pannig ad thtfalliﬁ er lika tala. Jafnan fyrir ofanvarpinu er pvi af gerdinn tala

sinnum vigurinra.

5.18 Oraoalisti

O

5.18.1 Details

Enska Enskt  sam- islenska isl. samheiti| Skyring
heiti eda
skammstofun

Vector Vigur

Inner Innfeldi

product

Projection Ofanvarp

6 Eigingildi og eiginvigrar

6.1 Skilgreiningar og reikniadferdir

A er eigingildi fylkis A ogx er eiginvigur pess efAx = Ax.
Pa gildir lika(A —Al)x = 0 svoA — Al hefur ekki andhverfu.
Eigingildi eru lausnikkennijoéfnunnar: detfA —Al)=0

6.1.1 Handout

Skilgreiningar og yfirlit

Skilgreining. LatumT :V —V vera linulega vorpun. Vigur € V kallasteiginvigur(e. eig-
envector)T ef til er talaA pannig adT (v) = Av. TalanA kallasteigingildi (e. eigenvalue)
T tilheyrandi eiginvigrinumv.

Skilgreining. LatumA veran x n fylki.

() Vigur v i R", sem er ekki nullvigurinn, kallagtiginvigurfyrir A ef Av ogv eru samsioa,
b.e.a.s. ef il er tala pannig adAv = Av.

(i) TalaA kallasteigingildi fylkisins A ef til er vigurv # 0 pannig adAv = Av.

(ii) Ef Av = Av ogV # 0 pa segjum vid ad sé eigingildid sem tilheyri eiginvigrinunv
og ofugt adv sé eiginvigur sem tilheyri eigingildink.

Setning. LatumA veran x n fylki.

(i) TalaA er eigingildi fyrir A ef og adeins efA— Al )x = 0 hefur lausrx # 0.

(i) Vigur v # 0 er eiginvigur fyrir eigingildiA ef og adeins e¥ er lausn & jéfnunn{A —
Al)x=0.
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Fylgisetning. LA&tumA veran x n fylki. Tala A er eigingildi fyrir A ef og adeins ef fylkid
(A—Al) er ekki andhverfanlegt. pPad er ad segjar eigingildi fyrir A ef og adeins ef
defA—Al)=0.

Fylkid A er andhverfanlegt ef og adeins ef tabar- O er ekki eigingildiA.

Skilgreining. LatumA veran x n fylki. Akvedan detA—tl) ern-ta stigs marglidg(t) =
pa(t) i t og kallastkennimarglida(e. characteristic polynomiah.

Form kennimarglidunnap(t) = det A— Al ) er

p(t) = (=) + (=)™ Lr(A)" 1 4.+ det(A).

Hér er t{A) = a11+ap2+ - - - + ann 0g kallastsporfylkisins A.

Reikniadferd. Finna a eigingildi og eiginvigra fyrin x n fylki A.

Skref 1. Byrjid & ad reikna Gt marglidunp(t) = det A—tl).

Skref 2. Leysid jofnunap(t) = 0. Segjum ad lausnirnar s@y, Az, ..., Ax.

Skref 3. Lausnir j6fnuhneppisingA — Ail )x = 0 (fyrir utan ndllvigurinn) eru eiginvigr-
arnir sem tilheyra eigingildini;. Pvi parf ad leysa jofnuhneppifA — Ail )x = O fyrir
i=212....k

Ad finna reedar reetur margliou. Latum

p(t> — (_l>ntn + an_]_tn_1+ e _|_ alt _|_ ao

vera margliou med heiltdlustudlum. Til eru formdlur fyristunum (lausnunp(t) = 0) ef
n=12 3 4, enformdlur fyrir rétum 3. og 4. stigs marglida eru liticdtadar. Sambeerilegar
formalur ekki til efn > 5. Malid er ekki ad folk er fifl og enginn hafi fundid formaluma
heldur hefur verid sannad ad slikar formulur séu ekki tigdweparf ad finna raetur margliou
med stign > 3 pa er vaenlegt ad préfa paer heiltdlur sem ganga ugp il deemum ar
kennslubékum dugar petta alltaf.

Setning. Latum A veran x n fylki. Gerum rad fyrir ad\ sé eigingildiA og v eiginvigur
tilheyrandiA.

(i) Ef k er jakveed heiltala pa &K eigingildi A og v er eiginvigurAX tilheyrandi eigingild-
inu AK.

(i) Effylkid Aer andhverfanlegt pa ey eigingildi A~ ogv er eiginvigurA—? tilheyrandi
eigingildinu /A.

Setning og skilgreining.LatumA veran x n fylki og A tolu. ba er

E(\) = {x € R"| Ax = Ax} = N(A—Al)

hlutram iR". Ennfremur gildir ade(A) # {0} ef og adeins ek er eigingildiA.

Gerum nu réd fyrir ad sé eigingildiA. HlutramidE(A) innheldur alla eiginvigrd tilheyr-
andiA auk pess ad innihalda nullvigurirh MengidE(A) kallasteiginram Atilheyrandi
eigingildinuA (e.A-eigenspace).

6.2 Amoéta fylki og hornalinugeranleiki

(.

6.2.1 Details

Ef A ernx nfylki og til er andhverfanlegh x n fylki P pannig ad skrifa mé& = P~AP
par sem\ er hornalinufylki, pa eA &mdéta A og sagt verdnornalinugeranlegt
pa gildir likaA = PAP~1 og Ak = PAXP~1 fyrir allar heilar tolurk.
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A er hornalinugeranlegt ef 6ll eigingiléi eru rauntdlur og allar mismunandi. P4 ma mynda
P med eiginvigrumA og A med pvi ad rada eigingildunum a hornalinuna.
AkvedaA er pa akveda\, p.e. margfeldi eigingildanna.

Fylki eru ekki alltaf hornalinugeranleg! Eigingildi fylkins verda a&pannaallt ramid,
b.e. eiginvigrarnir myndgrunn fyrir R".

6.2.2 Handout
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Linuleg algebra og t6lfreedi (09.10.16)
Vikublad 9
1: Finnid fylkin sem lysa vorpununum— T (x) par senil (x) er

T:R*=R?| (8) (xyx)'  (B)(y.X) () (y-2x,2%)’

T:R—R3 | (d)(x-x,00 (e) (0,x,x) () (-2x,2x,0)’

T:R2—=R3 | (9) (0,x,y-x) (h) (v.x.x) (i) (X,y-2x,2X)’

T:R3=SR3| () 0x2%x) (K (v.zx) () (z,y-2x,2x)’
2: Finnio fallsgildi i (1) med pvi ad nota (2,1)" i (a-c), 3 i (ddg (3,2,1) i (j-1).
3: Finnid fylki hornrétts ofanvarps & hvern a&%. Synid adx er hornrétt & — T (x) fyrir
hvert peirra.
4: L&tid vorpuninal : R? — R? samanstanda af speglun um x-as (e (x,y) —w =
(x,—Yy)’) og sidan vorpun sem setur hnitin yfir i summu og mismun @v.e: (wy,w,)" —
z = (W1 +Wp, w1 —W>)"). Skrifid nidur fylkin tvd, sem lysa pessum tveimur hlutunrpé
unarinnar og margfaldio pau saman til ad lysa fylki vorpimerT.
5: Skilgreinid linulega vérpu : R? — R? med fylkinu

(2 5

Teikni®d myndir eftirfarandi: ndllpunktsins, enda einimigranna og(1,1)’, og skyggid
myndina af tilsvarandi sveedi.

Athugid ad i raun eru petta myndir tilsvarandi vigra en héelddi gerdur greinarmunur &
punkti og vigri. | raun er verid ad lita & punkt sem déalkvigsem er naudsynlegt til ad
skoda varpanir & pennan hatt.

6: Er speglun um x-asik? eintaek?. En ofanvarp & x-a4s?

7: Litid & fylkin i deemi 5 & vikubladi 7. Skrifid jofnur tilsvaranvarpana. Hver fylkjanna
tilsvara einteekum vorpunum?

8: Er eftirfarandi vorpurx — w ateek dR3?

wp = 4x-2y
Wy = 2X+ 3y
W3 = 2X—VY

7 Linur og plon

7.1 Plan
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7.1.1 Details

LatumPy = (X0, Y0, 20) vera fastan punkt i prividu rami.

Litum & pad mengi punkt® = (x,y,z) sem uppfylla pad skilyrdi ad vigurinn frig til P er
hornréttur &n. betta mengi nefnist flotur eda plai?.

Plan skilgreinist pannig af punki&y og pvervektorn.

7.2 Jafna plans

Po=(1.3.2) /
P i planinu: Py til P L n, pvi PP er i planinu, svo e /
n-PoP =0 N
Efn=(a,b,c) ogPoP = (x— X0,y —Yo,Z— %)’ /o >
= a(X— o) +b(y—Yo) +¢(z—2) =0 [ ’
7.2.1 Details

Punktar i planinu hafa pann eiginleika ad vigurinn Bgtil P er hornréttur &, pvi PP
liggur i planinu. Pvi er planinu lyst med jofnunni

n-PP=0
b.e. efn = (a,b,c)’ ogPoP = (X— X0,y — Y0,2— 20)’
ba gildir
a(x—Xo) +b(y—Yo) +¢(z—2) =0

7.2.2 Examples

Daemi: Litum & plan sem skilgreinist af vigrinum= (5,5, 5)’ og punktinumP, = (1, 3, 2).
pa feest

NPP=0 <= 5(x—1)+5(y—3)+5z-2)=0

med oOrlitilli umrdédun faest pa
5x+5y+5z—30=0

0g & endanum skrifum vid j6fnu plansins pannig:
X+y+z=06

Finna m& nokkra punkta i planinu med pvi ad athuga hvernigskadasana:

x=y=0 = z=6
Xx=z=0 = y=6
y=z2=0 = x=6
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7.3 Onnur jafna plans

Setning: Ef a,b og ¢ eru tdlur, ekki allar ndll, pa lysiax+ by+ cz+d = 0 plani iR3.
Sonnun: Gerum rad fyrir ada # 0. P4 ma umskrifa jofnuna pannig:

a(x— %ad) +b(y—0)+c(z—0)=0

Svo petta er jafnan - PoP = 0 medn = (a,b,c)’ ogPy = (;ad,o, 0)

Athugid ad plon hafa “2 frigradur”, p.e. planiéx+ by+ cz+d = 0 inniheldur 3 breytur
X,¥,Z en peer purfa ad uppfylla eitt skilyrdi og pvi er ein breyta muam fall af hinum
tveimur, t.d. maleysaut frax ogy. Eins méa segja ad planio sé tvivitt.

7.3.1 Details

Setning: Ef a,b og ¢ eru télur, ekki allar ndll, pa lysiax+ by+ cz+d = 0 plani iR3.
Sonnun: Vid purfum ad taka jéfnunax+ by+ cz+d = 0 og reyna ad skrifa hana i sam-
raemi vidnPoP = 0.

Athugum, ad ef allir studlarnia, b, c veeru null, pa er petta ekki lysing a plani. Gerum pvi
rad fyrir ada # 0. ba m4 umskrifa j6fnuna pannig:

—d
a(x— ?) +b(y—0)+c(z—0)=0
Svo petta er jafnanPyP = 0 medn = (a,b,c)’ og Py = (%f,o, 0)
Athugid ad plon hafa “2 frigradur”, p.e. plani@x+ by+ cz+d = 0 inniheldur 3 breytur,

X,Y,zen paer purfa ad uppfylla eitt skilyrdi og pvi er ein breytaaun fall af hinum tveimur,
t.d. ma leysa ut frax ogy. Eins ma segja ad planio sé tvivitt.

7.4 Plan spannast med tveimur vigrum

7.4.1 Details

Athugasemd: Plan iR® mé einnigspannamed 2 vigrum. betta er gert m.p.a. finna vigra
u ogVv sem eru pannig ad sérhver punk®ir planinu er & forminu:

P=Py+au+pv

fyrir einhverjar télura og B, p.e.a.s. “komast ma tiP med pvi ad leggja upp frig og fara
tiltekna vegalengd i stefrwog sidan i stefnu.

Réttara veeri vitanlega ad skri@P = OP+ au + Bv edaPyP = au + av, til ad halda sig
vid skilgreinda samlagningu, sem er einungis fyrir vigna é&ki vigra og punkta).
Skyring (myndraent):
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Ef a=£ 0,b # 0,c # 0 ma skilgreina skurdpunkta plansins vid alla 4sana pannig:

P =(-4,0,0)P,=(0,—§,0) P3=(0,0,-9)

Vigrarnir & milli pessara punkta liggja vitaskuld allir i.€p samsida) planinu. Sérilagi
gildir PiP> = (4,32,0)' L n en pessi vigur er samsidh, —a,0)’ sem liggur pvi einnig i
eda samsida planinu.

Setjum pviu = (b, —a,0)’ ogv = (a,b, ~ &Y.

Getum pvi valid annan vigurinny p.a. hann myndist med skurdpunktinn vid asana og
hinn,v, p.a. hann sé au ogn, p.e. setjunv = (a,b,x)’ og akvedunx p.a.v-n=0.
N————

1u
Af pessu ma sja ad planio styrist af tveimur télum, margféloshwm vidu og v og pess
vegna getum vid talad um 2-vitt plan!

7.4.2 Examples

Deaemi: Spanna ma planid med pvi ad velja t.d. annan vigunnp.,a. hann myndist med
skurdpunktinn vié &sana og hirm,p.a. hann sé 4u ogn, p.e.v = (a,b,x)’ og akvedum
~—_—————

lu
xp.a.v-n=0.

7.5 Linur i priviou rami

Linur i R3

Linur spannast af einum vigri, p.e. puriké linu mé skrifa ser® = Py +tv eda (réttara
PoP = tv fyrir einhvern fastan punkB, & linunni og fastan vigury, sem er samsida
linunni.

Jofnu linunnar ma einnig skrifa pannig:

X = Xp+ta
Yy = Yo+tb
Z = Zp+tc

-hér hleyput yfir allar raunt6lur.
Linan hefur pannig “eina frigradu”, p.e. hin spannast aiiminigri og er einvitt ram.

7.5.1 Details

Linur i R3

Linur spannast af einum vigri, p.e. puriR@& linu ma skrifa ser® = Py +tv eda (réttara)
PoP = tv fyrir einhvern fastan punk® a linunni og fastan viguk;, sem er samsida linunni.
Jofnu linunnar ma einnig skrifa pannig:

X=Xg+tay=Yyo+thz=12zy+tc

-hér hleyput yfir allar rauntolur.
Linan hefur pannig “eina frigradu”, p.e. hin spannast afi@inigri og er einvitt ram.

7.6 Orodalisti i tOlfreedi

(|
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7.6.1 Details

Enska Enskt  sam- Islenska | Isl. samheiti| Skyring
heiti eda
skammstofun
Plane plan
Line lina
Normal pvervigur Vigur sem er hornréttur a plan eda lir
vector

nu

8 Evkliosk raim

8.1 Almennari vigurram

Naudsynlegt er ad ttvikka fyrri nidurstédur uki ogR? til pess ad geta talad almenn
um “frigradur”, “viddir” og ofanvorp.
Petta er augljost pegar pad er athugad ad flestar tilraufarrgargar meaelingar, mikly

ar

fleiri en peer 2 eda 3 sem er haegt ad vinna med dg R3.

8.1.1 Detalils

Augljosu vigurriminR!, R? og R® eru mikilvaeg en eru alls ekki nog fyrir staerdfraedi,

tolfreedivinnu eda edlisfraedi.

Naudsynlegt er ad Gtvikka fyrri nidurstdodur 3 ogR® til pess ad geta talad almennar um
“frigradur”, “viddir’ og ofanvorp. betta er augljost pedzad er athugad ad flestar tilraunir

gefa margar meelingar, miklu fleiri en paer 2 eda 3 sem er haeghad med R? og R3.

8.1.2 Examples

Deaemi: Ef nidurstada tilraunar gefur maelingarnar 2,0,3 er edlibelysetja paer upp sem

dalkvigur, sem er pa vigur i priviou rami.

8.2 Evkliosk rium

Skilgreining:
X1
n X2 . /.
R" = : IX1, X2, Xn €ER P = {(X1, %2, ..., %) I X1, X2, ... % € R}
Xn

er mengi allra n-unda. Stokin eru kollud vigrar i n-vidu rami
Ath: Petta er naestum pvi pad samanogl eda Ix nfylkin og ekki gerdur greinarmunu
a (dalk-)vigrum iR" ogn x 1 fylkjum.

8.2.1 Details

Augljost er ad gagnlegt getur verid ad tala um fleiri “viddiginu en 1, 2 eda 3. Hér parf

ekki ad vera um ad reeda “timaviddir’ eda alika hugtok heldhfiatllega porfina fyrir ad

medhondla i einu fleiri en 1-3 tolur.

Skilgreining: R" = {(x1,X2,...,%n)" : X1,X2,...X, € R} er mengi allra n-unda. Stokin eru

kollud vigrar i n-vidou rami.
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Ath: Petta er naestum pvi pad samarog 1 eda 1x n fylkin og ekki verdur gerdur grein-
armunur a (dalk-)vigrumR" ogn x 1 fylkjum.
8.2.2 Examples

Deaemi: Ef nidurstada tilraunar gefur meelingarnar 2,0,3,2 er eglibd setja paer upp sem
dalkvigur, sem er pa vigur af fjérum télum, en pa duga helddi E2ngur peer prjar viddur
sem dugar til ad koma a framfeeri peim viddum sem sjast medrbaugum.

8.3 Almennar adgeradir vigra

Skilgreining:

(1) Tveir vigraru,v € R" eru eins ef dll hnitin eru eins. p.e . af= (uy,...,uy),v =
(V1,...,Vn) paeru=vefup=vi,...,up=vy
(2)u+Vv=(Ur+V1,U2+V2,...,Un+ V)’

(3) Efk er tala, pa ekv = (kv ... kv,)’

(4) Ndllvigurinn,0 € R"er0= (0,0,...,0)’

(5) —u=(-uy,...,—Uuy) = (-2)u

B)u—v=u+(-V)

8.3.1 Details

Skilgreina ma alls kyns reikniadgerdir fyrir vigra i n-vidmi. Pessar adgerdir purfa vit-
anlega ad vera i innbyrdis samraemi. Vid byrjum & ad setja Shkitgreiningar a helstu
reikniadgeroum sem eru naudsynlegar og kénnum sidan heflsidingar pessara skil-
greininga.

Skilgreining:

(1) Tveir vigraru,v € R" eru sagair eins ef &ll hnitin eru eins. p.e. ef vigrarnir eru
u=(uz,...,Un) ogVv = (va,...,Vn) pa segjumvidu =vefu; =vy,...,Un=Vy

(2) u+v=(ur+Vvi,Ua+Va,...,Un+Vy)
(3) Efkertala, pa ekv = (kw,...kvw,)

(4) Ndllvigurinn,0 e R"er0= (0,0,...,0)
(5) —u=(-ug,...,—up) = (—-1u

(6) u—v=u+(-V)

Allar pessar adgerdir tilsvara somu adgerdoum & vigrum mueiog premur viddum.
Eftir ad pessi formlega skilgreining hefur verid sett frameélilegt ad kanna afleidingar
hennar, p.e. hvernig unnt er ad reikna med slikum vigrum.
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8.4 Reiknireglur i n-vidu rami

Sému reiknireglur gilda um vigraR" eins og fyrir vigra iR? og R3.

Setning: Ef u,v ogw € R" ogk, | eru télur, pa gildir

@u+v=v+u

B)u+(v+w) = (u+v)+w

(c)u+0=u

(du—u=0

(e)k(lu) = (klhu

(f) k(u+v) = (ku) + (kv)

0.s.frv.

Sonnun: Skodast hnit fyrir hnit, nakveemlega eins og fyrir fylkin &du

Getum reiknadkx +u=v = x = £(v—u) efx,u,v € R"

Skilgreining: Ef u = (ug,...,un) € R"ogv = (vi,...,vy) € R" pa er innfeldiu ogv
U-V=uiVvi+ UV ...+ UyVn.

Gefur sama ef = 2 eda 3.

Lika: U =[ug,...un] er Ix nfylkiog V = [vi,...,vn)" ernx 1 fylki, pa erUv = [u-v].

8.4.1 Detalils

Sému reiknireglur gilda um vigralR" eins og fyrir vigra iR? ogR3.
Setning: Ef u,v ogw € R" ogk, | eru télur, pa gildir
@u+v=v+u

b)u+(v+w)=(u+v)+w

(c)u+0=u

(du—u=0

(@) k(lu) = (khu (f) k(u+v) = (ku) + (kv)
0.s.frv.

Sonnun: Skodast hnit fyrir hnit, nakveemlega eins og fyrir fylkin @&du

Athugasemd: Med pessu er buid ad réttleeta reikning med vigrum eins ogkikak u =
V= x=z(v—u)efx,u,veR"

Skilgreining: Ef u = (ug,...,up)’ € R"ogv = (v1,...,vn)" € R" pé er innfeldi vigranna
ogV skilgreint medu-v = upvi + UgVo + ... + UpVp.

Athugid ad petta gefur sému nidurstédu og adun ef 2 eda 3.

Athugid lika ad elJ = [uy,...uy] er Ix nfylkiog V = |v1,...,vy|" ernx 1 fylki, pa erUv
fylkid sem inniheldur télunai - v.

8.5 Reglur um innfeldi

Setning:

(@u-v=v-u

(b) (u+v)-w=u-w+v-w

(©) (ku-v) =k(u-v)
(dv-v>0efv#00gv-v=0efv=0.

Sonnun: betta eru nakveemlega somu fullyrdingar , hnit fyrir hnihsedg ef vid veerum
med 1x nogn x 1 fylki i stad vigra iR". Sénnunin er pvi nakveemlega eins. T.d.

(a)

U-V=WVi+...+UVh =ViU1 4 ... +Vaup = V- U.
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8.5.1 Detalils

Setning:

@u-v=v-u

(b) (U+v)- w=u-w+v-w

(©) (ku-v) =K(u-v)
(d)v-v>0efv#0o0gv-v=0efv=0.

Sonnun: betta eru nakvaeemlega sému fullyrdingar , hnit fyrir hnihseog ef vid vaerum

med 1x n ognx 1 fylki i stad vigra iR". Sonnunin er pvi ndkveemlega eins. T.d. (a)
U-V=UVi+...+UpVp =ViUp +...+ Volp = V- U.

8.6 Lengdvigra

Skilgreining: Ef u = (uy,...,un) er vigur iR", pa skilgreinum vid lengdi (norm u)
pannig

Jul| =vu-u=/uZ+... +u2

8.6.1 Details

Skilgreining: Ef u = (uy,...,uy)" er vigur iR", pa er lengdi (normu)

Ul = Vu-u=/uZ+...+ 12

Athugasemd: Ef vid litum & hlutrdm iR" , t.d. {(uz,u2,0,0,...,0,u,)" : ug, Uz, Uy € R},
sem eru alveg eins oB3, pa verdursvona regla ad gilda fyrir Il slik hlutséfn. Pessi
skilgreining er pvi naudsynleg i ljési reglu Pythagorasar.

8.7 Oroalisti

|

8.7.1 Details

Enska Enskt  sam- islenska isl. samheiti| Skyring
heiti eda
skammstofun

Euclidean Evklidsk

space ram

8.7.2 Handout
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Nokkur deemi.
1: Litio a eftirfarandi umradanir & (1,2,3,4) og finnid graduehar peirra: (1,2,3,4),
(1,3,2,4), (2,1,4,3), (3,2,1,4).

2: Reiknid akvedu fylkisins
2 3 4
A=| 4 -2 4 (8)
2 -3 -8
Med pvi ad nota joéfnuna
det(A) = aj1az833 — a11a823a32 — a12821833 + 812823831 + 813821832 — A13822831

3: Reiknid akvedur og andhverfur sem haegt er ad reikna i deemsidasta deemabladi.
4: Finnid A pannig adA| =0:

A-1 1 0
A= 2 A 0
0 0 A+1

5: Skilgreinid vigranaa = (1,2,3)' ogb = (3,1,2)' og reiknid sidan: (aa-b; (b) a+b ;
(c) ||a+ bl|; (d) Aa par sema er medhondlad sem 3x1 fylki.

6: Notid leidbeiningar um, hvernig unnt er ad reikna med vigydyaki i Excel og R til ad
leysa jofnuhneppidx = b, gefid med:

2X+3y+4z=2 9)
Ax—2y—4z=3 (20)
2Xx—3y—8z=4 (11)

(a) Setjio fyrst studla fylkisins

2 3 4
A= 4 -2 -4 (12)
2 -3 -8

inn i Excel og R og reiknid andhverfu pegs;t. Berid petta saman vid handreiknudu
nidurstoduna sem féekkst adur.
(b) Margfaldid pvingest fylki®A 1 med 3x1 fylkinu (eda dalkvigrinum)

2
b= 3 (13)
4

til ad fa lausn jofnunnar sem 3x1 fylki (eda dalkvigur).

7: Reiknid norm (lengd) vigranna= (1,1),v=(3,4),w=(3,0,4)’ ogz = (1,2,1)".

8: Reiknid innfeldinu - v ogw -z med vigrunum i deemi (7). Finnio lika+v ogw — z.

9: Ef v=(3,4), finnid pa (6l)k pannig ad|kv|| = 1.

10: Lysi®d mengi peirra punkt® i planinu pannig ad|PyP|| = 1 ef Py er einhver fastur
punktur.

11: Finnid ofanvarpy = proja(x), vigursinsx = (1,2)" 4a= (1,1)’ og reiknid ad lokum
leifinae=x—y.

12: Teiknid alla vigrana 4 (p.ey, x,aoge) ar deemi 11 i planinu.
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13: Skrifid nidur jéfnu plans sem inniheldur punktig®, 1,0) og hefur normalvigu(1,2,1)’.
14: Ef n er normalvigur plansRR? og Py er punktur i pvi gildir ad fjarlaegdin fra almennum
punkti, P i planid er einfaldlega lengd ofanvarpsP &4 n (hvers vegna?). Finnid fiarlaegd
(1,2,1) til plansins sem er skilgreint me&3-y+2z=1.

15: Réttleetid ad um hornrétta vigrey, ..., v | R" gildir [[vy 4 ...+ Vi[> = ||| +... +
Vil 12

9 Linulegar varpanir milli Evklidskra rima

9.1 Faoll

Foll fra R" yfir i R™
Skrifumf : R" — R™ ef fyrir hvertx € R" er til forskrift, tAknadf(x), sem er R™.

wr = fi(Xe,..., %)
Wy = f2(X17~-~aXn)

Wm = fm(XL R 7Xn>

edaw = f(x)
b.e.f=(f1,..., fm) par sem
firR" > R,i=1....m

9.1.1 Detalils

Skrifumf : R" — R™ ef fyrir hvertx € R" er til forskrift, tAknadf(x), sem er iR™. f nefnist
fall edavorpunog f(x) nefnistgildi fallsins i punktinum x
Fallio, f : R" — R™ ma rita pannig

wi = fi(Xg,..., %)
W2 = f2(xl7"'7xn>
Wm = fm(X]_, R Xn)
edaw = f(x) eda
f1(x)
W= :
f(X)

Med 6drum ordum ma skrifa= (fy,..., fm) parsemfi :R" - R,i=1,....m
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9.2 Linulegir virkjar

virki ef T(x) = Ax p.e. efw = T(x) pa

W1 = aipXqg+aXo+...4+amXn
Wo = a21X1+apoXo+...+ azxnXn

Wm = amiX1+amXo+...+ amnXn

Linulegar varpanir edalinulegir virkjar fra R" yfir i R™ T : R" — R™M er linulegur

9.2.1 Details

Vid h6fum mestan ahuga a linulegum féllum, sem nefiiasiegir virkjar:

T :R"— RMer linulegur virki ef rita mév = T(x) & forminu

W1 = a11Xg+aiXo+...+ainXn
Wo = apiX1+aoaXo+ ...+ aomXn

Wm = amiX1+ ...+ amnXn

(14)
(15)
(16)
(17)
(18)

p.e.a.s.T(x) = Ax par semmargfeldi fylkis og vigurs er skilgreint sem margfeldi fglks

vid nx 1 fylki med stokum vigursins.

9.2.2 Examples

Deemi 1:
LatumT (x) = x Ef vid ritum
10
A=lo 1)
pa er
. 1 0] X1 | | X1
AX_{O 1 X || X

svo vid hofum skrifadl (x) = Ax.
Deemi 2: Ofanvarp a x-as:

T(X) = (x1,0)

1 0

A=l 0
. 10 X1 _ | X1
AX=10 0l x|=|0
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9.3 Snuningar

Skrifumx = (r cosg, r sing)’ og sndum un®, w= T (x):

w; = rcog0+o)
Wy, = rsin(@+@).

SVOW; = r cosBcosp— r sinBsing ogw, = r sinBcosp-+ r cosBsing og pa

wy | | cosB —sinB || rcosp
Wo | | sin® cosf rsing
| cosB —sinB X1
~ | sin@ cosB Xo

9.3.1 Details

Snuningur um horrf.
Vid getum alltaf skrifad = (r cosg, r sing)’.
Petta sést & pvi ad ef vid latuen= (1,0)’ oge, = (0,1)’ og taknum lengd viguring med
r =||x|| p4 er annars vegar
er-x = [[eg|[-[|x|| cosp
0g hins vegar
€ -X=rcospl-x;+0-x2 =X
svo ljést er ad
X1 = I COSQ.

Hitt hnitid x, faest sidan med pvi ad liteea og samhengidog x) = sin(1/2 — Xx).
Latum ndw = T (X) tAkna snuninginn, p.a.

wi = rcog0+ o)
Wy = rsin(0+@).
par med gildir

w1 = r cosBcosp— r sin@sing
W2 = r sinBcosp+ r cosdsing

Wy cosB —sinB I cosQ
:> — . .
Wo sin@ cosd rsing
| cosB —sinb X1
| sin® cosd Xo

sem gefur okkur almenna lysingu & snuningi sem linulegmpudr
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9.4 Samsetning linulegra varpana

Athugum ad samsetning linulegra varpana er lika linulegwoy pvi efTo og Tg eru
linulegar varpanir tilsvarandi fylkjamargféldun med fidkn A ogB, pa er

Te(TA(X)) = Tg(AX) = BAX = BAX = TgaX

b.e. samsetningin felst i pvi ad margfalda saman fyllidg = Tgo Ta

Ta T
R™ — Rk 5 RN
A B
kxm nx k
X — AX — BAX
mx 1 kx1 nx1i

9.4.1 Details

Athugum ad samsetning linulegra varpana er lika linulegpwdy pvi efTp 0og Tg eru
linulegar varpanir tilsvarandi fylkjamargféldun med fidkn A og B, pa er

Te(Ta(X)) = Tg(AX) = BAX = BAX = TgaX

p.e. samsetningin felst i pvi ad margfalda saman fyligg = Tgo T

Ta T
R™ —» Rk - R"
A B
kxm nx k
X — Ax — BAX
mx 1 kx1 nx1
9.5 Oroalisti
O
9.5.1 Details
Enska Enskt  sam- islenska | Isl. samheiti| Skyring
heiti eda
skammstofun
Linear Linuleg
projection vorpun

10 Eiginleikar linulegra varpana

10.1 Eintsekni og ateekni

Skilgreining: LatumT : R" — R™M vera linulega vorpun.
T er kolludeintaekeda 1-1) ef fyrir sérhvert ogy i R" medx # y gildir T(x) £ T(y).
T er kollud ateekef fyrir hvertw i RMer tilx € R" p.a. Tx = w.
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10.1.1 Details

Sumar varpanir senda marga punkta i upphafsmenginu i sankdinoui myndmenginu.
Adrar varpanir senda sérhverja tvo punkta i 6lika myndpainkt

Onnur flokkun varpana er eftir pvi hvort myndmengi peirra ié mogulegir punktar eda
adeins hlutmengi i riminu.

Skilgreining: LatumT : R" — R™ vera linulega vorpunT er kollud einteekeda 1-1) ef
fyrir sérhvertx ogy i R" medx # y gildir T(x) # T(y).

T er kolludateekef fyrir hvertw i RMer tilx e R" p.a. Tx = w.

10.2 Ofanvorp

Vorpun er ofanvarp eda hornrétt ofanvarp eda hornréttunaiigi (projection operator,
ef han varpar sérhverjum vigri i ofanvarp sitt i einhverjuthlimi, t.d. & linu eda plan
R3,

—_

10.2.1 Details

Vorpun er ofanvarp eda hornrétt ofanvarp eda hornréttunaiigi (projection operator) ef
han varpar sérhverjum vigri { ofanvarp sitt i einhverju himi, t.d. & linu eda plank?.
Ljost ma vera ad slikt ofanvarp,, uppfyllir T(T (X)) = T(x).

Ef A er fylki ofanvarps gildir pviA? = A.

Hins vegar eru ofanvorp yfirleitt hvorki eintaek né ateek.

10.2.2 Examples

Daemi:
Ef
10

00
er ofanvarpsfylkid og vid skilgreinum vorpun med

.

X1

Ta(X)=Ax = 0

pa erT 5 greinilega ekki einteek pvi t.d. er

(2)=m(5)

10.3 Andhverfur og eintaekni

| Ef A hefur andhverfu, pa €Fa einteek.

10.3.1 Details

Reett hefur verid um marga eiginleikar fylkja og varpana. B{messara eiginleika tengjast
a tiltélulega einfalda vegu, sumt af pvi er augljést en angeidd.

Ef fylkid A hefur andhverfu, pa mat.d. alltaf leysa jofnulea=y, pvi vigurinnx = A~y
leysir einfaldlega j6fnuhneppid.

par med er lika vitad ad éfax = Ta(y), pa gildir Ax = Ay svo adA~1Ax = A~1lAy
p.e.asx=y.

Vid hofum pvi synt ad eA hefur andhverfu, pa €F einteek.

60



10.4 Andhverfur, eintaekni og ataekni

Setning:

LatumA veran x nfylkiog Ta : R" — R" vera gefid
medT a(X) = Ax. Pa er eftirfarandi jafngilt.

(a) A hefur andhverfu.

(b) Ta er einteek.

(c) Ta er ateek. 1

y

B o ow s o oy

1 2 3 4 5 X T 2 3 4 5 X

10.4.1 Details

Setning:

LatumA veran x nfylkiog Ta : R" — R" vera gefid med a(x) = Ax. ba er eftirfarandi
jafngilt.

(a) A hefur andhverfu.

(b) Ta er einteek.

(c) Ta er ateek.

10.4.2 Examples

Daemi:

T : R? — R? er skilgreint medw = T(x).
W1 = 2X1 + X2

Wy = 3X1 + 4%

W1 | 2 1 X1
w | |3 4 X2
Fylki vorpunarinnar er pa
ab 2 1
w=Ax=T(x)A= c d}:{s 4

Rétt er ad taka eftir, adet(A) =2-4—3-1=8—-3 =5 +# 0 svoA hefur andhverfu, p.e.
AL 1 { d -b

ALil.
_ =S
“ad—bc| -¢c al| 5| -3 2

Andhverfan er
svo ad andhverfa falli, skrifa®—! : R? — R? er gefid me& = T~ 1(w) = A~lw, p.e.

X1 = =W — =W»p

5 5
Xp = §W+gw
2= —gWit W

10.5 Nokkrar athugasemdir um virkja og fylki

Setning:
T:R"— RMerlinuleg popaa (aJ (u+v) =T(u)+T(v) og (b) T(cu) =cT(u) gildif.
ollu,ve R"ogce R
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10.5.1 Details

Setning:

T:R"— RMer linuleg pa og pvi adeins ad baedi
@T(u+v)=T(u)+T(v) og

(b) T(cu) =cT(u)

gildi fyrir 6ll u,ve R"ogce R

Sonnun: bPad ad syna=-er augljost med pvi ad nota fylki. Munum ad samkvaemt skil-
greiningu er virkinn linulegur ef hann tilsvarar margfaidvigurs med fylki.
LAtum nUT(X) = AX = T(U+V) =A(u+V) = (Au)+)(Av) = T(u) +T(v)
ogT(cu)=...=cT(u).

Hin attin, "<er adeins erfidari.

Skrifum fyrst almennan vigux € R" sem

X=X1€1+ ...+ Xn€n
P& ma nota ad virkinn er linulegur svo ad rita & pannig

T(X)=x1T(e1)+...+XnT(€n).

petta ma sidan setja upp sem fylkjamargfeldi:

ail a2 ain
T(x) = aE 2 F X
ami1 am2 Amn
a1 ain
= oL X = AX
ami dmn
A

Hér hofum vid skilgreint fylkioA sem fylki med pa dalka sem virkinh varpar eininga-
vigrunum i.

10.6 Fylki linulegs virkja

Vio héfum sannad eftirfarandi:
Setning:
Ef T : R" — R" er linulegur virki pa gildir ad

b.e.

er fylkid sem lysirT.
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10.6.1 Details

Vid héfum sannad eftirfarandi:
Setning:
Ef T : R" — R" er linulegur virki pa gildir ad

b.e.

er fylkid sem lysirT.

bessi setning gefur formlega leid til ad finna pad fylki selsvérar akvedinni vorpun. |
flestum tilvikum er p6 audveldara ad sja hver vorpunin er en@éa purfi slika formlega
adferd.

10.7 Oroalisti

O

10.7.1 Details

Enska Enskt  sam- islenska isl. samheiti| Skyring
heiti eda
skammstofun

Function Fall Vorpun

Linear Linulegur

projection virki
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