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1 Reikningur med heilum télum

1.1 Nattarulegu télurnar

Tolurnar 12,3,4,... kéllum vid nattlrulegu télurnar

A néttarulegu télunum héfum vid skilgreindar tvaer adgergamlagninguwg margfoldun
pannig ad sérhverju pafa, b) af nattdrlegum téluna og b er Gthlutad nakveemlega einni
natturlegri télua+ b sem nefnissumma aog b og annari téluab sem nefnistmargfeldi a
og b. Vid taknum margfeldid einnig me#- b.

Deemi 1.1.1. (a)Summatalnanna 3 og 4 er 7. Vid ritum pwir3l = 7
(b) Margfeldi talnanna 3 og 4 er 12 vid ritum pvi8= 12

1.2 RO6dun talna

A N héfum vidrédunpannig ad um sérhverjar tveer toliog b gildir eitt af prennu:
1. aer minni enb, taknada < b
2. aerjofnb, taknada="b
3. aer steerri erb, taknada > b

Flestir hafa goda hugmynd um hvad pad pydir ad ein tala séigeednnur. Vid latum pé
formlega skilgreiningu fylgja meo:

Skilgreining 1.2.1. Nattarulega talam er s6gd vera minni eh, ef til er natturleg tala
pannig aca+ ¢ = b. Natturulega talama er s6god verataerri en hef b er minni ena.

Um r6dun nattarlegra talna gilda tveer mikilvaegar reglur:

Efa<bpaera+c<b+c (rodun er Gbreytt vid samlagningu)
Efa<bpaerac< bc (rédun er Obreytt vid margféldun)

Daemi 1.2.1.Reglurnar um rédun eru i raun saraeinfaldar.

Vid vitum ad 4< 7, fyrri reglan segir ad pess vegna megi alykta ad 00 < 7+ 100
eda einfaldlega 104 107.

Petta er audvitad augljoslega rétt og venjuleg manneskijelekt ad purfa ad visa i regr

til ad rokstydja pad ad 104 107. Pessi regla er pvi adalega notud i bokstafareikgingi
(algebru) en sjaldan notud i raunverulegum reikningi médy.to
Seinni reglan er alveg jafn augljés. Vid vitum aé&4v, par af leidandi er 43 < 7- 3 sem|
er jafngilt 12< 21 (sem vid audvitad vissum til ad byrja med).




1.3 Fradrattur

Eins og med rédun hafa flestir goda hugmynd um hvad fradrattuteerdfreedingar vilja
samt hafa formlega skilgreiningu a 6llum hlutum og fyrirdratt hljdomar hin svona:

Skilgreining 1.3.1. Ef a < b og a+ x = b, pa nefnist talarx mismunur bog a og vid
skrifumb —a = x. Ef hins vegaa > b oga = b+, pa nefnist talaly mismunur aog b
og vio skrifuma—b=y.

Athugum ad eins og er pa hofum vid ekki skilgreint neikveedéurt Vid getum pvi ekki
gefid adgerdinna— b gildi ef b > a. Til deemis er adgerdin 6 8 ennpa merkingarlaus.
(Pegar neikveedar tolur koma til sbgunnar getum vid sagt-a8 6 —2.)

1.4 Talnalinan

Til pess ad gera okkur mynd af nattarlegu télunum hugsum kikuoad peer liggi jafnt
dreifdar & linu, sem vid nefnum talnalinu.

.

0 1 2 3 4 .. N

Vid veljum okkur vidmidunarpunkt 0 og mérkum hann a linun&@ah veljum vid eining-
arlengd a linunni og mérkum punkt til haegri vio 0 i einingarfgegd og tAknum hann med
1. Sidan er haldid afram eins og myndin synir. P4 héfum via adb ef og adeins eb er
haegra megin via & talnalinunni.

NU er heegt ad lysa reikningsadgerdounum nattarulegra tamdaerslum a talnalinunni. Su
adgerd ad leggja 1 vio tolm sem & sér tilsvarandi punkt a talnalinunni jafngildir pvi ad
taka eitt skref til haegri eftir talnalinunni i punktinn sewagar tilm+ 1. Sé talam 1690 vid

m er pessi adgerd einfaldlega endurtekisinnum. Margféldun er skilgreind & sama hatt,
talanmner skilgreind senm-+ m-+... 4+ mpar sem lidirnir erwn talsins. Tilmnsvara pan
stykki af feerslunni fra O i punktinm.

1.5 Neikvaedar tolur

Reikningur med natturlegar tolur er 6fullkominn medal asngegna pess ad ekki er alltaf
haegt ad framkveenfeadratt. Adgerdina— b er adeins skilgreind ed > b.

Til pess ad rada bot a pessu er talnakerfid steekkad pannig th&ibes télunni 0, sem
nefnistnull og vid héfum tulkad sem upphafspunkt nattarlegu talnanrer@altinunni, og
sidan er baett vio télunum1,—2,—3,—4,.... betta steekkada kerfi nefniseilar tolur.
Tolurnar—1, -2, -3, —4, ... nefnasteikvaedu tolurnar

Vid gerum okkur einnig mynd af heilum télum med pvi ad marka jpsalnalinuna. Vio
morkum fyrst nattarulegu télurnar (og null) & linuna einsadgir. Neest morkum vid nei-
kvaedu tolurnar & linuna & sama mata og nattarulegu télwendrara i 6fuga att.

! ! 1 1 1 1 >
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1.6 Forgangsrodun adgerda

Pegar reiknad er med tolur parf ad framkvaema adgerdir i rétir Allar reikniadgeroir
sem eru innan sviga skal framkvaema fyrst. Svigann ma litarassg reikningsdaemi Ut
af fyrir sig. Naest skal framkveema margfoldunaradgerdir dedingu pegar hdn verdur
skilgreind). Ad lokum mé leggja saman og draga fra.

Deemil.6.1.1+2-3=1+6=7
(142)-3=3-3=9
((1+1)-5+3-(2—4))-2=(2-5+3-(—2))-2=(10—-6)-2=4-2=8

1.7 Reiknireglur

Nokkrar reiknireglur gilda um tolur:

(a+b)+c=a+ (b+c) (tengiregla samlagningar)

(ab)c = a(bc) (tengiregla margféldunar)
a+b=Db+a (vixlregla samlagningar)
ab=ba (vixlregla margféldunar)
a(b+c)=ab+ac (dreifiregla)

la=a (1 er margféldunarhlutleysa)
a+0=0 (0 er samlagningarhlutleysa)
0a=0 (margféldun med nulli gefur nall)

[ raun eru petta nokkrar af forsendum staerdfreedinnar. Mednddrdum péa er 6gjorn-
ingur ad sanna paer. Med orlitilli athugun aetti hver og einraf@eta sannfeert sig um
sannleiksgildi peirra. Raunin er su ad ekki er haegt ad saeiteam pess ad hafa eitthvad
i hondunum til ad byrja med. Einhverstadar parf steerofraadibyrja, og steerdfreedingar
hafa akvedido ad hun byrji m.a. med pessum reglum. (Ath. ragteardofraedi hefur fleiri
forsendur sem ekki verda taldar upp hér.)

Deaemi 1.7.1. Préfum reglu namer 5 & listanugdreifiregluna)fyrir télurnara= 3, b =
—9o0gc=5.

Vinstra megin jafnadarmerkisins stendyr®+5) = 3- (—4) = —12

Haegra megin jafnadarmerkisins stenduf-39) +3-5= —27+4+15= —-12

Vid sjaum pvi ad reglan stemmir.

1.8 Deiling heilla talna

Nu skal skilgreina deilingu & formlegan mata:



Skilgreining 1.8.1. Ef aogb eru gefnar heilar tolu # 0, og til er heil talax pannig ag
a= bx, pa segjum vid ad gangi upp ia eda ada sé deilanleg me®. Ef slik talax er til,

pa nefnist hun kvaéti talnanreog b og pa skrifum vié%1 = xedaa/b = x. Su adgerd ap
finna pessa tolu nefnist deiling.

[ vissum skilningi er deilingaradgerdin ,6fug"midad vid ng&dldunaradgerdina. b.e.a.s.
efa=bxpaera/b=x. (b+#0).

Athugum ad eins og er hoéfum vid bara skilgreint heilar t6IBrotié & verdur pvi merk-
ingarlaust nema ad utkoman sé heiltala. Seinna munum Jgrskia raedar tolur (almenn
brot) og pa getum vid unnid med hvada brot sem er.

Deemi 1.8.1.Til er heil talax p.a. %= 12. Su tala ex = 4 og pvi skrifum vié%2 =4,
Ekki er til heil talax p.a. 5% = 12, vid hofum ekki ennpa skilgreint reedar tolur (6¢ru
nafni almenn brot) svo aégeréi? er merkingarlaus.

1.9 Deiling med afgangi

Ekki er alltaf haegt ad deila heilli télamed heilli télub. 1 bili getum vid radid bét & pessu
med pvi ad deila i stadinn med afgangi. Formleg skilgreiring

Skilgreining 1.9.1. Latuma og b vera heiltélur. Adgerdin ad finna heilar télnrog y
pannig ada = bx+y og 0<y < b nefnist deiling med afgangi. Vid segjum paladangif
X sinnum upp & med afgangy

Vid skulum gera tilraun til ad utskyra adferd til ad deila m&gangi.

Deila skal tolunni b i téluna a med afgangi

1. Finnum steerstu heiltdluna sem er minni en eda jofn a serammig ad b gegnur upp
i henni. (Hvernig pad er gert er dnnur saga, stundum er eddat bara ad préfa sig
afram.) Koéllum pessa t6lu n.

2. Setjum x= t_r;

3. Setjumy=a—n

Nuna gildir jafnana = bx+y og vid segjum ad gangix sinnum upp & med afgangy

I barnaskélum landsins er lika kennd adferd sem kaldemsgadeiling Peirri adferd er frekar
erfitt ad lysa i texta og pvi verdur sleppt hér.
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Daemi 1.9.1.Deilid 7 upp i 1033 med afgangi, med pvi ad nota:
(a) Aoferdina sem er lyst hér ad ofan.

(b) L6ngudeilingu.

Lausn:

(@)

1. Finnum steerstu téluna sem er minni en eda j6fn 1033 semneiigpad 7 gengur
upp i henni:
Préfum okkur afram...

Préfum 7-100= 700, sjaum ad 7 gengur uppi 700 en pessi tala er téluvert fninni

en 1033

Profum 7. 150= 1050 svo 7 gengur uppi 1050 en pessi tala er steerri en 1033 vid

héfum pvi gengid adeins of langt, laekkum okkur adeins.

Profum 7- 147 = 1029 svo 7 gengur upp i 1029, pessi tala er minni en 1038 og

naesta tala sem er pannig ad 7 gengur upp i henni er£@29 1036 sem er steerfi

en 1033.
Vid sjaum pvi ad 1029 er steersta tala sem er minni en eda j&8 46m er pannify
aod 7 gengur upp i henni. bvi setjum vié= 1029

2. Latumx = 10729_ 147

3. Latumy =1033—-1029=4

NU sjaum vid ad 1033= 7- 147+ 4 og vid segjum ad 7 gangi 147 sinnum upp i 1033
med afgang 4.

(b)

petta gefur ad 7 gengur 147 sinnum upp i 1033 med afganginn 4.
Med 6drum ordum er 1033 7- 147+ 4.
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2 Frumt6lur (primtolur)

2.1 Frumtdlur og frumpattun

Rifjlum upp skilgreininguna & deilanleika:

Skilgreining 2.1.1. Natturleg talaa er s6gd vera deilanleg med nattarulegu tolumef
til er nattlruleg tala pannig ada = bx

Allar télur a eru deilanlegar med einum og sjalfri sér, pviaé 1-a. Flestar télur hafa
fleiri deila, t.d. er 12 deilanleg med premur og fjérum og 1%leflanleg med premur og
fimm.

Sumar télur eru hinsvegar adeidsilanlegar med einum og sjélfri sér. Slikar tolur eru
nefndarfrumtoélur (primtélur), ad einni undanskilinni. Talan 1 er ekki tekin med sem frum-
tala vegna teeknilegra asteedna. Setjum skilgreiningunadréormlegan hatt:

Skilgreining 2.1.2. Ef nattUruleg talgp > 2 er adeins deilanleg med einum og sjalfri gér
pa segjum vid ad sé frumtala.

Nokkrar fyrstu frumtélurnar eru:
2,3,5,7,1113/17,19,23 29,....
Sérhverja natturlega tol> 2 ma skrifa sem margfeldi frumtalna

a= P1P2P3---Pm

par sem sumar frumtolys; geta verid endurteknar. Sem daemi getum vid tekid
7=7, 24=2.2.2.3=23.3, 250=2.5.5.5=2.5°.

pattun a nattdrlegum télum i frumtélur nefnisimpattun

Engin skilvirk adferd hefur verid fundin til ad frumpattadsar tolur. | raun byggja flestar
aoferdir einfaldlega a pvi ad préfa hvort hver frumtala gagmpp i gefna télu. Algengustu
adferdinni verdur lyst hér:

Frumpatta skal t6lu n. Setjum B= n og stingum ninni eftirfarandi algrim:
Gaum hvort ad einhver frumtala minni en eda jfim; gengur upp i n

e Ef slik frumtala finnst pa skirum vid hanaqmg setjum n.; = % Sidan skodum vid
N+ 1 eins og vid skodudum.n

e Efengin slik frumtala finnst pa ef gjalf frumtala. Pa endar algrimurinn. Vid setjum
pi = nj og frumpattun ner r=p1-p2---Pi

12



Deaemi 2.1.1. arumpattid téluna 273.

Lausn:

Latumn; = 273.

2 geg%ur ekki uppi 273 en 3 gerir pad (sest med préfun), sefjuimps = 3 og
np = £ =91,

3 genaur ekki uppi 91, og 5 ekki heldur. 7 gengur hins vegaf @fp Vid setjum pv
pp=7o0gng=%=13

NU er pekkt ad 13 er frumtala svo vid setjym= 13 og algrimurinn endar
Frumpattunin er pvi 273 py-p2-p3=3-7-13

b) Frumpattio téluna 101.
Lausn:

Latumn; = 101

2 gengur ekki uppi 101, heldur ekkiBog 7. NU ery/101~ 10,05. Af pessu Sés
ad engin frumtala minni er/101 gengur uppi 101. 101 er pvi sjalf frumtala,
frumpattunin er pvi einfaldlega 102 101

3 Brotareikningur

3.1 Reaedar tolur

—

09

Reikningur med heilar tdlur er 6fullkominn, medal annargne pess ad ekki er alltaf haegt
ao framkvaema deilingu an pess ad purfa ad gripa til deilingey afgangi. Til pess ad baeta
ar pvi er talnakerfio steekkad aftur med pvi ad innle@dar tolur, en paer samanstanda af

Ollum brotumB par semp ogq eru heilar tolur ogy # 0. Talanp nefnist teljari brotsins en

talanq nefnari pess. .
Vid litum & heilu télurnar sem hlutmengi i reedu télunum mead &¥ skrifan = 1 fyrir

sérhverja heila tol.
Oft geta mismunandi brot tdknad sému téluna:

Setning 3.1.1Tvo brotg og g takna sému reedu téluna pa og pvi adeinpad=q-r.

er21.2=6-7. bvi ma skrifeg = 2.
Brotin 2 og 3 eru ekki j6fn pvi ad 216 =32 en 3 7 = 21. A steerdfraedimali er pg
skrifad 2 # .

13

Daemi 3.1.1.Brotin 2 og £ eru jofn pvi ad 212 = 42 og 6 7 = 42. Med 63rum oréurlx
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3.2 Fullstytt brot

Audvelt er ad sja ad ed,b ogt eru heilar télur pa gildirz—: = g. Pegar pessi adgerd
er framkvaemd segjum vid ad vid hofustytt brotid ef vid framkveemum pessa adgerd i
,2ofuga att"segjum vid ad vido héfudengt brotid

Pad getur verid ruglingslegt ad haegt sé ad takna somu toledadandanlega mérgum
brotum. Pvi er gédur sidur ad fullstytta alltaf brotin simullBtytt brot? og 5 eru nefnilega
jofn pa og pvi adeins aéd=cogb =d.

Skilgreiningin a fullstyttu broti er svohljédandi:

Skilgreining 3.2.1. Brot g er sagt vera fullstytt eff > 0 og ef um allar heilar tolur,s
p.a.s>00gf = g gildirads>q

Peim sem eru Ovanir steerdfraedi gaeti fundist pessi skilgrgioung. Flestum naegir pé ad
muna adferd til ad fullstytta brot. Einni slikri adferd verdyst hér:

Fullstytta skal brot™. Tekin verda fjogur skref:
1. Ef n< 0 skal margfalda baedi m og n medl og halda afram i skref tvd. Ef i O
skal ekkert gera i pessu skrefi.

2. Frumpatta skal badar télurnar mog n. smpy-pz---pi 0g N=01-02---qj. Paer
m__ P1-P2---Pi

N~ dqude-dj”
3. Ef einhver frumtala finnst sem er baedi fyrir ofan og nedaik sha stytta hana i
burtu. Allar mégulegar frumtdlur eru styttar i burtu.

4. Frumtolurnar sem standa eftir fyrir ofan og nedan strikienargfaldadar aftur sam-
an og eftir stendur fullstytt brof = .

: %525
Deemi 3.2.1. Fullstyttum brotidggs

Lausn:
Hér munum vid ganga i gegnum skrefin sem er lyst hér ad ofan.

1. 980> 0 svo ekkert er gert i pessu skrefi.

2. Frumpattum télurnar eins og lyst er i kaflanum a undan.-5355-5- 7 og 980=
2.2-5-7-7 bvi ma skrifa3sd = 222

3. Vid sjhum ad haegt er ad stytta Ut eina fimmu og eina sjou. &é&ndur brotié%
sem hefur enga sameiginlega frumtolu fyrir ofan og nedak. str

4. 3-5=150g 2 2- 7= 28. Fullstytta brotid okkar er pvj3

Sumum geeti fundist vid vera ad eyda fullmiklu pudri i einfatdhlut. Adferdinni e
skipt i fjogur skref til ad einfalda utskyringuna. Sa sem gjilon vanur reikningi geefi

einfaldlega skrifad:
525 3.5.5.7 3-5 15

980 2.2.5.7-7 2-2.7 28
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3.3 Reiknireglur

A reedum tolum ma leggja saman, draga fra, margfalda og dedlssar adgerdir eru fram-

kveemdar svona: i st ar ; < ar
I0+_:p a 0g p _:IO OI.

q s gs q s as
Pr_pro o,y PA_ps
g s gs r/'s qr

Allar venjulegar reiknireglur gilda afram um raedar tolur.

Dami 3.3.1. Reiknum Ur brotinu

(3+35)3
5/2

og fullstyttid pad sidan.
Lausn:

(3+5)3 5523 15-3 (11-3/(12:2) 33/24 332 66

5/2 5/2 5/2 5/2 5/2 245 120
Fullstyttum na brotid:
66 2-3-11 11 11

120 2.2.2.3.5 2.2.5 20

3.4 ROOun reedra talna

A heilu télunum hafa flestir mjog skyra hugmynd um hvad padibsd ein tala sé steerri
en onnur. Vid vitum til deemis ad 3468 er steerri en 2497 og vidgk 3468> 2497. betta
finnst flestum augljost og pvi eru utskyringar & pvi af hvertd gildir oft floknar eda
vandreedalegar.

A reedu télunum eru hlutir ekki jafn einfaldir. Til daemis pykikki augljost hvor af télun-
um 51—132 og %263 er steerri. S& sem sér pad i hendi sér verdur ad teljast gédilkningi. Ein

leidin veeri einfaldlega ad sla badar télurnar inn i vasamedlg sja a651—f’2 ~ 0,02539 og
256

250 ~0,02542. ba sést af, > 23 pvi ad 002542> 0,02539. Margir steerdfreedingar
eru ohrifnir af pessari adferd. Vid viljum geta reiknad Iata bladi an vasareiknis.

Ef tvo brot hafa sama nefnara er audvelt ad skera Ur um hvorajer steerra. Vid vitum
ad brotid L er steerra e og skrifum® > 3 ef p > ¢. petta getum vid sagt pvi ad brotin
hafa sameiginlegan nefnasaT.d. er% steerra erg pvi baedi brotin hafa nefnarann 3
Pessa stadreynd getum vid nytt okkur pegar reynt er ad maenalari gerdir af brotum.
Adferdinni verdur lyst hér:

a _c
Bera skal saman brotng og q

1. Lengjum fyrra brotid med télunni d og pad seinna med téilnn

a_ad ~ c_bc
b bd ¢ 4 bd

15



2. Nu hafa baedi brotin sama nefnarann (sem er bd). Vid geturagdmt aég > g ef

ad > bc en ef ad bc segjum vid a% < g

Dami 3.4.1. Hvort brotid er staerr% ec’ial%?
Lausn:
Lengjum fyrra brotid med 12 og pad seinna med 4

3 312 36 5

5
2 212 28 %9 127124

20
8

NU hafa brotin sama nefnara, 3620 vid segjum pvi aé > 1%

3.5 Talnalinan

Til ad sja betur fyrir sér reedu télurnar er gagnlegt ad getdssitt peer & talnalinunni. Vio
purfum ad rada peim pannig §ds¢é haegra meginn vi§ p.p.a.a.] sé steerri er§.

Til ad sja fyrir sér hvar broti& er a talanlinunni er best ad taka venjulegu talnalinuna fyri
heilar télur og skipta svo bilinu milli 0 og 14 jafn stor bil. Byrjum nu i nulli og faerum
okkur til haegri a talnalinunni um eitt slikt bil. Pennan ptuké&llum vid é Ef vid feerum

okkur aftur jafn langa vegalengd til haegri erum vio staéﬁmﬂnktinum%. petta gerum vid
aftur og aftur par til vid erum buin ad feera okkprsinnum til haegri & talnalinunni. petta
er punkturinn sem vio kt’)llung.

A mynd ma sjé talnalinuna prisvar sinnum. Fyrst med heilurtdh merktar inn. Sidan
brot med nefnara tvo og ad lokum brot med nefnara prja.

Y

1 ] ] 1 1 ] ] 1 1 ] ] 1 1 ] ] 1 >
I 1 1 I I 1 1 1 I I 1 1 I I 1 1 I =
8 7 6 5 4 3 2 10 1 2 3 4 5 6 7 8 17
2 2 2 2 2 2 2 22 2 2 2 2 2 2 2 2 2
T e B e L L s B >
12810353 6343235835335 843 3¥% ¥ 32
3 3 3 3 3 3

Takio eftir ad brot sem takna sému tdlu lenda alltaf & san@@dtalnalinunni, eins og buast
ma vid. Ef slikt myndi ekki gilda veerum vid a villigétum.

4 \eldareikningur

4.1 Veldi

pad getur verid preytandi ad skrifa eitthvad einsao@ - a- a- a aftur og aftur. Pvi inn-
leidum vid veldi og skrifuma® i stadinn (af pvi ad@ kom fimm sinnum fyrir). Formleg
skilgreiningin & heiltéluveldum er svona:

16



Skilgreining 4.1.1. Ef a er tala pa setjum via® = 1
Ef n> 0 er heiltala setjum vid" = a-a"!
Ef n < 0 er heiltala setjum vi&" = L;

Talana i steerdtaknin@" nefnistveldisstofrog talann nefnistveldisvisit

Deemi4.1.1.(a) £=4-4-4=64

1 1
_3 — —

4.2 Reiknireglur

Vid hofum eftirtaldar reiknireglur fyrir veldi:

an.am— an+m,
an
ﬁ — an—m)
a"-b" = (ab)",
(an>m — anm

Daemi4.2.1.
22.28.55=2(2+3 .55 — 25.55— (2.5)5 = 10° = 100000

4.3 Reetur

Ef g er jakveed heiltala og er jakveed tala pa er til nakveemlega ein tala 0 pannig ad
X4 = a. bessi tala nefnistg-ta rétin afa og er taknud med/a. Um reetur gilda eftirtaldar

reglur:

Yab= ¥a- Vb,
.2_ Y2
b~ b

VaP = (9a)”,

$9asp — W,
Va=V"Va
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Vid tAknum.¥a med./a og nefnum pessa steei€rningsrotedakvadratrot

Ferningsrotin af segir okkur hver kantlengdin er i ferningi med flatarm&idTalan¥a
er oft kdllud teningsrotedaverpilrét. Teningsroétin afa segir okkur hver kantlengdin er i
reglulegum teningi med rammal Ordid verpill er gamalt og fallegt ord fyrir tening.
Athugi® ad reeturnar virda ekki samlagningu, p.e.a.s. atthenda+b # Ya+ vb. bad
er raunar mjog algengt ad folk geri pa villu i Utreikningumsagdja jafnadarmerki a milli
pessara steerda.

Deemi 4.3.1.v/16=2pviad 2 = 16
V27=3pviad 3 =27
V64=8pviad § =64

4.4 Reedar tolur i veldisvisi

Latum nur vera raeda t6lu og skrifum hana sem brot af heilum tétump/q par senq er
nattarleg tala. Sidan skilgreinum vad veldinur med jofnunni

a —ai = Jap.
Fjorda rétarreglan hér ad framan segir okkur ad skilgrgimrsé 6had pvi hvada brot vid
veljum sem framsetningunni & raedu télunoi pridja reglan segir ad = (\Ya)P. Med pvi
ad prjéna saman veldareglur og rotareglur er haegt ad symedrad veldareglurnar gilda
einnig fyrir reeda veldisvisa, en pa parf ad gera rad fyrir aldligstofninna sé jakvaedur
eda 0.

Daemi 4.4.1.Latuma > 0. Einfaldid (a**Y)#(a* %)Y.
Lausn:
Vid beitum veldareglunum og faum:

(aXH/)Z(aXfZ)y — gZXTZYQYX—Zy _ gZXtZy+yX—zy _ qZXtyx _ (az+y) X

Daemi 4.4.2.Latuma,b > 0. Einfaldid
3 \/53%6.

Lausn:
Hér beitum vid reiknireglum fyrir raetur:

{ Va2 = {2V = vadh = vavh = vab
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5 Mengi

5.1 Nokkur grunnhugtok um mengi

Mengi er safn adgreindra hluta eda hugtaka sem saman mynddeild. Hlutirnir eda
hugtdkin sem mynda mengid nefnastkpess. Efx er stak i mengin, pa skrifum vid
x € AedaA > x. Ef x er ekki stak i menginé pa skrifum viox ¢ A edaA Z x.

Oft eru mengi sett fram sem upptalning a stokum. Til deemis er

{1,2,3,...} mengi nattdrlegra talna,

{2,4,6,8,10} mengid sem samanstendur af fimm fyrstu jakveedu sléttu taturm
{2,3,5,7,11} mengid sem samanstendur af fimm fyrstu frumtélunum.

Tvo mengiA og B eru s6gd vera j6fn, ef pau innihalda sému stok og vid skrifdm p- B.
Tomamengider mengi sem inniheldur ekkert stak. Pad er taknad med

Mengid A er sagt verdnlutmengii menginuB ef sérhvert stak A er einnig stak B. Vid
skrifum paA C B edaA C B. Athugid ad hlutmengjataknia og C pyda pad sama og eru
notud jofnum héndum i steerdfraeditextum.

Daemi 5.1.1. (a)SetjumA = {1,2,2 1}, B={12,%,1} ogC = {1,2}.
P& erA = B pvi ad 6ll stok iA eru lika iB og 6fugt. Punkturinn hér er sa ad pad skiptir
ekki mali i hvada rod stokin i menginu eru talin.

Hér gildir likaC c AogC C B

(b) SetjumA = {Klukka, hestur, raud Toyotaog B = {hestur, green Toyota, klukka
NU erA = B pvi ad Toyotan A er raud, en suB er graen.

5.2 Yrdingar til ad skilgreina mengi

Stundum getur verid gagnlegt ad skilgreina mengi med stokam 06ll hafa einhverja
akvedna eiginleika. Vid purfum ad geta taknad petta mengifaldan hatt en stundum eru
stokin 6endanlega morg og pvi dmdgulegt ad beinlinis tajajpp eins og i deemunum ad
ofan. Vid leyfum okkur pvi ad skilgreina mengi med pvi ad t&kevokalladar yrdingar um
xinni menngjasvigana og segja®adé stak i menginu ef og adeins ef allar yrdingarnar um
pad eru sannar.

Formlegri leid til ad segja sama hlutinn er:

Haegt er ad setja fram mengi med opinni yrdingx)p pannig ad mengid samanstandi af
Ollum stokum x pannig ad(R) sé sonn yrding.

petta verdur best skyrt med deemum.

Daemi5.2.1. (a)Latum A = {xer frumtala x hefur 3 i einingasaetifuNu getum vi
sagt ad t.d. X A, 13€ A 103 A. bvi allar pessar tolur eru frumtdlur med 3 i gn-
ingarsaetinu.

Reyndar er haegt ad syna Adefur 6endanlega morg stok.
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33 er ekki stak A (ritad 33¢ A) pvi ad 33 er ekki frumtala. 51 er heldur ekki stak [pvi
ao han hefur 1 i einingaseetinu en ekki 3.

(b) LatumB = {x er bill ;x er Subarux er hvitur

Bill foreldra hofundar sidan i aesku er i pessu mengi pvi hanrvitur Subaru (og sér
i lagi var hann bill). Billinn sem héfundur horfir & atum gluggpegar pessi setning fer
skrifud er ekki i menginu pvi hann er graenn.

(c) L&tumC = {x er heiltala x er slétt tala x er oddatal.

Hér erC = & pvi ad engin tala getur verid baedi slétt tala og oddatalau.ein

Athugasemd:

1. begar mengi er skilgreint med yrdingum verdur ad passaadefpi vio. Til deemis
er merkingalaust ad skrifa = {x er heiltala x er hvit} pvi ad tolur hafa ekki liti.
Fullyrdingin 2 er hvit tala er hvorki sonn né 6sénn heldur @n merkingalaus.

2. Hefd er fyrir pvi ad lata fyrstu yrdinguna fjalla um hvegriiluti er verid ad vinna
med. i(c)-lid er byrjad & pvi ad taka fram adsé heiltala. Ef pad veeri ekki tekid
fram veeri naesta yrding er slétt tala, illa skilgreind midad vid athugasemdina a
undan.

5.3 bekkt mengi

Ymis mengi eru taknud med akvednum bokstofum og akvedniy tetr talnakerfin. Pau
sem vid hofum pegar fjallad um eru:

N mengi natturlegra talna.
7. megni heilla talna.
Q mengi reedra talna.

Onnur mengi sem fjallad verdur um seinna eru:

R mengi rauntalna.
C megni tvinntalna.

Um talnakerfin gildir:
NCZcQcRcC

Vid skilgreinum lika fleiri mengi:
Z, ={xeZ;x>0} Q4+ = {xe Q;x> 0} R4 ={xeR;x> 0}

0g
Z_ ={xe€Z;x< 0} Q- ={xe Q;x< 0} R_ ={xeR;x< 0}.
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5.4 Adgerdir & mengjum

Ef A og B eru mengi pa tdknum vid mengi allra staka sem eru annadhyozda iB med
AUB. betta mengi kéllum vidammengi Ag B.
Formlega skilgreiningin er:

AUB = {x; xe Aedax € B},

Mengi allra staka sem eru baedAiog B er tdknad medA N B. Petta mengi er kallad
Snidmengi AgB.
Formlega skilgreiningin er:

ANB={x;xe Aogxe B}

Mengi allra staka sem eruA en ekki iB er kalladmismunur{edamengjamismunqQrA og
B. Hann er tAknadur med\ B
Formlega skilgreiningin er:

A\B={x;xe Aogx ¢ B}.

Munid ad samtengingin ,eda“ er hér notud eins og alltaf i 8feezdi i merkingunni ,,og/eda"“.

ANB A\B

Daemib5.4.1.Latum A = {x € N;xerslétttala,B = {x € N;xeroddatald og
C=1{2,35,6,8}

Hér er AUB = N pvi ad allar néattarulegar télur eru annad hvort sléttar rt@oal
oddatdlur.

ANB=0pvi ad engin tala er baedi slétt tala og oddatala.

A\ B = Apvi ad ekkert stak A er lika iB og pvi er ekkert dregid fra.

ANC={2,6,8}
C\B=1{2,6,8}
Athugasemd:

Takio eftir ad i formlegu skilgreiningunumA&uU B, ANB og A\ B er nostast vid yrdingar.
Fyrsta yrdingin i 6llum skilgreiningunum er eins, hin segikert nemax"'. pad er til ad
virda hefdina sem sagt er fra i athugasemd 2 ad ofan. Fyrsapdaka fram hvernig stok
mengid getur innihaldid. Mengid sem verid er ad skilgreietuginnihaldid hvers skonar
stok sem er (vid vitum ekki fyrirfram hvers skonar stok ey @g B) og i stadin fyrir ad
skrifa ,x ma vera hvad sem er"ritum vid einfaldlegd .,
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5.5 Faldmengi

Faldmengiedamargfeldismengi A& B tveggja mengj# og B er skilgreint sem mengi allra
para(a,b) af stokum p.aa € Aogb € B, med yrdingum er petta skrifad:

AxB={(ab);acAogbeB}.

A x B er skyggt.

Daemi 5.5.1. LatumA = {2,3,6}

(2, 2) er stak IN x Q. pPad er ritad 2, g) eENxQ

(2, 2) er lika stak iQ x Q pvi ad 2= % er i badum mengjunum ogQ
(2, g) er lika stak i menginé x Q

(2, g) er ekkistak i menginN x N pvigr er ekki iN
5.6 Fyllimengi

Pegar verid er ad fjalla um hlutmengii akvednu mengX, pa er mengi \ A oft nefnt
fyllimengihlutmengisins, pad er einnig taknad® edalA. Takid eftir ad i framsetning-
unni A kemurX ekki fram, p6 ad pad skipti i raun héfudmali. Meng{cer kalladalmengi
og inniheldur alla hlutina sem verid er ad vinna med. Oftadjost af samhenginu hvad
petta almengi er.

Ef mengi er skilgreint med yrdingum er pumalputtaregla segirsad almengid sé akvaro-
ad af fyrstu yréingunni. Skv. fyrri athugasemdum er pad afhymdingin sem akvardar
hvers konar hluti unnid er med.

Daemi5.6.1. (a)SetjumA = {x € N;xer deilanleg med h

Hér ma draga pa alyktun ad almengianée

pvi erA® = {x € N;x er ekki deilanleg med b

(b) SetjumB = {x er ord x er nafnord, x byrjar a bokstafnum h

Hér ma draga pa alyktun ad almengio sé mengi allra orda.

pvi erB® = {x er ord x er ekki nafnord eda x byrjar & 6drum bdkstaf €n n
Onnur leid til ad skrifaBC er:

B® = {x er ord x er ekki nafnord U {x er ord x byrjar ekki & békstafnumjn
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5.7 Meira um adgerdir & mengjum

Audvelt er ad sannfeera sig um eftirfarandi reiknireglur &gyem:

(AUB)UC =AU (BUC)
(ANB)NC=AnN(BNC)

Pessi regla segir ad pad skipti ekki mali i hvada r6d madwrtsmmengi og snidmengi.
Pvi ma skrifaAUBUC edaANBNC og sleppa 6llum svigum. Sérstaklega skal taka fram
ad almennt gildir:

(AUB)NC # AU (BNC)
(ANB)UC # AN (BUC)

pad er ad segja pad skiptir h6fudmali hvada adgerd er gest) fyegar sam- og snidmengj-
um er blandad saman parf pvi alltaf ad nota sviga. Pad aagkiBNC edaANBUC er
algjorlega merkingarlaust.

Daemi 5.7.1.Gefin séu menginA := {1,2,3,4,5}, B := {2,4,6,8,10} og C =
{6,7,8,9,10}.

a) Finnid (AuB)NC.

Lausn: Byrjum & ad finnaAUB. Pad er mengi allra staka sem eru stok i 6dru hyoru
mengjannad\, B, p.e.AUB = {1,2,3,4,5,6,8,10}.

(AUB) NC inniheldur sidan nakvaeemlega pau stok sem eru b#6iB ogC. (AUB) N
C=1{6,8,10}.

b) Finnid Au (BNC).

Lausn: Na erBNC = {6,8,10} og pa erAU(BNC) = {1,2,3,4,5,6,8,10}. Toékum
eftir ad (AUB)NC # (AUB)NC. pbad er s.s. ekki sama i hvada rod adgerdirnaf eru
framkvaemdar ef baedi eru tekin sammengi og snidmengi.

¢) Finnid (AnB)NC.

Lausn: NU erANB={2,4} ogpaerfANB)NC ={2,4}NC=0.

5.8 Enn meira um adgerdir a mengjum

Vid skilgreinum lika sam- og sniomengi af fleiri en tveimur mggum. Efn e N og
A1, A2, ..., Ay eru mengi pé skilgreinum vido sammengi og snidmengi peirrd me

n
A = {x; xe A fyrir eitthverti=1,...,n}
i—1

n
(A ={x; xe A fyrir sérhverti =1,...,n}.
i—1

[ raun ery"_; Ay bara 6nnur leid til ad skriféd; UA; UAgU ... U A,
ogNL, A er bara 6nnur leid til ad skrifag NA2NAzN ... N An.

Stundum kemur fyrir ad steerdfraedingar vilja taka sammeinggadanlega mérgum mengj-
um. bad getur ordid ruglingslegt ad utskyra hvernig pad larad i prenti en hér verdur
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gerd heidarleg tilraun til ad gera einmitt pad:

Segjum ad vid héfum eitthvad safn af mengjum (eda mengi afgpem pannig ad buid
sé ad merkja 6ll mengin med einhverjwisi (enska: indexjir einhverju visismendi.
p.e.a.s. 6ll mengin i safninu ma takna mgdmedi € I. Pa er sammengi allra pessara
mengja taknad megdic| A

Med yréingum er petta skilgreint:

JA = {x;xe A fyrir eitthvadi < |}
i€l
Eins eru sniomengin skilgreind:
(A ={xxeA fyrirélliel}
i€l

Tokum nokkur deemi um petta.

Deemi 5.8.1. (alLatumP takna mengi allra frumtalna.
Fyrir sérhvertp € P skulum vid lataAp vera mengi allra nattirulegra talna s@rgengur
uppi. Med yrdingum skrifum vid:

Ap = {ne N; p gengur uppn}

Hér er visismengi® og

U Ap=N\{1}

peP

pad er af pvi ad sérhver tal&lisem er steerri en 1 er deilanlegri med einhverri frumtplu,
og er pvi i einhverju af mengjunury,.

(b) Fyrir sérhvertn € Z skulum vid lataB, vera mengi allra almennra brota sem hafa
sem teljara pegar pau eru fullstytt. Med yrdingum skilgoemvid petta mengi:

Bn={reQ; Efr= g 0g g er fullstytt brot pa ea = n}
Hér erZ visismengid og:
U Bn = @
neZ

Af pvi ad sérhvert almennt brot er i einhverju af mengjuniym

(c) L&tumT vera mengid sem hefur sem stok oll tré i heiminumt EfT er eitthvad tré
latum vido mengid.; vera mengi allra laufblada a trébhuMed yrdingum skrifum vid:

Lt = {I er laufblad] er & trénu }
Hér erT visismengid og

| Lt = {I er laufblad] er & einhverju tré}
teT
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5.9 Nokkur deemi

Daemi5.9.1. LAtumA C X ogB C Y. Téknid fyllimengiAx Bi X x Y.
Lausn:
Fyllimengid samastendur af 6llum tvenndymb) par sem annadhvoa ¢ A edab ¢ B
eda beedi, p.e.
(AxB)® = (A°xB)U(AxB)U(A°x B).

Einnig ma tékna fyllimegnid & fleiri vegu, t.d. m¢A x B)¢ = (A° x Y) U (X x B°).

Daemi 5.9.2. Taknid A\ B med pvi ad nota sniomengi og fyllimengi.

Lausn:

Oll stok i A eru annadhvort B edaB®. bau stok sem eru& en ekkiB eru pvi baedi A
og B¢, pannig adA\ B= ANBC.

Deaemi 5.9.3.Latum py, p2, . .., pn vVera natturlegar tolur. Taknum mex¥Z mengi peirre
heiltalna semp; gengur upp i par sem 4 i < n. Taknid mengi peirra talna sem gru
deilanlegar med 6llum télunumy, p2, . .., Pn.
Lausn:

Mengi peirra talna sem eru deilanlegar med 6llum télurm. ., p, er sniomengi talng
sem eru deilanlegar med, po, ... pn- P.€.

n
piZ.
=1

6 Talnakerfin

6.1 Talnakerfin

NU pegar hofum vid kynnt nokkur talankerfi til ségunnar. Vidukim rifja pau upp:

1. Fyrst varmengi nattdrulegrdalan kynnt til ségunnuar. bPad er mendif 2,3,4...}
og Vvid taknum pad med stafnuii. A pessu mengi er haegt ad leggja saman, og
margfalda. Vid reeddum um frumpattun & pessu mengi, og eimvegnig deila skal
med afgangi.

2. A nattarulegu télunum er ekki alltaf haegt ad framkveemaeadiga fradratt. Pess
vegna baettum vid neikvaedu heilu tdlunum i talnakerfid okkan# tolunni 0. betta
talnakerfi kéllum vidheilu télurnarog tAknum med stafnui. A pvi méa gera sému
hluti og &N og par ad auki er haegt ad draga fra.

3. Heilu tdlurnar eru 6fullkomnar i peim skilningi ad ekkilegegt ad framkvaema raun-
verulega deilingu & peim. bess vegna viaadu tolurnarbunar til. Paer eru taknadar
medQ.

A reedu télunum er haegt ad leggja saman, draga fra, margfgldaita. Frumpattun
verdur hins vegar merkingarlaust hugtak & pessu mengi.
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6.2 ROtin af tveimur

i fornéld héldu menn lengi ad allar télur veeru reedar tolurrnFgrikkir talkudu neer alla
steerdfreedina sina & rumfraedilegan méata og peir héldu aditeng sérhverju linustriki
veeri heaegt ad takna sem brot heilla talagh.

Fraeg pjodsaga segir ad dag nokkurn i forn-Grikklandi hafiumad nafni Hippasus fundid
télu sem er ekki haegt ad takna sem almennt brot. Hann hafbilegé fundid toluna/2
og fullyrti ad ekki veeru til heiltdlula og b pannig ad/2 = a/b.

Honum var drekkt fyrir ad lata sér detta slika frasinnu i hug.

Télunay/2 ma talka rimfreedilega sem lengd lang-

hlidar i rétthyrndum prihyrningi med skammbhlidar 1 1

af lengd 1. Ef prihyrningurinn hefur skammbhlidar

a=1o0gb=1 oglanghlidc segir regla Pypagorasar I —t I R
okkur nefnilega a& = V12412 = /2 0 12 2

Pad kemur i lj6s ad Hippasus hafdi rétt fyrir sér. Pad
eru ekki til heiltdlura og b pannig ady/2 = a/b. Sénnunin & pvi er frekar einféld og han
verdur latin fylgja med fyrir ahugasama lesendur:

petta verdur sannad med métsogn.

Gerum réad fyrir ad til séu heilar télur a og b pannig ad2 = a

b
Fullstyttum na brotid, p.e.a.s. skrifu%: g par semg er fullstytt brot.
par semE er fullstytt getur frumtalar? i mesta lagi gengio uppi adra af télunum c og d

d
pvi ef hun gengi upp i paer badar pa veeri brogaakki fullstytt.
NU feest

\/ézg semjafngildir  d/2=c

Ef steedurnar beggja vegna jafnadarmerkisins eru settanaénveldi feest:
2d% = c?

NG sést ad frumtala@ gengur uppi téluna% bvi hiytur2 lika ad ganga upp i téluna c
svo til er heiltala ¢ pannig ad c= 2c'.
en paer

2d2=c?=(2d)2=4(c)®> semjafngildir & =2(c)?

Vid sjaum pvi ad frumtalaB gengur uppi tdluna tlog par af leidandi upp i téluna d.
petta er métsdgn af pvi ad vido héfum na pegar syn2 géngur uppi ¢ er2 getur ekki

gengid uppi beedi c og d pvi agivar fullstytt brot.

Upphaflega forsendan okkar hlytur pvi ad vera rong!
Vid komumst ad peirri nidurstodu ad ekki eru til heilar télog b pannig ad/2 = a/b.
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6.3 Rauntdlurnar

Af kaflannum & undan sést ad mengi reedu talnddma ekki alveg fullkomid. Pad er eins
0g pad vanti tolur inn & milli. Mengi reedra talna er pvi stagkkao ad ,engar tolur vanti”.
petta steekkada mengi kollum vikauntélurog tAknum med stafnuiR.

Tolurnar sem ekki er haegt ad skrifa sem brot heilla talnaukaélid éreedar télur Vio
pekkjum margar oreedar tolur, t.d. er talgfp oraed fyrir allar frumtolurp. TalanTter
lika 6reed. Ekkert takn er notad fyrir 6raedar télur, heldéntan vid pad einfaldlega med
mengjamismuninurk \ Q

A vissan hatt ma feera rok fyrir pvi ad éreedu télurnar séu niikiiui en reedu télurnar. Sa
rokstudningur verdur hins vegar ad bida betri tima.

A mynd ma sja ymsar tolur stadsettar & talnalinunni:

R T ATE B VLS B .
43L21 051\/?233”4 R

Athugasemd:
Hér var mengi rauntalna ekki skilgreint formlega. Su skilgmg er allt of flokin til ad
setja fram heér.

6.4 Reiknireglur

A mengi rauntalna méa leggja saman, draga fra, margfaldaitaey &mu reiknireglur gilda
a rauntdlunum og a hinum talnakerfunum, vid skulum rifja jpggy:

(a+b)+c=a+ (b+c) (tengiregla samlagningar)

(ab)c = a(bc) (tengiregla margféldunar)
at+b=b+a (vixIregla samlagningar)

ab=ba (vixlregla margfdldunar)
a(b+c)=ab+ac (dreifiregla)

a+0=a (0 er samlagningarhlutleysa)
la=a (1 er margféldunarhlutleysa)
0a=0 (margféldun med nullu gefur nall)

A mengi rauntalna er lika rédun. Um pessa rédun gilda nokiegiur sem audvelt er ad
sanna:

efa<bogb<c, pdera<c (rédun er gegnvirk)

efa<bpaerat+c<b+c (r6dun er 6breytt vid samlagningu)

efa<bogc>0,paerac<bc (rédun er 6breytt vio margféldun
med jakvaedri toly)

efa<bogc<0,paec<ac (réodun snystvid pegar margfaldad er
med neikvaedri tolu)

6.5 Oendanleiki

Oll pau talnakerfi sem vi® hofum raett hér, nattdrlegu tolurhailu télurnar, reedu télurnar
og rauntdlurnar, erdendanleg og 6takmorkudmist i eina eda tveer attir. | efri attina
pyair pad ad fyrir hverja télwa i einhverju pessara mengja ma finna adra tbliusama
mengi pannig a@& < b. Pegar vid viljum hagnyta okkur pennan eiginleika purfurd pvi
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aod taka i notkun nytt take, sem vid kollum éendanleikatakn. Vid getum hugsad okkur ad
pad baetist vid rauntdlurnar pannig ed> a fyrir 6ll ai R (og par med 6lai N,Z og Q
vegna pess ad vid litum & pau sem hlutmerig).i A sama hatt og neikvaedu télurnar eru
fengnar fra hinum jakveedu hofum video pannig ad—o < afyrir 6ll ai R.

Hafa ber i huga a® og — eru ekki télur og ekki er rétt ad nota paer sem slikar. Vid getum
ekki an frekari umhugsunar notad pessi takn i Gtreikningorfrgistingin geti verid mikil.
Sem daemi um dvaenta hegdun pessara takna-pardlls ekki ad vera samlagningarand-
hverfaco, p.e. jafnan—oo + o0 = 0 parf ekki ad gilda.

6.6 Bilirauntélunum

Latum | vera hlutmengi iR. Vid kollum hlutmengidl bil ef

-engin got eru il”. Med 6drum ordum, vid segjum ad mengio

o | sé bil ef ad vid getum tdknad ped a talanlinunni med breidu

a b linustriki med engum gétum. A hvorn endapunkt striksing set
Ja, b um vid annad hvort fylltan hring eda téman, eftir pvi hvort s&
endapunktur sé med i bilinu eda ekki. Ef punkturinn & ad vera
med setjum vid fylltan hring, annars toman.
Formlega skilgreiningin & bili er svohljédandi:

Skilgreining 6.6.1. Hlutmengil i R kallast bil ef ad fyrir sérvera,b €1 ogc e R p.a.
a<c<bpagildircel

Til ad takna bil i prenti parf ad nota tveer tdlur og hornkladdmg |. Hér verda nokkur bil
atskyrd i toludu mali:

Bilid [a, b] er mengi allra rauntalna sem eru & mélog b, medtaldar eru télurnax og b.
Bilid ]a, b[ er mengi allra rauntalna sem eru & médlog b en hér erwa og b frataldar.

Bilid ]a, o[ er mengi allra talna sem eru steerri&rhér era ekki tekid med.

Sidan er haegt ad snua hornklofunum & allskonar vegu til aisiyas bil.

Hér er teemandi listi yfir allar gerdir af bilum skilgreind me@ingum:

Ef a,b € R oga < b, pa skilgreinum vio:

la,b[={xeR;a<x<b} (opid bil),

[a bj={xeR;a<x<b} (lokad bil),
la,b[={xeR;a<x<b} (half-opid bil),
la, ] {xeR;a<x<b} (half-opid bil),
|—oe,a[={xeR;x<a} (opin halflina)

—w,al={xeR;x<a} (lokud hélflina)

]

Ja,o[={xeR; x> a} (opin halflina)
[a,00[= {X e R;x>a} (lokud halflina)

| —00,00[= (6ll rauntalnalinan)
[a,a] = {a} (eins punkts bil)
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6.7 Efri og nedri mork

Einn af grundvallareiginleikum rauntalna er setningin una ®g nedra mark.

TalanSer kollud efra mark mengisins ataf eiginleika hennar, i téludu mali er hin minnsta

talan sem er steerri en eda jofn sérhverju staki i
Eins er talas i steersta talan sem er minna en eda jofn sérhverju skaki i

par sem rauntdlurnar voru ekki skilgreindar formlega er guiégt ad sanna pessa reglu

hér. b6 er haegt ad segja ad i vissum skilningi pa var skilgrgiim & rauntélunum valin
pannig ad haegt veeri ad sanna pessa reglu.

6.8 Nokkur deemi

Daemi 6.8.1. Gerum rad fyrir ada sé raed tala sé natturuleg tala og ad> 0 sé éraeal
Skerid ar um hvort eftirfarandi télur eru reedar eda 6reedar:
(@)a+x

(b) ax

(c) V/x

Lausn:

par sema er reed ma skrifa = p/q par semp og g eru heilar tolur. | lausninni munugn
vid pvi alltaf skrifap/q i stadin fyrira

(a)

Gerum rad fyrir adp/q+ x sé raed tala og synum ad pad leidi til motsagnar.
par senp/q+ x er reed pé eru til heilar télurogsp.a.

—p—i—X=£S sem jafngildir X:[S__p:qr—sp

q Sq
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En pad er moétsdgn pvi agr — spog sqeru heilar télur, og parsemer 6reed a ekki at
vera haegt ad skrifa sem brot af heilum télum. bvi hlytur upphaflega forsendanaokk
ad vera rong og pvi hlytup/q+ x ad vera 6raed tala.
(b)

Gerum rad fyrir adx sé raed tala.

pa eru til heilar tolur ogsp.a.

Ex: ! sem jafngildir x= E _H

qg s "~ p/q ps

En pad er motsogn pvi aber 6reed. bvi egx Oreed tala.

(c)
Gerum rad fyrir ad{/x sé raed.
P4 eru til heilar tolur ogsp.a.

e T ) o . [n_ﬂ
\/)_(_s sem jafngildir x—(s) =3

sem er motsdgn pw er Oreed. bvi ef)/x Oreed tala.

Daemi 6.8.2.Latum R = {r € R;r > 0}. Fyrir sérhvertr € R, pa skilgreinum vid
mengidA; = [—r1,r].
Lysido menginu
N A
reR;

A einfaldan hatt.
Lausn:
Tokum eftir ad fyrir allar jAkveedar tolur pa er Oc [—r,r]. Med 6drum ordum pé dr
O0c A fyrir6ll r e Ry. En paer 0z Nrer, Ar Skv. skilgreiningu.
Gerum nu rad fyrir a& sé einhver tala sem er steerri en 0. b4 er ljost dd—x/2,x/2].
Med 6drum ordum ex & Ay ». Sér i lagi erx ekki i 6llum mengjunun#y, r € Ry .En pay
erx¢ Nrer, Ar.
A svipadan hatt sést ad et 0 pa erx & Nregr, Ar.
Vid héfum pvi séd ad 0 er eina talan sem er i mengipek , Ar
Vid getum pvi skrifad

N A = {0}

reRy

Daemi 6.8.3. (a)

Finnid efra mark mengisins

A= {xcR; xer steerra en null og? < 2}.
(b)

Finnid efra mark mengisins

B = {x€R; xer steerra en null og? < 2}.
Lausn:
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(a)
Med orlitlu innsaei er audvelt ad giska & 8&= /2 geeti verid efra markid. Vid skulur
syna ad svo er. Til ad gera pad purfum vid ad syna/2uppfylli bada eiginleikana

skilgreiningunni.

—

1. Latumac A. Pa era® < 2 skv. skilgreiningunni & menginA En pa er likaa < /2
svo ad fyrra skilyraio er uppfylit.

2. Gerum raod fyrir ad_ sé eitthvad annad stak sem ad er pannid-ada fyrir 6l
acA
Vid vitum ad talany/2 er iA pvi ad(v/2)? = 2 < 2 svo ad sér i lagi gildit. > /2.
Seinna skilyrdid er pess vegna einnig uppfylit.

Vid sjaum nu ad\/2 er efra mark & og vid skrifum pess vegna
SUpA = /2
(b)

Vid byrjum & svipadan hatt og(a)-1id. Vio giskum meira segja & sému téluna. Seifpni
lidurinn verdur adeins pyngri.

1. Latumac A. Pa era® < 2 skv. skilgreiningunni & menginA En pa er likaa < /2
bad hefur sér i lagi i for med sér< /2 svo ad fyrra skilyrdid er uppfylit.

2. Latum nuL vera adra tolu sem er pannig B3> a fyrir 6ll a € A. Vid viljum syna
adL > /2.
Gerum rad fyrir ad. < /2 og synum ad pad leidi til métsagnar.
par serl < /2 pé er til talau sem er pannig ab < u < /2.
paen? < (v/2)>=2svoaduc A
Fyrst adu € A pa erL > u. En pad er motségn pvi advar valid minna erL.
Forsendar. < /2 hlytur pvi ad vera réng og vid komumst ad peirri nidurstody a

L> /2.

Vid sjaum nu ad\/2 er efra mark 8 og vid skrifum pess vegna

supB = /2

7 Steedur

7.1 Summu- og margfeldistaknid

Stundum kemur fyrir ad steerdfreedingar vilja leggja samargmboi.
Til deemis 111

1
142+3+4+..4+100 eda S +=+Z+.. 4=
+2+3+4+ ..+ eda  Jtctottgo

[ badum pessum deemum eetti ad vera augljost hvad summan |dydd $vona pripunktur
sé ekki alvoru steerdfraeditakn.

| fyrra deeminu er verid ad leggja saman allar t6lur fra einyspithundrad og i seinna
deeminu er verid ad leggja saman einn a moti sérhverri tolfjdram uppi attatiu-og-sjo.

Stundum vinnum vid samt med floknari gerdir af summum og péadsgona taknmal
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skammt.
Pess vegna innleidum vid summutakiio

Segjum ad vid viljum leggja saman allar télur af gerdinfin+ 1) par semn gengur fra
einum uppi hundrad. Einhverjum geeti dottid i hug ad skrifa

1-(141)+2-(241)+3-(3+1) +4- (4+ 1)+ ...+ 100 (100+ 1) = 2+ 6+ 12+ 20+...+-10100

en petta pykir ekki snyrtileg leid ad takna summu. bess vegritum vid frekar
100

> n(n+1)

n=1
Fyrir nedan summutéknid stendoae= 1 sem merkir ad breytistaerdin sem vid vinnum i er
n og ad vid byrjum i einum. Fyrir ofan summutaknid stendur lmaddsem pydir ad vid
endum summuna pegar= 100. Haegra megin vid summutaknid stendur sidan formualan
fyrir sérhvern lid i summunni.
Summurnar sem teknar voru fram i byrjun kaflans yrou takney

100
> n=14+2+3+..+100

n=1

0g
87 1

25

Stundum lendum vid i sdmu vandraedum med |6ng margfeldi. Ygsa innleidum vid
margfeldistaknid] sem er notad & sama hatt og summutaknid en bara fyrir mairgfeld
pannig er

100 87
1 111 1
—1.2.3.4...100 STz —
nl;lln nlln 4'56 100
og
100
[]n(n+1)=1(1+1)-2(2+1)-3(3+1)---100(100+ 1) = 2-6-12---10100
n=1

Deemi 7.1.1. (aReiknio:

n=-3
(b) Reiknio:
4
[T(x+n)
n=1
Lausn:
(a)
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=9+4+1+0+1+4+9+16+25=69
(b)
4
[[A+n)=(1+1)(1+2)(1+3)(1+4)=2-3-4.-5=120
n=1
8 Jofnur

8.1 Lidun og pattun

Lidun kallast pad pegar steerdtakni sem samanstendur af einum lidegtt i fleiri lidi.
Dreifireglan segir okkur hvernig lidun er framkvaemd. Litumakkrar reglur um lidun:

(a+b)(c+d) =ac+ad+bc+ bd,
(a+Db)? =a?+2ab+ b? (ferningsregla fyrir summy)
: (a—Db)? =a®—2ab+b? (ferningsregla fyrir mismun)
SR (a+b)(a—b)=a®—b? (samokareg|a)
(a+b)(a® —ab+b?) = a®+bd,
(a—b)(a?+ab+b?) = ad - b3

Hér hofum vid skrifad nidur j6fnur sem segja ad steerotakmim standa beggja vegna
jafnadarmerkisins séu sama talan fyrir 6ll moéguleg gildiréytunuma, b, cogd . Vid
skulum skoda i smaatrioum hvernig reiknireglunum er bditpeéss ad syna fram a ad
fyrsta jafnan gildi:

(a+b)(c+d)=(a+b)c+ (a+b)d (dreifiregla)
=c(a+b)+d(a+b) (vixIregla fyrir margféldun)
= ca+cb+da+db (dreifiregla)
=ac+ bc+ad-+ bd (vixIregla fyrir margfoldun)
=ac+ad+ bc+bd (vixIregla fyrir samlagningu)

pattuner andhverf adgerd vid lidun. ba er steerdtakni med fleiri rarailid breytt i jafngilt
steerdotakn sem samanstendur adeins af pattum. Pad ma hugsajgdtun snuist um ad
beita dreifireglunni afturédbakp+ac=a(b+c), og taka paetti sem eru sameiginlegir 6llum
lidum at fyrir sviga.

Daemi 8.1.1. Lidid (x—1)(x+1)2.
Lausn:
Vid byrjum & ad margfalda saman tvo sviga, notum samokatégld margfalda samah
tvo fyrstu svigana

(X—1)(x4+1)2 = (x—1)(x+1)(x+1) = (-1 (x+1) =x(C—1)+ (x*—1)

= x4 —1=x3+x_x—1.
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Daemi 8.1.2. Lidid (x+4)%(x— 4)2.
Lausn:
Notum samokareglu og sidan ferningsregfla— b)? = a® — 2ab+ b?):

(X+4)2(x—4)? = ((x+4)(x—4))? = (X* —16)? = X* — 2- 16x* + 16° = xX* — 32+ 256

Daemi 8.1.3. Pattidx3 — 2x° + x.
Lausn:

Vid sjaum strax a& gengur upp i margliounni og eftir ad hafa tekiditfyrir ma notaj
ferningsreglu (a— b)? = a? — 2ab+ b?).

X — 2 4 x = X(x% — 2x+1) = x(x—1)2.

Deemi 8.1.4. battidx* — 1.
Lausn:
Vid beitum samokareglunni og faum

X —1=0C+1)(*—1) = (C+1)(x+1)(x—1).

Marglidanx?+ 1 er épeettanleg i rauntélunum.

9 Qjvfnur og tolugildi

9.1 Tolugildistaknio

Latum x vera raunt6lu. Fjarleegd télunnarfra nullpunktinum a talnalinunni kéllum vio
tolugildi edaalgildi tdlunnarx. Vid taknum pad med|. Athugum ad fjarleegd getur ekki
verid neikvaed svo agx| > 0 fyrir 6ll x.
Frekar augljést pykir ad ef er jakvaed pa ejx| = x. Ef hinsvegarx er neikvaed pé feest
tolugildi hennar med pvi ad ,taka minusinn af henni”. | raufeéngilt ad margfalda hana
med —1 pvi ad pa, hverfur minusinn af henni”. Med taknmali er téldg skilgreint

svona:
x efx>0
x| =

—X efx<0

Da&emi9.1.1.5> 0 svo ad5| =5.
—3<0svoad —3|=(-1)-(—3)=3.
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9.2 Reiknireglur fyrir tdlugildistaknio

Um t6lugildismerkid gilda nokkrar reglur:

Setning 9.2.1L4&tum a og b vera rauntdlur. P4 gildir eftirfarancl:
a<|a| (t6lugildi getur adeins staekkad tolu)
la|=|—4 (t6lugildi eru 6h&ad formerki)
|al - |b] = |ab| (t6lugildi vardveitir margfoldun)
|a]? = a? (6nnur veldi eyda tolugildi)
|a| 4 |b| > |a+b| (prihyrningséjafna)

Tokum sérstaklega eftir prihyrningséjéfnunni. Aimenrtgiekki |a| + |b| = |[a+b).
pad sést til deemis ef vid profum ad setja ax —3 ogh =8

paerla +|b|=|—-3|+(8=3+8=11

enja+bj=|—-3+8/=|5=5

petta er po i samraemi vid prihyrningsojéfnuna pvi ag-13.

Athugum ad fyrir télura og b pa ma talka télunga — b| sem fjarleeg@ fra b & talnalinunni.
T.d. efa=3 ogb= 10 pa er fjarleegdin a milli pessara talna & talnalinunni 70 &rai
samraemi vio reikninga okkar

|I3—10/=|—-7|=70g|10-3|=|7|=T7.

Daemi 9.2.1. Finnid 6ll x sem uppfyllax+ 4| = 10.

Lausn:

Vid komum med tveer lausnir:

(a) Jafnan|x+ 4| = |[x— (—4)| = 10 segir okkur ad fjarleegdin milk og télunnar—4 er
10. bvi er lj6st ak = —14 edax = 6.

(b) Jafnan|x+ 4| = 10 pyadir:

Annag hvort exx+4 =10 edax+4 = —10

Fyrri jafnan hefur lausnina= 6 og su seinnk = —14.

Daemi 9.2.2. Finnid 6ll x sem uppfyllax — 3| = |x+7|.

Lausn:

Vid komum med prjar lausnir:

(a) Rumfraedilega pyadir jafnax— 3| = |x— (—7)| ad fjarlaegd télunnax fra 3 er jofn
flarleegdarx fra —7.Pa hlyturx ad vera talan sem er mitt & milli 3 og7 a talnall’nunnil
Med 6drum ordum ex medaltal pessara talna:

— 3+(-7)

=2
2

(b) Skiptum i prju tilvik:
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1. Efx<—-7paex—3<00gx+7<0
Samkveemt skilgreiningu er pvi
Xx—3|=—(x—3)=—-x+30g
X+7|=—(X+7)=—x—-T7.
Eftir stendur jafnan-x+ 3 = —x— 7 sem jafngildir 3= —7 sem er fraleitt.
Jafnan hefur pvi enga laugrsem uppfyllirx < —7

2. Ef—-7<x<3padex—3<00gx+7>0
Samkvaemt skilgreiningu er py — 3| = —(x—3) = —x+3 og
X+ 7| =x+7.
Eftir stendur jafnan-x+ 3 = x4 7 sem hefur lausnina= —2.

3. Efx>3paex—3>00gx+7>0
Samkveemt skilgreiningu er pvi
IXx—3| = Xx—3 0g|x+ 7| = x+ 7 Eftir stendur jafnarx — 3 = x+ 7 sem jafngildir
—3 =7 sem er fraleitt.

Jafnan hefur pvi enga lausn sem uppfylis 3

(c) Setjum badar hlidar jofnunnar i annad veldi. ba eydast tidlmgskv. reiknireglu og
eftir stendur:

(x—3)% = (x+7)2

sem jafngildir
X% — BX+ 9= X2+ 14x+ 49

eda
—20x =40

X=-2

Ef pessari lausn er stungid inni upphaflegu j6fnuna pa sdsttd er lausn sem virkar

Athugasemd:

Takio eftir ad i lausr(c) i deeminu hér & undan pa enda ég a pvi ad préfa lausnina sem ég
fékk. pad er af pvi ad pegar jofnur eru settar i annad veldi gkapast ,falskar lausnir”.

pvi parf alltaf ad athuga hvort lausnirnar sem fengust séovexrulegar lausnir.

Skodum til deemis jofnunaxd= 8.

Pessi jafna hefur augljéslega bara eina laxisn2.

Ef einhver myndi asnanst til ad setja pessa jofnu i annad fesidi hann jéfnuna 18 = 64

sem jafngildiné = 4 edax = +2.

Hér skapadist falska lausnin2 sem er ekki lausn a upprunalegu jofnunni. Upphaflega
lausnin er hinsvegar ennpa til stadar.

9.3 Venjulegt og raimfreedilegt medaltal

Flestir kannast vid venjulegt medaltal talna:

Skilgreining 9.3.1. Ef a3, ay, ...an eru tolur pa er venjulegt medaltal peirra talan

ai+ar+...+ap
n
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Veentanlega hafa feerri heyrt um rimfraedilegt medaltal. patedaltal sem er frekar notad
i présentu eda vaxtareikningi. T.d. pegar bankar tala iedagialu um medalvexti a lanum
pa eru peir i raun ad tala um ramfreedilega medaltalid.

Skilgreining 9.3.2. Ef a;,ay, ..., a, eru jakvaedar rauntblur pa er ramfraedilegt medgltal

peirra talan
vaiaz:---an

Um pessi medaltol gildir freeg Ojafna sem segir ad venjulegdaftal af jaAkveedum raun-
tolum er alltaf steerra en ramfraedilega medaltalid. | takinskdifum vid petta sem:

Setning 9.3.1Ef a1, ay, ..., ay eru jakvaedar rauntdlur pa er

at+ar+...+an >

= 2 y/ai1a2:--an

Mjog audvelt er ad sanna petta fyrir tveer tolur. Vido skulumiagpad hér en sleppum
sonnuninni fyrir fleiri tolur:

Pekkt er ad tala i 60ru veldi er alltaf jAkvaed. Ef a og b eru ggdar rauntdlur gildir pvi
(vVa-vb)?>0
Ef reiknad er uppur 6dru veldinu faest:
(a—2vab+b) >0
Faerum ni2+/ab yfir jafnadarmerkid og deilum i gegn madil ad fa

Deaemi 9.3.1. Finnum venjulegt og rumfreedilegt medaltal talnanna
2,3,8,27

Lausn:
Venjulegt medaltal peirra er

24348427 40

10
4 4

Rumfraedilegt medaltal peirra er
V2.3.827=v2.3.28.33=+v24.34 = V64 =6

Athugum ad petta er i samraemi vid 6jéfnuna um venjulegt ognaedilegt medaltal.
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Daemi 9.3.2. Synum ad fyrir allar jAkvaedar raunt6lxgildir 6jafnanx + )—1( >2
Lausn:

Stingum télununx og )—1( inni 6hoéfnuna um venjulegt og rumfraedilegt medaltal. Pafau

Vid: _

X+ 1/x S X.}

2 X

Faerum tvistinn yfir til ad fa:

1 1
x+)—(22 X-==2V/1=2

10 Linuriplani

10.1 Punktar og linur i plani

Punktar og linur eru medal peirra vidfangsefna steerofreadifnanar til tekio flatarmynda-
freedinnar) sem vid héfum goada tilfinningu fyrir ar daglediu IlEinmitt pess vegna er mjog
erfitt ad gera sér grein fyrir hvar madur a ad byrja pegar reatteslika hluti: Vidvitum
oll hvad linur og punktar eru pannig ad allar tilraunir til siilgreina pad formlega virka
stirdar, klaufalegar og Oparfar vio fyrstu syn.

Malid er hins vegar ekki alveg jafn einfalt og setla meetti. Jékss ad geta med gédu moti
stundad kerfisbundnar athuganir & ramfraedi parf folk ad keémaaman um nakveemlega
vid hvad er att og par duga oljosar tilvisanir i alpekktairdkammt.

Su leid sem pegar upp er stadio hefur ordid fyrir valinu til f48t vido ramfreedi er ad
skilgreinapunktaog linur ut fra nokkrum einféldum grundvallareiginleikum peirraefg
sér ad nokkrar einfaldar stadreyndir (svokalladamsenduy gildi og vinna sig Gt fra peim.
Mikilveegustu frumsendurnar um punkta og linur i hefébundftatarmyndafraedi eru:

e [ gegn um tvo 6lika punkta liggur nakveemlega ein lina.

e 1 gegn um hvern punkt liggur nakveemlega ein lina samsidargefinu.

A frumsendunum og pvi sem af peim leidir ma sidan byggja afemaf alpekktu rim-
freedinni sem vid hofum tilfinningu fyrir ar dagleguilifi.

Punktar i rimfraedi hafa enga steerd og linur i rimfraedi tesigj@endanlega langt i hvora
att. EfA og B eru tveir punktar od er lina sem liggur um punktana pa er sa hluti linunnar
sem liggur & milli punktanna kalladstrikid edalinustrikid fra A til B.

Yfirleitt er ekki gerdur greinarmunur a linu annars vegar angi peirra punkta sem liggja

a linunni hins vegar. Um hvern punhtliggja tveer halflinur samsida gefinni liduein i
hvora att, og samanstendur 6énnur af peim punktum linumrsem liggur umA samsiod
sem eru 6rum megin viA en hin af peim sem eru hinum megin. Punkturfer sjalfur
innihaldinn i badum halflinunum.

10.2 Hnitakerfid

Til ad geta betur tAknad punkta og linur i sléttunni pa irddei vid hnitakerfi. Hnitakerfio
er i raun st mynd sem vid gerum okkur af mengiit R.
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R xR
Tveer talnalinur eru lagdar i kross pannig ad peer standi hory-

réttar & hvora adra og skerist i ndllpunktum sinum. Laréttd
talnalinan er oftast kéllug&-asinn og su l6dréttgasinn.

Til ad marka punkta, b) inn & svona hnitakerfi pa teiknum vid 4
l6drétta linu i gegnum punktina & x-asnum og larétta linu i (4,2)
gegnum punktind ay-asnum. par sem linurnar skerast mork2 1

um vid punktinn(a, b). 1

A mynd til hlidar ma sja hvar punkturind,2) hefur verid OO 12345 6X
markadur inn i hnitakerfid.

y
10.3 Jafnalinu i hnitakerfinu 5
Til ad takna linur i hnitakerfinu er algengt ad nota y= 1
jofnur. 3 2

Jafna linu er jafna af gerdinak+ by = c par sem 1 /

a,b,c € R eru fastar.
-5 -3 -1.1 3 5 X

Vid skulum nu atskyra af hverju pessi jafna er 3
s6go jafna beinnar linu.

-5

pad verdur best gert med daemi:

Daemi 10.3.1. Skodum jéfnuna

1
—=X+y=-1
* Ty

Hérera= —1/2,b=1 ogc= —1 midad vid framsetninguna ad ofan.

(x,y) i hnitakerfid.

Ef x=0 o0gy = —1 pé stenst jafnan. Vid mdrkum pvi punktif@ 1) i hnitakerfid.

Ef x =2 ogy = 0 pé& stenst jafnan. Vio moérkum pvi punktifi 0) i hnitakerfid.

A sama hatt getum vid markad punktanes, —4), (—4,—3), (—2,-2), (4,1) 09 (6,2) i
hnitakerfid pvi ad ef ad pessum hnitum er stungid inni jofripdatenst han.

Pad hefur verid gert hér til hlidar.

Finnum na nokkur gildi & ogy sem uppfylla pessa jofnu og mérkum samsvarandi puhkta

ad allir punktar sem eru lausn & pessari jofnu liggja a pedsas. Pad sem meira er
eru allir punktar & pessari linu lausn a upphaflegu jé6fnuir@ss vegna segjum vid
jafnan
liv— 1

2x-l—y—
sé jafna linunnar sem fram kemur & myndinni til hlidar.

Pegar pessir punktar hafa verid markadir inn sést ad pejalig beinni linu. 1 jos kemtl

a

I mengjafraedilegum skilningi pa er myndin af linunni i hikiggfinu i raun mynd af mengi

1
L={(xy) € RxR; —éx-i—y: -1}

10.4 Hallatala og skurdpunktur vid asa
Ef b # 0 og breytary er einangrud ur jofnunni
ax+by=c
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b4 faest

Y=9""b

Vid getum endurskyrt fastana i pessari joéfnu, setjum —a/b og s = c/b svo ad jafnan
liti betur at
y=hx+s

Midad vid pessa framsetningu pa er fastmoftast kalladur hallatala linunnar og fastian
taknar skurdpunkt vi§-as.

Audvitad er asteeda fyrir pessum nafngiftum.

Fastinnh kallast hallatala linunnar pvi ad med honum er haegt ad titkaski mikid linan
hallar. Nefnilega efxo, yo) er einhver punktur & linunni pa getum vid fullyrt ad punkturi
(X0,¥0) + (1,h) = (xo+ 1,¥o+ h) sé & linunni.

Med 6drum ordum, ef ad vid vitum einn punkt a linunni pa getuéfundid pann naesta
med pvi ad faera okkur fyrst einn til haegri i hnitakerfinu ogasild upp.

Formlega skilgreiningin a hallatdlu linu er svohljédandi:

Skilgreining 10.4.1. Ef | er lina i hnitakerfinu sem er ekki |6drétt pa er til fastiannig
ad fyrir sérhverja tvo punktéx,y1) og (x2,y2) & linuni pa er

Yo—VY1 _h
Xo — X1

bessi fasti kallast hallatala linundar

Fastanrs er audveldara ad utskyra. pessa t6lu kollum vid skurdpuidkyas af pvi ad
pessi tala segir okkur hvar linan skeésinn. Linan mun skera asinn i punktinifs).
pad seést af pvi ad ef ad punktingmy) = (0, s) er stungid inni j6fnuna

y=hx+s
pé feest
s=h-0+s eda S=sS
svo jafnan stenst.

Skurdpunkt vidx-as er audvelt ad finna. Vid einfaldlega setjym: 0 inni jo6fnu linunnar
og leysum UK. s

O0=hx+s gefur X:_ﬁ

Skurdpunktur linunnar vi&asinn er pvi punkturing—s/h, 0)

y=2Xx—3

5
Daemi 10.4.1.Teiknid linuna 3
1

y=2x—3

5-3-11 3 5 X
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Lausn:

Skurdpunktinn vidy-as faest beint Gtar j6fnunni. Hann hefur h® —3). Vio mérkum
hann pvi inn& hnitakerfid. Hallatala linunnar er tveir. V@rim okkur pess vegna ei
til haegri og tvo upp fra skurdpunktinum og morkyou-1, —3+2) = (1, —1) inn& hnita-
kerfid.

Skv. jofnu ad ofan feest svo ad skurdpunktur wiés er(—(—3)/2,0) = (3/2,0). Vid
morkum hann lika inna hnitakerfid.

Hallatala linunnar er tveir vid getum pvi markad punktif®@2+ 1,0+ 2) = (5/2,2)
inna hnitakerfid.

NU erum vid buin ad marka fjora punkta inna hnitakerfid og irgeg pa ma teikna lind.
Athugum ad tveir punktar neegja til ad skilgreina linu, pa&hpvi verid ndg ad finna
einhverja tvo af pessum fjérum punktum sem fundnir voru i d@am

—_

n

10.5 Meira um jofnu linu

Stundum faum vid gefna tvo punktay,y1) og (x2,y2) og purfum ad finna jofnu linunnar
sem gengur i gegnum pa. bad er gert & eftirfarandi hatt:

Finna skal jofnu linu sem gengur i gegnum punkay:) og (X2,Y2).
1. Hallatala linunnar, h, faest med formalunni

h: y2_y1
Xo — X1

2. Skurdpunktur vid y-as, s, feest svo med formulunni

S= y1—x1h

Jafna linunnar verdur pa y hx+s.

Audvelt er ad rokstydja af hverju petta virkar. Hallatalarr&knud beint atar formlegu
skilgreiningunni sem gefin var & henni ad ofan.

Sidan parf ad reikna Ut fastanVid vitum ad linan gengur i gegnum punkti(x, y1) svo
jafnany; = hx; + s parf ad ganga upp. Vid getum pvi einangsad pessari jofnu til ad f&
S=VY1— th.

Daemi 10.5.1.Finnid joéfnu linunnar sem gengur i gegnum punkt&h&) og (13,17).
Lausn:

1. Hallatala linunnar er




2. Skurdpunktur vidg-as feest med

5 5 3
Jafna linunnar er pess vegna
5 3
y=-X—5

Daemi 10.5.2.Latuml vera linuna sem gengur i gegnum punkt&na, 3) og (1,12).
Finnid jofnu linu sem gengur i gegnum punktif®)2) og er samsida linunti

Lausn:

Kollum linuna sem vid erum ad leita ad Pad ad linurnar og m séu samsida pydir d0
paer hafa sému hallatdlu. Til ad finna hallatdlu linunmanaegir pvi ad finna hallatdll
linunnarl.

Hallatalan er: 12_3 9
h= - —--3
1-(-2) 3
Jafna linunnamer pvi af gerdinni
y=3X+s

en vid eigum eftir ad finna.
Gefio er ad punkturin2, 2) er & linunni svo jafnan parf ad standast pegay) = (2,2)
er stungid inni hana. Med 6drum ordum er

2=3-2+s sem jafngildir s=2-6=-4

Jafna linunnamer pvi
y=3x—-4

10.6  Skurdpunktur linu

Oft getur verid gagnlegt ad finna skurdpunkt tveggja lina semekki samsida (ef peer eru
samsida pa er enginn skurdpunktur til).

Mjog gagnlegt er ad pekkja jofnu linanna ef markmidid er aédiskurdpunkt peirra.
G.r.f. ad jofnur linannd ogm séu gefnar:

1 aix+biy=0¢
m: axx+hby=cp

NU er litid & pessar jo6fnur sem svo ad fastarmmiray,bq,bs,c1,¢o séu pekktir. bvi ma
lita & jofnur linanna sem tveer j6fnur med tveimur épekktuaarum x ogy. Lausnin a
jofnuhneppinu verdur skurdpunktur linanna, en han er:

. b201 — b102 . aA1C2 — axCy
by —aphy by —ahy
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Daemi 10.6.1.G.r.f. adl sé linan sem gengur i gegnum punktah®), (3,3). Latumm
vera linuna sem er gefin med jéfnunmi-2 3y = 5.

Finnid skurdpunkt ogm.

Lausn:

Byrjum a pvi ad finna jo6fnu linunndr

Hallatala hennar er

3-2 1
n=37173
Jafnal er pa af gerdinni
1
| : ==
y 2x+s

og s feest med pvi ad setja pekktan punkt & linunni inni pessa jofitad er ad(1,2) er
a linunni svo ad:

3
2=—--1+s semgefur s=—
2 T 9 2

Jafnal er pvi

1 3
| : yzéx—l—é

Jafnamer pekkt
m: 2x+3y=5

Litum & jofnur linanna sem tveer jofnur i tveimur opekktumréiaen, x ogy og reynum

aod leysa ur.
Vid hofum nu pegar einangradar jofnul. Stingum pvi inni jofnum:

1 3 . - 7 9
2x+3<§x+ §> =5 sem jafngildir §X+§—5

Sem gefur svac=1/7.
Ef pessu gildi & er stungid inni jofnu linunndrfaest

11

1
Y=3'7

s_1u
2~ 7

Skurdpunktur linanna er pess vegna:

(xy) = (%171>

11 Pprihyrningar og hornafdll

11.1 Horn

Horn nefnist s mynd sem feest pegar tveer halflinur eru dregnaé &aima punkti. Pessi
punktur er kalladur oddpunktur hornsins, en hélflinurnararpess.
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Steerd hornsins er meelgfadumedabogaeiningum Gradur eru C
taknadar med merkinu®,” en einfaldlega er skrifad ,Rad” fyrir

bogaeiningar. Eins og er pa munum vid nota gradur i alla negan

okkar en i seinni kéflum munum vid skipta yfir i bogaeininganse

i vissum skilningi er mun nattdrulegri meelieining & horn.

Ein gradda er skilgreind sem einn-prjuhundrudogsextudsti Gr /ABC= 60"
hring. B A
Med 6drum ordum er 36Cheill hringur.
P& verdur horn sem er 1806ein lina og horn sem er 9&61lum vid rétt horn.

Horn sem er steerra efi @n minna en 90kollum vid hvasst horn en horn sem er steerra en
90° en minna en 180kdllum vid gleitt horn.

Segjum ad prir punktar i sléttun®i,B og C, séu gefnir. Hornid sem myndast pegar farid
er fraAtil B og svo iC er oft taknad me& ABC.
Lengd linustriksins milli punktana og B er oft tAknad med®AB|

11.2 Topphorn og grannhorn

Pegar tveer linur skerast myndast fjogur horn. Hornin semdsta
a maoti horu 60ru kallast topphorn. Horn sem standa hlid vid h
kallast grannhorn.

A mynd til hlidar erua ogy topphorn

B og o eru lika topphorn.

o og [ eru grannhorn.

Fleiri grannhorn er8 ogy, y og d edaa 0gd.

Um topphorn og grannhorn gilda einfaldar reglur:

Setning 11.2.1 1. Topphorn eru jafnstor.

2. Summa grannhorna er 180

11.3 Pprihyrningar

Ferill sem samanstendur af premur linustrikum sem maetasbdvtvo i premur hornum
nefnistprihyrningur.

Algengast er ad takna hornpunkta prihyrningsins med st@tafum, oftastA, B og C.
Hlidar prihyrningsins eru tdknadar med litlum bokstéfunmssamsvara néfnum horn-
punktana. bPannig er hlidin sem stendur & moéti hornpunktiAwftast latin heitaa, hlidin
sem stendur & méB latin heitab o.s.fr.

Algengt er ad nefna prihyrninga eftir hornpunktum synum itg®prihyrningsmerki fyrir
framan. Pannig er prihyrningur med hornpunkiaB og C oft kalladur prihyrningurinn
AABC.
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Athugum ad hefd er fyrir pvi ad tdkna horn prihxrninga y C
med sama takni og er notad fyrir hornpunktinn. Imynd-
um okkur til deemis prihyrning i hnitakerfinu sem hef< a
ur hornpunkt i(1,3) og samsvarandi horn 38 Nefn- b

um pennan hornpunks. P& ma baedi skrifé = (1,3) S
0og A = 58°. Vid taknum semsagt baedi hornpunktinn og
hornid sjalft med bokstafnum. betta zetti ekki ad valda 3
misskilningi pvi ad Gt fra samhengi a alltaf ad sjast hvort
um er ad reeda hornid eda punktinn. 1

X
Prihyrningur er sagdur rétthyrndur ef eitthvert horna hansO 1 s 5 7

er rétt (sem er 90.
Prihyrningur er sagdur jafnarma ef tveer hlidar hans erugafyar.
Prihyrningur er sagdur jafnhlida ef allar hlidar hans efa Jangar.

o\

Rétthyrndur prihyrningur Jafnarma prihyrningur Jafnhlida prihyrningur

A myndum er rétt horn yfirleitt taknad med littum kassa i héreins og & myndinni hér ad
ofan.

Um prihyrninga gilda pessar einféldu reglur:

Setning 11.3.1 1. Hornasumma prihyrnings er 180

2. brihyrningur er jafnarma p.p.a.a. tvdé horn hans séu jain klornin sem eru jaffy
stér standa a moti jafnstérum hlidum.

3. prihyrningur er jafnhlida p.p.a.a. 6ll horn séut 60

Daemi 11.3.1.Gefid er adAB| = 3.

Einnig er gefid ad punktarnB, C og D liggja & beinni linu.

Finnid |BC|.

Lausn:

Hornasumma prihyrnings er 180Vid beytum peirri reglu a prihyrninginBEC til ad fa
/ECD=180 —90° — 65° = 25°

NU eru horninZECD og ZACBtopphorn svo ad pau eru jofn. Vio faum pWACB= 25°.
Af pessu sést ad prihyrningurikBC er jafnarma. Skv. reglu um jafnarma prihyrnirjga
eru pé linustrikilAB og BC jafnlong svo adBC| = 3
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25° C

11.4 Regla Pypagorasar

Regla Pypagorasar er saraeinfold, hin segir:

A b C
Regla Pypagorasar a sér lika andhverfu, hun hljomar svona:

Sonnunin & reglu Pypagorasar er klassisk og verdur gerd slahni hér:

R6dum fjorum rétthyrndum prihyrningum upp pannig b a 0

ad peir myndi ferning eins og & myndinni til hlidar. b

Koéllum flatarmal ferningsins F. Heegt erad maela a c
flatarmal pessa fernings & tvo mismunandi vegu. [ fyrsta
lagi er flatarmal hans jafnt hlidarlengdinni i 6dru veldi:

F = (a+b)2=a’+b?+2ab

| 68ru lagi er haegt ad leggja saman flatarmal b
allra fjogurra prihyrninganna og ferningsins i midjunni
sem hefur hlidarlengd c, en pa faest ad flatarmalid er

Fo4- D= 2ab i &
NU héfum vid fengid ad
a’+b’+2ab=2ab+c®> semgefur A+b?>=c%
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Deaemi 11.4.1.Gefinn er rétthyrndur prihyrningur med skammhlid 4 og lard@$l Finn-
id hina skammhlid prihyrningsins.

Lausn:

Kéllum 6pekktu hlidinax. Af reglu Pypagoérasar faest p& 5 x2 + 42. Feerum yfir jafn;
adarmerkio til ad f&? = 5% — 42 = 25— 16=09.
paerljostak =+/9=3

Deaemi 11.4.2.Athugid hvort prihyrningur med hlidarlengdir 5,6,7 er hgttndur.
Lausn:

Vid notum reglu Pypagérasar, prihyrningurinn er rétthynref og adeins ef= 62+52,
en ? =49 og % + 6 = 61 svo ad prihyrningurinn er ekki rétthyrndur.

11.5 Fjarleegd milli punkta i hnitakerfi

Latum ndP; = (Xg,y1) 0g P> = (X2,Y2) vera tvo punkta i

y hnitakerfinu. NU er haegt ad nota reglu Pypagoérasar til ad

finna fjarlaeegdina a milli peirra.
Morkum punktinn (x2,y1) inn& hnitakerfid og koéllum
hannPs. ba sést ad punktarrii, P,, Ps mynda rétthyrnd-
an prihyrning.
Fjarlaegdin milli punktann®, og Ps er|x2 — X1|, m.6.0. er
P1Ps| = [x2 — X4
Fjarleegdin milli punktann&, og Ps er |y> —yi|, m.6.0. er
|PoPs| = [y2— 1

X1 x, X bPetta eru skammhlidarnar i prihyrningnum, af reglu

Pypagoérasar faest na beint eftirfarandi regla:

Setning 11.5.1Fjarleegdin milli punktann®; = (x1,y1) 0g P> = (X2,Y2) i hnitakerfin
er

IP1P2| = /(X2 — x1)2 + (Y2 — y1)2

Daemi 11.5.1.Hver er fjarleegdin milli punktannél, 2) og (5, 7) i hnitakerfinu?
Lausn:

Hérerx; =1,x2=5y1=200y2=7.

Setjum petta inni j6fnuna ad ofan og faum ad fjarleegdin millhkktanna er

V(5—1)24(7—2)2=+/16+25= V41~ 6,403124
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11.6 Einslaga prihyrningar

Setjum fram skilgreininguna & einslaga prihyrningum:

Skilgreining 11.6.1. Tveir prihyrningar eru sagdir einslaga ef ad 6ll hornin taa'mrul
jafnstor.

Pessi skilgreining pydir ad tveir prihyrningar eru einslag peir eru eins i laginu. Peir
mega vera misstorir og annar ma snua 0druvisi en hinn en padgem skiptir mali er ad
peir hafi jafnstor horn.

Einslaga prihyrningar
B B’

A/
Um einslaga prihyrninga gildir mjég mikilvaeg regla:

Setning 11.6.1Ef prihyrningaldAABC og AA'B'C’ eru einslaga, hornia er jafnt horniny
A, B er jafnt horninuB’ og C er jafnt horninuC’. Pa er hlutfallid milli samsvarandi hliga
i prihyrningunum jafnt.
p.e.a.s.
|AB|  |A'B| |AB| |A'B| IAC|  |AC|
AC| JAC|” |BCl BC| %9 B T |BC]

Athugum ad ef tvo horn i prihyrningi eru pekkt pa faest padjprépélfkrafa pvi ad horna-
summa prihyrnings er fasti, 180pess vegna feest ad ef tveir prihyrningar hafa tvo jafnstor
horn pa verda sjalfkrafa sidustu hornin jafnstér. M.6.03 paegir ad athuga hvort ad tvo
horn séu jafnstor til ad skera ar um hvort prihyrningarnir sénslaga.

Deaemi 11.6.1.Gefinn er rétthyrndur prihyrr
ingur ABC med rétt horn iC. Gefid er ad
|AC| = 4 og|AB| = 5. LatumD vera punktinn 1
strikinu AB pannig ad strikidC verdi hornrét
4AB.
Finnid |CD|
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Lausn:
Notum reglu Pypagérasar til ad finfiaC|.

IBC]?2=|AB]?—|AC|> =5?—-4?>=25—-16=9

Vig faum pa|BC| = v/9=3

Berum nu saman prihyriningad#®BC og AACD. beir hafa badir eitt horn sem er96g
peir hafa eitt sameiginlegt horn. Nefnilega horaiBCA bessir prihyrningar hafa pess
vegna tvo horn eins og eru pvi einslaga. Vid getum pessvegitarbglunni ad ofan
Madur verdur ad passa sig ad velja hlidarnar rétt.

Hér samsvarar hlidgiBC i AABChlidinni CD i AACD. HIidin ABi AABC samsvarar sy
hlidinni AC i AACD. Samkveemt reglu um einslaga prihyrninga er pvi:

J

\CD\_|BC\

IAC|  |AB|
eda IBC| 3 12
CD|=|AC|— =4.= ==
CO|=IACl 35 =45 =3

Deemi 11.6.2.Latum ABC og DEF vera einslaga prihyrninga me&BAC =
/EDF, ZABC= /DEF, /BCA= ZEFD. Latum|AB| = 10, |DE| = 5, |[BC| = 6. Finn-
i0 |[EF].

Lausn:

par sem prihyrningarnir eru einslaga vitum vid ad

|AB|  |DE|
|BC| - |EF|
sem umritast i DE|BC 5.6
EF| = —~ " _3
IEFI |AB] 10

11.7 Hornafollin

| pessum kafla munum vid skilgreina hornaféllin @n, coga), tan(a) og co(a) fyrir
eitthvad horro steerra en ©en minna en 90 bPad parfnast sméa undirbuinings.

Latuma vera horn p.a. 0< a < 90°. Teiknum nu einhvern rétt-

hyrndan prihyrningdAABC mead rétt horn C, pannig ad hornid\ B
sé jafnt horninwx. Merkjum hlidarnar sena, b og c samkvaemt
hefd. Skodum nu hlutfallid/c. ¢ a

Tokum eftir pvi ad petta hlutfall er eingdbngu had hornmen er

ekki had pvi hvernig rétthyrndi prihyrningurinn var teika. A b C

Med 6drum ordum, hefdum vid teiknad ddruvisi rétthyrndain pr

hyrning AA'B'C’ med rétt horn iIC’ og pannig ad hornid\’ er jafnt horninua pa veeru
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brihyrningarniMAABC og AA’'B'C’ einslaga og pvi fengist

a &

c c

par sem ad petta hlutfall er eingéngu aén ekki sjalfum prihyrningnum getum vid pess
vegna skilgreint a
sin(a) = c

par semAABC er einhver prihyrningur teiknadur eftir leidbeiningunuéhaan.
A sama hatt ma sja ad hlutfollin/c, a/b og b/a eru eingéngu had upphaflega hornimu
pess vegna skilgreinum vio:

sina = g = motlaeg skammhlid deild med langhlid
cosu = g = adleeg skammhlid deild med langhlid
tana = g = motleeg skammhlid deild med

adlaegri skammhlid

cota = g = adleeg skammbhlid deild med

motlaegri skammhlid

Hér er hlidina kollud motleeg skammhlid pvi ad pad er skammhlidin sem liggunoti
horninuA. HIidin b er kéllud adleeg skammhlid Ut af svipudum asteedum og hiden
kollud langhlid rétthyrnda prihyrningsins eins og adur.

Athugasemd 1:

A islensku eru hornaféllin borin fram svona:
Hornafallid sin er borid fram ,sinus”.
Hornafallid cos er borid fram ,kdésinus”.
Hornafallid tan er borid fram ,tangens”.
Hornafallid cot er borid fram ,k6tangens”.

Athugasemd 2:

Hornaféllin ma finna & 6llum alvéru vasareiknum. Adur en neii er med hornaféllum i

vasareikni skal athuga hvernig vasareiknirinn er stillideegt er ad stilla hann & gradur,
radionur eda adrar meelieiningar a horn. Ef vasareiknirirstibtur & adra meelieiningu en

verid er ad vinna med fast kolvitlausar nidurstédur.

B
Deaemi 11.7.1.Gefinn er rétthyrndur prihyri-
ingurAABCmed rétt horn C. Gefid er ad horn ¢ a
i0 Aer22 ogb= 6. Finnida ogc.
2

A b—=6 C
Lausn:
NuU er

tan(22°) = — = =
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Svo ao:
a=6tan22°) ~ 2,42416

Einnig feest

b 6
22X =—=—
cog22) cT o
Svo ao: 5
¢ cog22) ©

Hornafallareglur

Um hornafdllin gilda nokkrar reglur sem audvelt er ad sanna:

SOénnum petta:

Fyrir alla lidina munum vid velja prihyrninddABC sem er pannig ad hornid C 96°,
hornid A sé jafntr og vid latum hlidarnar heita a, b og ¢ i samraemi vid hefd. Fyfian
er mynd af honum.

1. Skv. skilgreiningu pa esin(a) = a/c, coga) =b/c ogtan(a) = a/b.
pvi faest: _
sinfla) a/c _ac a _ tar(a)

coga) bj/c bc b

2. Skv. skilgreiningu pa @an(a) = a/b ogcot(a) = b/a.
pvi feest:

cot(a) = b_ 1 __1
~a a/b tana)
3. Munum ad prihyrningurinn sem unnid er med er rétthyrnduw am hlidar hans
gildir a®4-b? = ¢
Vidé faumm pess vegna:
a)2_ & b at4bh* &

cog(a) +sirf(a) = (g)2+ (E —Sta=—a -2

=1
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4. Latump =90 —a.
Tokum eftir pvi ad i prihyrningnutABC er A= a, C = 90° og pvi feest
B=180C-90° —a=90° —a =f.
NU er heegt ad finnain(B) beint Gt fra skilgreiningu midad vid prihyrninginkABC.
Vid héfum vixlad hornum, svo ad adlseg skammhlid vixlast videega skammhlid
en langhlidin helst su sama.
pvi feest:

sin(90° —a) =sin(B) = g =coq0)

5. Roéksemdarfeerslan er st sama og i lid fjiégur.

11.8 bekkt horn

A pessu stigi i steerdfreedi er frekar 6mogulegt ad reikna tibhilom sinusa eda késinusa
af flestum hornum. bvi latum vid yfirleitt vasareikninn sja pad fyrir okkur.

PG eru nokkur horn sem audvelt er ad reikna. Daemi um slik hor8@&, 45° og 60°. Hér
kemur tafla yfir gildi hornafallanna i pessum hornum.

o | sina | cosa | tana | cota
0 37| % |V
45 | 2| 2|1 | 1
oo | 2| 3| va| 4

| pessum kafla munum vié syna hvernig Gtkomurnaf4ih) = @ og sin60°) = §’ eru
fengnar. Ef blid er ad syna petta péa faest afgangurinn af tiifeundveldlega med pvi ad
nota reglurnar i kaflanum & undan. Vio maelum med pvi ad dughegnendur spreyti sig a
pvi ad fylla at téfluna.

Byrjum & sin(45°):

Teiknum rétthyrndan prihyrnin@ABC sem hefur rétt horn C, 5
hornid A er 45 og hlidarlengdirb er 1.

Skv. skilgreiningu er pa si#5°) = b/c=1/c. C

Tokum eftir adB = 45°. a
Tvo horn prihyrningsins eru jafn stér, og pvi er hann jafrarpvi

era=1. 45 o

NU notum vid Pypagoras til ad = Va2 + b2 =v12+12=+v/2 A b=1 C
og ad lokum feest:

sin(45°) = t—; =

Sl

Reiknum nu sif60°)

Teiknum rétthyrndan prihyrnin@ABC sem hefur rétt horn C,
hornidA er 60° og hlidarlengdinAC| er 1.
pa er skv. skilgreiningu s{60°) = |BC|/|AB].
Speglum nd prihyrningnum yfir hlidginBC og mdrkum nyjan
60° 60°
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punktA’ par sem punkturiné lendir.

pa er|CA'| = |AC| = 1 og|AA| = 2.

Tokum eftir ad i prihyrningnumMABA eru tvo horn 60 svo pad pridja er lika 60 bri-
hyrningurinnAABA er pess vegna jafnhlida svo allar hlidar hans eru jafn langarvitum
ad|AA| =2 svo adAB| = 2.

NU getum vid notad Pypagoras & prihyrningihBCtil ad finna hlidina/BC.

IBC| = /|AB2— |AC]2=/22-12= /3
En nu héfum vid allar upplysingar til ad reikna sinusinn

_BC_ V3

sin(60°) = AB 2

11.9 Flatarmal prihyrnings

Flestir nemndur aettu ad pekkja klassiksu jofnuna til adneikatarmal prihyrnings

Setning 11.9.1
L grunnlina haed

Flatarma
2

Hun er notud pannig ad fyrst er valin hlid & prihyrningnum seédn
kollum grunnlinu. Neest er teiknad strik frd hornpunktinuemser C
motlaegur grunnlinunni, nidur a grunnlinuna pannig ad glinan

og strikid eru horrétt. betta strik er kallad haed prihyrsing og

oftast taknad me@.

Midad vid prihyrninginn til hlidar pa er grunnlinan hlidio og b h
haedin naer uppi topppunkti® Her yroi flatarmélia%‘.

I reikningi kemur oft fyrir ad heedith er ekki gefin og pa getur

4P

verid vandasamt ad reikna flatarmalid, i peim tilfellum detena- A C

follin komid okkur til hjalpar.

Ko6llum fétpunkt haedarinnar i prihyrningnuRt. Med pvi ad skoda prihyrningindCR:
seést ad

Sin(A) = h eda h=bsin(A)

b
Flatarmal prihyrningsins verdur pess vegna
h 1 .
F= % = écbsm(A).

Hér hofum vid leitt Gt nyja reglu fyrir flatarmal prihyrnings

Setning 11.9.2Ef AABC er prihyrningur med hlidaa, b og ¢ merktar skv. hefd, pa elr
flatarmal hans

F= %absin(C) = %acsin(B) = %bcsin(A)
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Daemi 11.9.1.Gefinn er rétthyrndur prihyrningur med langhlid 13 og skarhénb.
Finnid flatarmal prihyrningsins.

Lausn:

Vid byrjum & ad finna hina skammbhlidina. Hing13? — 52 = \/144=12. ba er audve
ad reikna flatarmalidA = 12-5- 1 = 30.

—

Daemi 11.9.2.Gefinn er prihyrninguAABC meda = 3 b =8 ogC = 60°. Finnid flatar-
malio.

Lausn:

Skv. t6flu ad ofan pa er i) = ¥2 pvi faum vig

F = absin(C) = = -3-8-sin(60°) = 12 ? =6V3

NI

11.10 Sinus- og kosinusreglurnar

Skodum adeins betur j6fnuna fyrir flatarmal prihyrnings.

Hun gefuriabsin(C) = Zacsin(B) = 1bcsin(A)

Ef vid margdldum i gegnum pessa jofnu med staerag%@ifaest freeg regla sem er oftast
kollus sinusreglan:

Ad lokum setjum vid fram freega reglu sem er oftast kollud kasreglan:

Takiod eftir hvad kdsinusreglan likist reglu Pypagorasaer leru eins fyrir utan ad i kosin-
usreglunni beetist vié lidur-2abcogC). | rauninni er regla Pypagoérasar bara sértilvik af
kosinusreglunni. | seinni kéflum munum vid nefnilega frangja hornaféllin pannig ad
vid getum reiknad kosinus af horni sem eru steerri éh B@ kemur i 1jos ad cg90°) = 0.
Pannig ad e€ = 9C° er stungid inni késinusjofnunna feest regla Pypagorasar.
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Pad er ekki mjog flokio ad sanna kosinusregluna: A

Teiknum upp prihyrninginn
AABC pannig ad hann hafi hlidina a sem grunnlinu. b h
Merkjum inn haedina h og nefnum fotpunkt heedarinnar P

Ef prihyrningurinnACAR, er skodadur sést ad 4 Pa
CR C a
cogC) = % eda |CPRi|=DbcoqC)

Athugum einnig ad & |CPa| + |PaB| svo ad
|PaB| = a— |CPa| = a—bcogC)
Notum nu reglu Pypagorasar a sitthvorn prihyrningank@AP, og ABAP, til pess ad fa
h2=b>—|CRs? og M =c?—|PaBJ?
Setjum pessatr j6fnur saman til pess ad fa:
b? — |CPa|? = ¢? — |PAB|?
Setjum nu inn gildin 4CPa| og |PAB| sem vid vorum buin ad reikna til pess ad fa
b2 — (bcogC))? = ¢ — (a—bcogC))?
begar reiknad er uppdr sviganum sést ad lidurirfrtbs’(C) dettur Gt og eftir stendur

b2 =c?—a?+2abcogC)  semjafngildir &= a®+b?—2abcogC)

Daemi 11.10.1.Hvasshyrndur prihyrninguhBC hefur hlidarlengdirc = |AB| =5, a=
|IBC| =6, b= |CA| = 7. Finnid co$/ABC).

Lausn:
Samkveemt kdsinusreglu bf = ¢ 4 a® — 2accog ZABC). Med pvi ad faera yfir faur

Vid svo

—4

2+a?-b? 524+62-72 12
cog ZABC) = e~ 256 "800 E
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B ° ]
[/
Deemi 11.10.2.Teiknum ferhyrning ABCD 100
sem er pannig afAB| =5, |BC| = 6, |AD| = 8,
ZABC= 100" og ZACD = 40C". 5
Finnid |AC| og sin ZCDA).
A

Athugasemd:

Vid erum ekki buin ad skilgreina hvad od90)

er pvi hornid er of stort, vid skulum samt leyfa

okkur ad stimpla pvi inni vasareininn pvi ad i raun 8
gilda sinus og késinusreglan fyrir 61l horn.

Lausn:
Notum fyrst késinusregluna & prihyrninginABC il ad finna|AC|. Skv. henni gildir:

|AC|? = |AB|2 + |BC|? — 2|AB||BC| cog ZABC)

—5%4+62—2-5-6c04100°) = 61— 60c0$100°)

svo ad

|AC| = /61— 60c0$100°) ~ 8,450969806
Notum nu sinusreglu & prihyrningidd®CD til ad finna sir{ ZADC):

sin(ZADC)  sin(Z/ACD)
IACl |AD|

svo ad

sin(/ACD) _ sin(40°)

in(ZADC) = |AC R~
Sin(/ADC) = [ACI" 1 .

-8,450969806< 0,679022335

12 Flatarmyndir, flatarmal og rammal

12.1 Flatarmél ymissa forma

Flatarmal rétthyrnings:

Flatarmal samsidungs:



Flatarmal hrings:

Flatarmal sporbaugs:

F=a-b-m

Flatarmal prihyrnings:

Flatarmal prihyrnings (2):

F = -a-bsin(a).

13 Fall

_n
I
‘@
N
>
Q
o
o ©
j H

13.1 Varpanir og foll

Vorpuner eitt allra miklvaegasta hugtak sem notast er vid i stee@dfistjog mikilveegt er
ad nemendur reyni ad skilja petta hugtak til fullnustu og tjleinkad sér notkun pess.
Utskyringar & vérpun eru pvi midur oftast frekar torskiliggar peim sem eru 6vanir staerd-
freedi, en med deemum og aefingu skyrast hlutir betur.

Latum X ogY vera mengi.Vorpunfra X i Y er regla sem Uthlutar sérhverju stakf ina-
kveemlega einu stakiM. Hefdin er ad takna slika vorpun (reglu) med bokstaf.

Ef f ervorpun fraX i Y ogx € X, pa tdknum vid med (x) stakid iY sem reglan (vorpunin)
f Gthlutar stakinw.

MengidX kallastskilgreiningarmengédaformengivorpunnarinnar og mengid bakmengi
hennar.

f Varpanir eru taknadar med ymsum heetti, til deemis

f:X=Y, Xy eda XY, x— f(x).

Athugasemd:
Pegar bakmengidy, er hlutmengi i mengi raun-
talna, R, pa télum vid stundum unfall, en ekki
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vorpun | raun er fall bara akvedin gerd af vorpun.

Deemi 13.1.1. (a)
LatumX =R ogY = R. Skilgreinum na vorpun (reglu) . Sem segir ad sérhverju stdki
x i R verdi Gthlutad stakinu? i Y. Kéllum pessa vorpuri
Pessi vorpun (regla) tthlutar t.d. stakinuX $takinu Z =4 {Y, og hun Gthlutar stakinl
9i X stakinu @ = 81 Y. bess vegna skrifum vi(2) = 4 og f (9) = 81
Oftast vilja menn pé geta skrifad pessa reglu i tAknmali didgan hatt, og nenna ekki
ao skrifa textann sem hefur verid skrifadur i pessu deemitlEgri leid til ad skilgreing
pessa vorpun hefdi verid ad skrifa:

f:X=Y, f(x) =x2

Athugum ad hér er bakmengi®svo adf er fall.

(b)

Varpanir eiga oft vid um eitthvad annad en tolur, tokum deemipad:
LatumA vera mengi allra islenskra orda 8gvera mengi allra islenskra békstafa. Skil-
greinum nu vorpun & sem Uthlutar sérhverju ordiA fyrsta bokstafnum i pvi. Koéllurp
pessa vorpug.
Pessi vOorpun Gthlutar ordinu ,hundur” bokstafnum ,h” og pesegna skrifum vig
g(hunduy =h
Pessi vorpun Gthlutar ordinu ,kirkja” bokstafnum ,k” og [sesegna skrifum vid
g(kirkja) = k.

[ lidnum & undan nadum vid ad skilgreina vorpuninaned formulunnif (x) = x2. Hér
er engin formula til og vid verdum ad lata okkur naegja ad Utakyana med ordum.
(c)

Stundum pegar vid erum ad vinna med endanleg mengi getunkigdesnt vorpun meg
pvi ad dkveda hvad hun gerir stak fyrir stak. Tokum deemi urtapet

LatumW = {1,2,3} ogZ = Q. Skilgreinum na vorpu fraW i Z med reglunni:
hvarpar stakinu 1 i staki8

hvarpar stakinu 2 i stakigss,

h varpar stakinu 3 i stakio 8

Hér erum vid buin ad skilgreina vorpun (reglu) med pvi eidiiada ad akveda hvad vorp-
unin (reglan) gerir vid hvert stak i formenginu.

Fljotlegri leid til ad gera sama hlutinn hefdi verid ad skrif
Latumh vera vorpunina fr&V i Z sem er skilgreind med

3 11
s @ =55, hd=8

Athugum ad hér er engin sjaanleg formula eda regla til ag@esaman stokin tvo og tve,
reglan er bara buin til stak fyrir stak.

Athugasemd:

| steerdfraedi sem er & einhvern hatt hagnyt er langoftast &desjtilgreina varpanirnar eda
follin sem unnid er med utfra formulu eins og i @).

Mikilveegt er ad skilja ad adrar varpanir og foll eru samt til.
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13.2 Graf vorpunar

Graf vorpunarinnarf er hlutmengi i faldmenginu
X xY sem skilgreint er med

{(x, f(X)) e XxY;xeX}.

Athugum ad samkvaemt skilgreiningu er graf ekkert |
nema mengi, en ekki eins konar mynd eins og margir {(x,y) € XxY;y= f(x)}

gera sér hugmynd um.

pegarf er fall fraR i R pa er hinsvegar haegt ad sja

fyrir sér petta graf myndraent og oft er mjog gagnlegt ad teikpp mynd af grafinu sem
hlutmengi iR x R.

Pegar teiknud er mynd af grafi falls, er i daglegu tali oftaktd um ad teikna upp fallid.
pad ad teikna upp fall er saraeinfallt:

Teikna skal mynd af fallinu f

1. Valdir eru nokkrir punktar x x2, X3, ..., Xn i R.
(i raun ma velja pessa punkta hvernig sem er en ef madur \ijotsa mynd af fallinu
er best ad fara eftir akvednum reglum. [ seinni kafla eru tes&greglur til ad velja
pessa punkta.)

2. Tolurnar f(xq), f(X2), f(x3),...f(Xn) eru reiknadar ut.
3. Punktarnir(xy, f(x1)), (x2, f(x2), (X3, f(X3), ...(Xn, T (Xn)) eru markadir i hnitakerfid.

4. Ferill er teiknadur sem fer i gegnum alla punktana. Pessilfparf ad fara sem
beinustu leid a milli punkta, en ekki telst godur sidur agasebrn a ferilinn.
Reynt ad fara akvedinn milliveg milli pess ad lata feriliravd sem beinustu leid a
milli punkta og lata hann ,beygja sem minnst”

13.3 Adgerair a féllum

Latum f ogg vera einhver foll fra mengK yfir i Y = R. Pa getum vid notad reikniadgero-
irnar &R til ad skilgreina ny foll. Vid skilgreinumsummy mismunog margfeldifallana
mea:

Skilgreining 13.3.1.

f+g)(x) =f(x)+9(x), xeX,
(f-9)(x)=f(¥)—9(x), xeX
(fo)(x) = f(¥a(x),  xeX.

Ef g(x) # O fyrir 6ll x € X, pa getum vid einnig skilgreirkvétaé fallannaf og g med

formdlunni
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Athugasemd:

Sumum sem eru ekki ordnir vanir hugtakinu ,fall” geeti furtdiessar skilgreiningar skritn-
ar, eda fundist vid ekki vera ad skilgreina neitt. betta sswiega mjog augljés og nattlru-
leg skilgreining en samt naudsynleg.

Tokum sem daemi fyrsta lidinaf +g)(x) = f(x) +g(x). Utskyrum i ordum hvad petta
pyair.

Hér er verid ad bua til nytt fall (nyja tthlutunarreglu)a Nyja fallid (Nyju Uthlutunar-
regluna) koéllum viof +g. Pad Uthlutar sérhverju stakic X stakinu sem er fengio med
formulunni f (x) +g(x).

13.4 Lotubundin foll

Vid segjum ad fall sé lotubundid ef pad i vissum skilningi ertdkur sjalft sig aftur og
aftur, formleg skilgreining er:

Skilgreining 13.4.1. Fall f : R — R er sagt vera lotubundid med lotuef a € R og
f(x+a) = f(x) fyrir 6ll xe R

Sérstaklega skal taka fram ad pegar vid segjum ad einhwea & lota einhvers fall$ pa
er ekki par med sagt ad pad sé minnsta mogulega lotan. Fallohed getur lika haft lotu
2.

Vid sjdum lika ad ef er lota einhvers falla pa verdur 2 lika lota fallsins pvi ad fyrir 6ll
x faest

f(x+2a) = f((x+a)+a) = f(x+a) = f(x)
Audvelt er ad sja ad svona er haegt ad halda afram fyrir allidartiélur og vid faum reglu:

Setning 13.4.1Latum f : R — R ver lotubundid fall med lota, pa erf (x+na) = f(x)
fyrir 6ll n e Z og oll x € R.

Oft er paegilegt ad notfaera sér petta hugtak til ad skilgreynfbll:

Deemi13.4.1.Latum f : R — R vera fallid sem er med lotu 2 og er skilgreint nLé
formulunni:
f(x) = |X| ef xe[-1,1]

Tokum eftir ad formulan er adeins tekin fram fyrir bili& 1, 1] en han naegir samt til 1’5
skilgreinaf oOtvireett & 6lluR pvi ef x er tala sem er ekki a pessu bili getum vid allaf
fundid f(x) med pvi ad notfeera okkur pad ad pad er med lotu 2. Til deemislefae
f(5) pa getum vid notfeert okkur lotu fallsins til ad reikna:

f(5)=f(—1+3-2) = f(-1) =|—1|=1

Tokum eftir ad vio purftum ad ,feera okkur” inn & sveedi par sef@mulan fyrir f var
gefin. Hér ad nedan er mynd af fallinu. Upphaflega lotan senm gefmed formulu e
morkud innan vid punktalinur.
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13.5 Jafnsteed og oddstaed foll

Skilgreinum jafnstaed og oddsteed foll:

Skilgreining 13.5.1. Latum f : R — R vera fall.
Vid segjum adf sé jafnsteett ef (—x) = f(x) fyrir 6ll xe R
Vid segjum adf sé oddsteett ef(—x) = —f(x) fyrir 6ll x € R

Skodum pessar skilgreiningar myndraent.
Fall er sagt jafnsteett ef myndin af grafi pess er eins sittinmoegin vidy-asinn.

Fall er sagt oddsteett ef myndin af grafi pess verdur speglu&-am ef feert sig er yfir

y-asinn.

Deaemi 13.5.1.Skerid ar um hvort féllin séu jafnsteed, oddsteed eda hvorugt.
(a)

f 1 R — R gefid medf (x) = x?

(b)

g: R — R gefid medg(x) = x3

(c)

h: R — R gefid medh(x) = x> +x3

Lausn:

(a)

f er jafnsteett pvi ad fyrir 6k € R gildir f(—x) = (—x)2 =x% = f(x)
(b)

g er oddsteett pvi ad fyrir 6k € R gildir g(—x) = (—x)° = —x3 = —g(x)
(©)

deemi umx pannig adh(—x) # h(x) ogh(—x) # —h(x).
Ef ad vid profumx = 2 faum vid adh(2) = 12,h(-2) = —4.
Vid sjaum pa ad(—2) # h(2) ogh(—2) # —h(2).

Hér erh hvorki jafnsteett né oddsteett. Til ad syna pad purfum vidadikéga ad finna
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Deaemi 13.5.2. Skilgreinum fall f : R — R med:

F(x) = 0 efxeroreed tala
- | 1 efxerreedtala

(a)

Skerid ar um hvortf er jafnsteett, oddsteett eda hvorugt.

(b)

Finnid allar lotur fallsinsf.

Med 6drum ordum, finnid einfalda framsetningu & menginu:

{a€R; aer lota fallsinsf }

Lausn:

(a)

Augljost er ad ek er reed tala pa erx lika raed tala.
Vid faum pess vegna ad fyrir allar reedar toker f (x) =1 og f(—x) = 1. bPess vegna er
f(X) = f(—x) ef x er reed.

Eins sést ad (x) = f(—x) ef x er 6raed tala.

Allar télur eru annad hvort reedar eda Oraedar svo ad vid hoangid

f(—x) = f(x) fyrir 6ll xe R
Med 6drum ordum pa er fallid jafnsteett.

(b)

Skiptum daeminu i tvo lidi:

1. Synum fyrst ad sérhver raed tala er lota fallsins

Latuma vera raeda tolu.

Vid purfum ad syna ad fyrir 6k € R pé gildi f (x+a) = f(x).
Ef x er lika raed tala pa er audvelt ad sja ad summara er lika raed tala pegs
vegna faesft (x+a) = f(x) fyrir 6ll raed x
Ef x er 6reed tala pa er audvelt ad sjaraé a er lika oreed. Pess vegna gil@ir
f(x+a) = f(x) fyrir 6ll 6raed x.

Oll x € R eru annadhvort raed eda 6raed, og pvi héfum vié synt ad

f(x+a) = f(x) fyrir 6ll xe R
Med 6drum ordum pa e lota fallsinsf.

2. Synum naest ad engin Oraed tala sé lota fallins
Latuma vera Oreeda tolu.
Vid purfum ad syna ad til er taley p.a. f(xo+a) # f(Xp).
Latumxg = —a, pa erxp Oraed svo ad (Xp) = 0.
Hinsvegar erf (xo+a) = f(—a+a) = f(0) = 1 pvi ad 0 er raed tala.
Vid héfum fengid adf (xo+a) # f(Xo) svo ad fallid hefur ekki lotwa.

Aflidum 1. og 2. sést ad er lota fallsinsf p.p.a.aa sé reed tala.
Med 6drum ordum er
{a€R; aerlotafallsinsf} = Q
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13.6 Einhalla foll

Fall er sagt vergaxandief myndin af grafi pess gerir ekkert nema vaxa.

Skilgreining 13.6.1. LAtumX C R, og f : X — R vera fall.

e Ef um sérhvexy, xo € X sem eru valin pannig ad > xo gildir
f(x1) > f(x2)

P& erf sagt vera vaxandi fall.

e Ef um sérhvexy, x, € X sem eru valin pannig ad > xo gildir
f(x1) < f(x2)

ba erf sagt vera minnkandi fall.

e Ef ad ojofnurnar fyrir fallgildin i skilgreiningunum veerdrangar veerif sagt vera
stranglega vaxandi/minnkandi fall.

¢ Fall sem er annad hvort vaxandi eda minnkandi er sagt vehakan

¢ Fall sem er annad hvort stranglega vaxandi eda stranglegakamdi er sagt vera
stranglega einhalla.

14 Marglidur

14.1 Marglidur
Marglida er fallp: R — R sem takna ma med formalu af gerdinni
P(X) = anX" +an-1xX"" "+ +ax+ao

par serm € NU {0} studlarniraj eru rauntolur og, # 0.

Nattarulega talam kallast stig margliounnar. Stig margliquer taknad med deg
Marglidan er s6go vera stodlud af = 1.

Um marglidur gildir mikilveeg regla:

Setning 14.1.1Latum p(x) = anX" + ... + agX+ ap 09 q(X) = byX™+ ... + bix+ bo vera
maraglidur af stigh og m.

Ef p(x) = q(x) fyrir 6ll x€ R paern=mog

ag=Dbg,a1=>Dby1,...,80=bnm
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Pessi regla segir i téludu mali ad marglidur eru jafnar pap.allir studlar peirra séu jafnir.
Til ad sanna pessa reglu parf annadhvort pekkingu i linubdgebru eda nota sér sam-
felldni marglidunnar og prepun. betta eru hugtok sem er blld ad kynna ennpa og pess
vegna verdur sonnuninni sleppt hér.

Deemi 14.1.1. (a)
4 . : .
p(x) = 3X° + X% — = er deemi um marglidu. Hér ey = —f—;', =T a=300a =

az = a4 = 0 bessi marglida hefur stig 5. HUn er ekki stddlud pvagé- 3

(b)
g(x) = 3* er ekki marglida.

14.2 Nullstédvar marglioa

Ef p er marglida ogxp er tala p.a. p(xg) = 0 pa segjum vid a&p sé nullstod edarot
marglidunnaip.

Sumar marglidur hafa engar nalistédvar eins og t.d. maaglig{x) = x> + 1 (sem sést af
bvi ad talanx? er steerri en O fyrir 8IK).

Adrar marglidur hafa margar nallstodvar, eins og til deemagtidang(x) = x> — 1 sem
hefur nullstédvarnax = 1 ogx = —1.

Fjoldi nullstodva marglida er p6 takmarkadur eins og frammkei eftirfarandi reglu:

Setning 14.2.1Latump vera marglidu af stign. Fjoldi mismunandi nallstédva marglig-
unnarp er pa i mesta lagi.

Margliour koma oft fram pegar reynt er ad lysa nattarunni re@8rofraedi, og pvi teljast
marglidur vera mikilvaeg foll.

Pad er pvi mjog gagnlegt ad geta fundid allar nallstodvangefi marglidup. Pegar allar
nallstédvar marglidwp eru fundnar er i daglegu mali talad um ad leysa margliquna

Til eru einfaldar formulur til ad leysa allar fyrsta og ansatigs marglidur. baer verda Ut-
skyrdar i naestu koflum.

Einnig eru til adferdir til ad leysa pridja og fjorda stigs gidur en paer eru téluvert flokn-
ari og veroa ekki skyrdar hér.

[ langan tima reyndu steerdfreedingar ad leysa marglidur afifanstigi og heerra. Arid 1823
tokst manni ad nafni Niels Henrik Abel hins vegar ad sannarglanidurstodu. Honum
tokst ad sanna ad ekki er haegt ad leysa almennar marglidtigefimm og heerra. bad er
nidurstada sem gridarlega flokid er ad sanna. Pad eitt a®[setsa nidurstddu formlega
fram telst vera allt of flokio fyrir pennan texta.
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14.3 Fyrsta og annad stig marglida
Fyrsta stigs marglidur
Fyrsta stigs marglida er fall af gerdinpix) = ax+ b, par sema # 0 ogb € R. Pessi

marglida hefur i mesta lagi eina nullst6d. Pessa nullst@uérellt ad finna. Madur ein-
angrar einfaldlega ur jofnunniax+b = 0 og feerx = —b/a.

Daemi 14.3.1.Finnid nullst6d marglidunnagp(x) = 4x+ 8.
Lausn:
Leysum ur jofnunni £+ 8 = 0. Faum:

Ix = —8 sem jafngildir x=-2

Marglidan hefur eina nallsto®= —2

Annars stigs marglidur

Latum p(x) = ax? 4 bx+ ¢ par sema # 0 ogb,c € R vera marglidu af stigi tvd. Talan
D = b®— 4acnefnist pa adgreinir marglidunnar. Lausn marglidunmparf ad skipta i prju
tilvik.

1. EfD < 0 pa hefur marglidamp enga nullstod

2. EfD = 0 pa hefur marglidamp eina nullstdck = ;—:

3. EfD > 0 pa hefur marglidamp tveer nullstodvar:

_ —b+vD o X_—b—\/ﬁ
 2a g 2= " 2a

X1
Sonnunin & pessu er ekki ykja flokin:
Einangra parf x Gtar jofnunni &+ bx+ ¢ = 0. Ef deilt er med a badu megin
jafnadarmerkis faest jafnan
X2 + E)x-i— c_ 0
a a
NU leggjum vid t('jlunag2 — £ vid badu megin jafnadarmerkis til ad fa

, b B ¢
X4 X

42 42 a

Ferningsreglan er notud vinstra megin jafnadarmerkisigsheegra megin eru brotin [6gd
saman til ad fa:

<x+£>2— b? — 4ac
2a)  4a?

Skiptum na i prju tilvik:
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1. Ef ¥ —4ac < 0 pa er steerdin vinstra megin jafnadarmerkisins jakveed erest ar
haegra megin er neikveed. jafnan hefur pvi enga lausn.

2. Ef ¥ — 4ac= 0 pa stendur eftir jafnan:

<x+ 2)2 =0 sem jafngildir X+ B =0
2a) jaing 2a

—b
betta gefur svo x= —
g 2a

3. Ef ¥ — 4ac > 0 pa ma taka rot badu megin jafnadarmerkis til ad fa:

-t b N b2 — 4ac
2a 2a

sem jafngildir

— —b+vb?%—4ac

- 2a '

Daemi 14.3.2.Leysid jofnuna X2+ 3x— 5= 2.

Lausn:
Vid komum jéfnunni a stadlad form med pvi ad feera yfir jafnadarkid, p.e.
2x% +3x—7=0. ba getum vid stungid 6llu saman inn i lausnarformilu as8tgS

jofnu. Hérera=2,b=3 ogc=7

—3+/32-4.2.(-7) —3++/65
2:2 4

X =

Lausnirnar eru=35Y65 og =34v/68

14.4 Ppattun marglida

Ef tveer marglidump og q eru lagdar saman eda 6nnur dregin fra hinni verdur atkoman ny
marglida. Margfeldidqverdur einnig ny marglida, en pad sama verdur ekki sagt un dei
ingu. Ef p ogq eru marglidur pa er fallié; almennt ekki marglida.

Petta svipar daltid til heilu talnanna og alveg eins og me@&htlur getum vid skilgreint
ad ein marglida gangi upp i annari:

Skilgreining 14.4.1. Latum p og g vera marglidur. Ef ad til er marglidh pannig ag
p = hq pa segjum vid ad marglidag gangi upp i marglidunnp. P& skrifum vid likg
g =hedap/q=h
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Athugum ad sérhver margligagengur uppi sjalfa sig pvi gd=1-p

pad ad skrifa marglidg sem margfeldi marglida af leegra stigi kallggtttunmarglidu.
Marglidag er sogdopattanlegef engin marglida af laegra stigi €rgengur upp .

Marglida er sdgo vertullpattudef ad buid er ad skrifa hana sem margfeldi af 6pattanlegum
marglidum.

Pad getur verid mjog gagnlegt ad patta marglidur. Pess veggagnlegt ad vita fyrirfram
hvort pad sé i hofud heegt ad patta marglidu. Eftirfarandersggir til um pad:

Pad getur verid erfitt ad patta margliour, eftirfarandi aegkrir manni po lifio téluvert
léttara:

Pessi regla nytist vel vid ad patta marglidur. Sértilvik eépari reglu er nefnilega:

Deemi 14.4.1.Fullpattid p(x) = x2 + 2x— 5.
Lausn:
Hérera=1,b= 2 ogc= —5. Stingum pessu inni lausnarformulu annars stigs jofnl.

=

_ 2_4.1-(— _ _
e 2422 -4-1.(-5) _—2+24 _ 2i2ﬂ3:_1i\@
2 2 2
Samkvaemt reglu getum vid pvi pattad:

p(X) = (X— (=14 v6))(x— (=1 —V6)) = (x+1—V6)(x+ 1+ 6).




14.5 Deiling med afgangi

Eins og & heiltélunum er deiling & marglioum ekki fullkomipeim skilningi ad ef einni
marglidu er deilt med annari faest ekki alltaf marglida utd 8kilgreinum pvi deilingu med
afgangi til ad hjalpa okkur:

Skilgreining 14.5.1. Latum p og g vera marglidur. Pa eru til marglidsrog r pannig aél
p=qs+r 0og deg < deqq

pad ad finna pessar margligogr kallast deiling med afgangi.

Haegt er ad nota adferd sem er mjog lik Id6ngudeilingu meddieiltil ad deila marglidum
med afgangi.

Daemi 14.5.1.Deilid med marglidunng(x) = x-+4 i marglidunap(x) = x* 4-2x— 4 me6|
afgangi.

Lausn:

Med lI6ngudeilingu faest eftirfarandi

X3 —4x24+16x — 62
x+4) x* +2x -4
—x*— 43
— 453
4x3 + 16x2
16x2 +2x
— 16x2 — 64X
—6X —4
62x+ 248
244

petta segir okkur a§(x) = x3 — 4x? + 16x— 62 ogr(x) = 244. Vid getum nu skrifad:

X+ 2x— 4= (x+4) (6 — 4x% + 16x— 62) + 244,
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Daemi 14.5.2.Finnid allar raetur marglidunnas(x) = x3+x— 10. Gefid er a&k = 2 er
rot.

Lausn:

Vid vitum ad par senx = 2 er rét & marglidunni pa gengur marglidan 2 uppi marglio-
unni p. Notum marglidudeilingu til ad pattp.

X2 4+2x +5
x—2) x3 +x—10
— X34 2%2
24 +X
— 2X% 44X
5x—10
—5x+10
0

Af pessu sjaum vid ad
p(X) = (x—2) (X% + 2x+5)

Finnum na nallstédvar marglidunnaf + 2x+ 5. Vid notum til pess lausn annars stigs

marglidu. Faum:
e —2+v22-4-1.5 -24+./-16
2 2
Vid sjaum ad adgreinir annars stigs margliounnar er minni-&6 < 0.

Marglidanx? +2x+ 5 hefur pvi engar nullstédvax.= 2 er pvi eina nillstdd upprunalegu

marglidunnaip.

14.6 pl/g-adferd

Engin almenn leid er til sem ad leysir marglidur af haum stiglEftirfarandi regla getur

p6 nyst okkur stundum:

Setning 14.6.1Latumr(x) = apX" + an_1x""1 + ... + a;x + ap vera marglidu af stign
(an # 0) med heiltdlustudla. Ef ad reed tabelq er nullstéd marglidunnar pa gengump

uppiag 0g g gengur uppén.

Pessi regla segir okkur ad ef ad vid viljum finna einhverjdstad margliour (x) = a,x" +

an_1X" 1+ ... +aix+ag pa er rddlagt ad ,giska” fyrst & nullstédvarnar af geréiar‘par

semp gegnur uppég 0g g gengur uppay.

Daemi 14.6.1.Finnid einhverja nallstdd & marglidunnix) = 2x* — 5x% — 2x?> — 9
Lausn:
Mengi allra talna sem gengur uppi tolunni 2%e= {1, —1,2, —2}. Mengi allra talna ser]

—4
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gengur uppi tolunni 27 e = {1,-1,3,—-3,9, -9}

g-aéferé segir okkur ad vid eigum ad giska a nullst6d af gam'éﬁwpar semp € B og
geA.

Oll moguleg brot af slikri gerd eru 4 = 24 talsins, hins vegar ma i raun sleppa pll-
um minustélum i 68ru hvoru menginu pvi annars tviteljum vidérgar tolur. Sleppur
minustdlunum A og pa eru 12 moéguleikar:

—

11-1-133-3-399-9-9

1’2’172'1’227172°'1°271"7 2

Stingum 6llum pessum télum inni margliduna

r(3)=r(1)=-14
r(3)=-10
r(4)=r(=1)=-4
() =-%
r(8)=r(3)=0
r(3)=-%

r(52) =r(-3) =270
(5 =%

r(2) =r(9) = 9306
r(3) =315

r(52) =r(-9) = 16596
r(—TQ) _ 4905

4
ed pessari adferd fundum vid eina nullstod. Nefnilegastadinax= 3 pviadr(3) =0.

<

15 Inngangur ad reedum follum

15.1 Reaed foll

Ef r er fall sem tdkna ma med formulu af gerdinni

(x) = anxX" +an- X" 4. - arx+a
by XM 4 b1 XL+ .+ bix+bo
P& segjum vid ad séreett fall.
| pessari formulu en,m € NU {0}, studlarnira; og b; eru rauntélur fyrir 6lli og fremstu
studlarnir mega ekki vera 0, p.e.aag, by, # O.

petta er bara 6nnur leid til ad segja ad faflidallist raett fall ef til eru marglidup ogq p.a.
D
—q

Stofnbrotslioun

Latum p og q vera marglidur og latum = 2. Ef marglidurnarp og q eru af haum stigum
getur raeda fallid oft verid erfitt vidureignar. Pa er gagnlegt ad geta skrifa@m summu
af einfaldari reedum follum. Eftirfarandi regla getur paretum verid gagnleg:
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Setning 15.1.1Latum p og q vera marglidur af stigh ogm.
G.r.f. ad marglidam hafim olikar reeturag, ap, ..., am
P4 er til marglidas og fastarby, by, ..., by p.a.

P(X)

—— =5(X)+ + +...+
q(x) X—a X—ap X — am

Pegar pessari reglu er beitt pa segjumst vid verstafhbrotslidaraeda fallidp/g.
Vid sonnum pessa reglu ekki beint en lysum adferdinni tiladndbrotslida hér:

Stofnbrotslida skal reeda faIIi§ pbar sem p og q eru marglidur og

q(x) = X"+ ... + C1X+Co
er af stigim
1. Finnum allar nullst6dvar marglidunnar g.
Ef marglidan hefur faerri en m nullstédvar heettum vid pvi advpkar pessi adferd

ekki.
Ef m dlikar nalistédvar finnast kdllum vid peer,ay, ..., an.

2. Deilum marglidunni g uppi margliduna p med afgangi til p@® finna marglidur s
0g p. sem eru pannig adegp; < degq og p= sq+ p1. Pa ma skrifa:

P(X) p1(X)

—— =9(X

a9~ a0

3. Skilgreinum nyja marglidou’aqned pvi ad setja
dx) =meX™ 4+ (M—1)em X" 2+ ... +2-cox+1-¢1

4. Reiknum ut studlana by, ..., by, med formualunni

p1(a) Lo
= fyrir 6ll i
@
5. NU ma skrifa
b b b
M:s(x)Jr Loy 2 4y
q(x) X—a; X—ap X— am

Athugasemd
Peir sem eru komnir adeins lengra i steerdfreedi og pekkjeaudifinunu taka eftir ad i
adferdinni ad ofan pa er nyja marglidghdiffurkvétinn af marglidunni.

Daemi 15.1.1. Stofnbrotslidid reeda fallio
NE)

X34+ 2x2 —x—2

Lausn:
Hér erp(x) = x* — 2 0ogq(x) = X3 +2x2 —x— 2.
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1. Finnum nullst6dvag. [I
p/g-adferd sem lyst var i sidasta kafla segir okkur ad vid eigurpraéa hvor
télurnar—1,1, —2, 2 séu nullstédvar marglidunngr

q-1)=0 q(1)=0 q(-2)=0 q(2)=12

Hér fundum vid prjar mismunandi nullstéovarhefur stig 3 svo vid getum haldid
afram. Vid setjumay = —1,a, = 1 ogaz = —2.

2. Deilumq uppip med afgangi:

X—2.

$C+2¢—x—2) xt —2
X3 X2+ 2x

—23 4 x24+2x—2

2C+ 42 —2x—4

5x2 -6

Skv. pessu getum vid skrifad
P(x) = (x—2)q(x) + (5 — 6)
Vid setjumpy (X) = 5%° — 6 0gs(x) = x— 2.
3. Skilgreinum margliduna

dx)=3a1+2.2¢ =32 +4x—1

4. Reiknum ut;

b, — Pr@) _ pi(=D) _ 5(-1*-6 -1 1

YT g@)  J(-1) 3 (-12+4-(-1)-1 -2 2
_p(a) -1 _ pa(ag) 14
“Tq@ 6 % P q@) 3

5. Lausnin okkar er pess vegna:

x*—2 1/2  -1/6 14/3
=X—2+ +
X34 2x2 —x—2 X+1 x—1 x+2
Cx_24 1 1 14

2x+1) 6(x—1) ' 3(x+2)
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16 Visisfoll

16.1 Visisfoll

Visisfall er fall f : R — R sem skrifa ma med formulu af gerdinni

par serma > 0 er rauntala.
pad er fatt haegt ad segja um visisfoll eins og er. Hofunddeggdr nemendum ad rifja
upp veldareglurnar sem segir fra i kaflanum um veldareikning

17 Andhverfur falla

17.1 Andhverfa vorpunar

Skilgreining & andhverfu vorpunnar er svohljédandi:

Skilgreining 17.1.1. LA&tumA og B vera gefin mengi od : A— B vera vorpun.
Ef til er vorpung: B — A pannig ad

f(g(b))=b fyrir oll beB

09
g(f(a))=a  fyriroll achA

pa kallast fallidg andhverfa vorpunarinndr.
Andhverfa vorpunarinnaf er oft taknud med .

[ vissum skilningi er andhverfa vérpunarinnfusu vorpun sem gerir ,akkurat 6fugt” vié
pad sem vorpunir gerir.

Ef vid forum aftur i ordalag kaflans um varpanir og foll pa erpudnin f 1 st regla sem
athlutar sérhverju stakii(a) i B stakinua i A.

Tokum daemi um petta:

Daemi 17.1.1.Latum A vera mengi allra islendinga og vera mengid sem inniheIdIAr
allar islenskar kennitolur.

Skilgreinum nu vérpurk : A — B sem Uthlutar sérhverjum islendingi kennitélu sinni
péa er andhverfak!: B — Aog han Gthlutar sérhverri islenskri kennitélu islendingrju
sem a pa kennitdlu.
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Daemi 17.1.2. Skilgreinum fallf : R, — R, med formulunnif (x) = x°.

Finnid andhverfu fallsing.

Lausn:

Skilgreiningarmengid er hér jakvaedu rauntdlurnar, rélad var i raun skilgreint ser
andhverfa pessa falls.

Andhverfan erf ~1(x) = /X, stadfestum pad:

Fyrir sérhvertx € R, er (1/X)? = x.

Fyrir sérhverix € R, erv/x2 = x.

Andhverfan hefur verid stadfest.

=

Daemi 17.1.3.Skilgreinum fall f : R_ — R, med formalunnif (x) = x2.

Finnid andhverfu fallsing.

Lausn:

Tokum eftir ad petta er ekki alveg sama fallid og i deeminu anrfovi ad skilgreining:lf
armengid er annad, nu er skilgreiningarmengid neikvaedutédwrnar. Vid sjaum ad

x er neikvaed rauntala pa eh@ = —x.

Til deemis efx = —3 pa feest/x2 = /(—3)2=v/9=3= —(-3) = —x.
bess vegna er andhverfufallid i petta skipitid = —+/x.

Stadfestum pad:

Fyrir sérhverx € R, pa er(—/X)? = (y/X)2 = x

Fyrir sérhverix € R_ pa er—vx2 = —(—x) = x

petta stadfestir andhverfuna.

Deemi 17.1.4.Latumf : R — R vera fall gefio med formulunni
f(x) =x+4

Finnid andhverfu fallsins.
Lausn:
Skrifumy i stadin fyrir f (x) i formdlu fallsins.

y=x+4
Einangrunmx Ur pessari jofnu
X=y—4
petta gefur okkur ad andhverfaer
f~1(x) =x—4.

Deemi 17.1.5.Latum f vera fall gefid med formulunni

X+5
="

74



Finnid andhverfu fallsins.
Lausn:
Skrifumy i stadin fyrir f (x) i formalu fallsins

_ X+5
Cx=2
Einangrum n i pessari jofnu:
Faum
y(x—2) =x+5

Margféldum uppur sviganum og feerum yfir jafnadarmerkid diffa
yX—X=5+2y
Tokumx Gtfyrir sviga vinstra megin
X(y—1)=5+2y
Deilum i gegn medy — 1) til ad fa

O+
X= y_1

NU héfum vid einangra& ur upphaflegu jéfnunni. Andhverfufallid okkar er pa

_ 5+ 2x
f~1(x) = 1

(Athugum ad pegar skilgreiningarmengi falls er ekki tiigtema gera rad fyrir ad p
sé staersta mogulega skilgreiningarmengid. Skilgreinimgagi f yrdi pess vegna hdr
R\ {2}. Tveir er dregid frA menginu pvi annars yrdi deilt med n®kilgreiningarmen
andhverfufallsing —1 yréi R\ {1} utaf sému asteedu.)

18 Lograr

18.1 Lograr

Latuma vera jdkveeda rauntdlu og: R — R, vera visisfall gefid med formulunni

petta fall a sér andhverfu sem ad vid kdllaAogrann og er taknadur med

log,

Skv. skilgreiningu a andhverfu i kaflanum & undaradogrinn pess vegna fallid sem

uppfyllir:
log,(@*) =x  fyirdll xe R

og
a%%™ =x  fyiroll xe R,
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Pegar nemandi er bedinn um ad reikna ut tolung(bogfyrir gefin x og a er spurningin i
t6ludu mali pessi:

.| hvada veldi parf ad setja svo ad Gtkoman verd?”
par sem ad vid vinnum i tugakerfi & pessari jord pa er talantgindsm hafin yfir adrar

tolur. Pess vegna er tiu-logrinn oftast bara kalladur lngén pess ad taka fram téluna tiu
og hann er taknadur med log i stadin fyrir jgg

Daemi 18.1.1.Reikind
(2) logy(8)

(b) logs(81)

(c) log(1CP)

Lausn:

(@)

[ t6ludu mali er spurningin pessi:
I hvada veldi parf ad setja tvo svo ad Gtkoman verdi atta?”

Audvelt er ad reikna ad®2= 8, svarid er pess vegna 3 og pess vegna skrifum vid
log,(8) = 3

(b)

Audvelt er ad stadfesta ad 3 81, pess vegna er
logs(81) =4

(c)

Hér er engin tala sett i index svo ad vio drogum pa alyktun &d&um ad vinna med tl,l:
logrann. Svarid er eiginlega gefid i sjalfri spurningunnii @ i tdludu mali er spurningi
pessi;

I hvada veldi parf 10 ad vera til pess ad Utkoman verdi’10

pad aetti ad vera ljost ad svarid er 6 og pess vegna skrifum vid

log(10°) = 6.

18.2 Lograreglur

Um logra gilda nokkrar reglur:

Setning 18.2.1Fyrir a,b,x,y € R} ogr € R gildir:
1. log,(1) =0

76



So6nnum pessar reglur og tékum svo nokkur deemi:

1. Fyrir sérhvert ac R, paer & = 1, pess vegna er
log,(1) =0

2. Vid purfum ad syna ad ef talan a er hafin upp i veldid®ga(x) pa verdi ttkoman
1/x.
pad faest beint af veldareglum og skilgreiningu a logra:

a—loga(x) _ (aloga(x))—l _ X—l _ 1/X

3. Vid purfum ad syna ad ef talan a er hafin upp i veltti§,(x) + log,(y) pa verdi
Gtkoman xy.
pad feest beint af veldareglunum og skilgreiningu a logra:

0% (¥)+100a(y) — 5l0da(X) . 5l0Ga(y) — xy

4. Feest beint af lidurd og 3 nefnilega:
Ioga(X/y) = Ioga(x) + Ioga(l/y) = Ioga(x) - Ioga(y)

5. Vid purfum ad syna ad ef talan a er hafin upp i veldidg, (x) pa faest itkoman x

a_rloga(x) _ (aloga(x))r =X

6. Vid purfum ad syna ad ef talan a er hafin upp i veldiéy,(x)/log,(a) pa feest t-
koman x.
Athugum ad fyrir 6ll ab € R, gildir a = b'°%(® pess vegna feest:

logy (x) logp(X) logp(x)
Q%@ — (blogb(a))—|ogb(a) _ blogb(a)'—logb(a) — %) — x

Athugum ad a flestum vasareiknum er ekki haegt ad reikna ajtaldrfirleitt er bara takki
fyrir tiu-logrann sem er tdknadur med log. Pess vegna enireigla sex hér ad ofan mjog
mikilvaeg pvi ad hun segir sér i lagi ad fyrir sérhvar R er

_ log(x)
~ log(a)’

log,(X)
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Daemi 18.2.1.Reiknid an vasareiknis:
(a) logs(50) + logs(3)

(b) l0g(49) -log,(2)

(c) (logyp(1))*

Reiknid med vasareikni:

(d) log,(22)

(e) logy(5)

Lausn:

(a)

Vid notum reiknireglur prju og fjogur:
1
logs(50) +|095(§> = logs(5°-2) —10gs(2) = logs(5%) +10gs(2) —logs(2) = logs(5°) =2

(b)

Notum reiknireglu sex:

_ log;(49)

iog.(2) 1097(2) = logr(49) = logy(7%) =2

l0g,(49) - log,(2)

(©)
Notum reiknireglu eitt:
(logip(1))**=0"=0

(d)

Notum reiknireglu sex, stingum staerdinni (@g) / 1og(7) inni vasareikninn og faum

log,(22) ~ 0,629532003

(€)

Notum reiknireglu sex, stingum staerdinni [&g/ log(2) inni vasareikninn og faum

log,(5) ~ 2,321928095

19 Hornaf6ll og einingarhringurinn

19.1 Bogaeiningar

Hingad til héfum vid i dllum reikningum okkar notad meeligigunagradur til pess ad
meela horn. Samkvaemt skilgreiningu pa skiptir hin hringnupnjihundrud-og-sextiu
jafna hluta og einn slikur hluti er kalladur ein graoa.

Hvernig talan 360 vard fyrir valinu er ekki vitad fyrir visKenningar segja ad pessi tala
sé komin fra Babilon sem notudu tugakerfi byggt & télunni 6@lda a télunni 10 eins og
vid. Sumir benda & ad i tunglmanudi séu 30 dagar, og ad i &md 2 manudir, og halda
ad talan 366= 12- 30 sé komin padan.

Steerdfreedilega séd pykir talan 360 ekkert merkilegri emratilur og pvi engin asteeda
til ad bua til maelieiningakerfi byggt & henni. [ raun er til moiknattarulegri leid til ad
skilgreina nyja meelieiningu a horn. Pessa nyju maelieinik@lum vid bogaeininguog
han er skilgreind a eftirfarandi mata:
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Skilgreining 19.1.1. Latuma vera horn. Kéllum oddpunkt hornsigs
Teiknum hring med geisla 1 med midju i punktin® Armar hornsins skera hringinrj i
tveimur punktumA og B.
Steerd hornsing er pa jafnt lengd bogans a milli punktanAag B. (lengd hans eins dg
hann veeri meeldur med malbandi.)

A myndinni til hlidar sést mynd af horri. Buid er ad teikna
inn einingarhring & myndina og merkja inn skurdpunktana
ogB. Steerd hornsing er jafnt lengd bogans milh ogB sem
er feitletradur.

Samkveemt pessari skilgreiningu pa verdur heill hringyr
21 bogaeiningar pvi ad pad er ummal hrings med geisla

1.
Horn beinnar linu ert bogaeiningar og rétt horn €r boga-
einingar.

Stundum er meelieiningiRad notud fyrir bogaeiningar. |
hreinni steerdfraedi er samt sterkari hefd fyrir pvi ad latemho
vera einingarlaus og skrifa einfaldleg®BC = x i stadin fyrir /ABC= x Rad

Vesnlin milli grdda og bogaeininga er svona:

X Rad= <x- @) 0g X =X- 2n Rad
21

Deemi 19.1.1. (apkrifid § Radi gradum.
(b) Skrifid 70° i bogaeiningum.

Lausn:
(a)
T m 360\°
(b)
21 7

19.2 Einingarhringurinn og hornaféllin

Munum ad hringurinn sem er midju i punktinui® 0) i hnitakerfinu og geisla einn er kall-
adur einingarhringurinn.

I pessum kafla munum vid nota einingarhringinn og bogaeanititjad skilgreina horna-
follin & nyjan mata.
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NU er markmidid ad skyra steerdirnanga), sin(a), tan(a) og cot(a ):
Eftirfarandi Gtskyring virkar adeins ef unnid er i bogaeigum:
Teiknum einingahring i hnitakerfid.
Setjum blyantinn okkar i punktinii, 0) og faerum hann rangseelis eftir einingarhringnum
par til blyanturinn er buinn ad feerast um vegalengdma(Ef a er neikvaed tala férum vio
réttsaelis um vegalengdinan).

Hér er i lagi p6 ada sé stor tala og vio forum marga y
hringi i kringum einingahringinn.

Pegar blyanturinn er buinn ad ferdast um vegalengdina
o pa stoppum vid og moérkum punktinn P inné hnitakerfid 1 — (coga), sin(a))
par sem stoppad var. sin(a) ’
Kdsinus af horninao er na skilgreindur sem x-hnit

punktsins P, og sinus af horniruer skilgreindur sem

Vid skilgreinum svdan(a) og cot(a) med fordlunum 1 cos'(a) 1

y-hnit punktsins P. d X
far(e) = S o) (cosa) 20) \
—14
cot(a) = (;?;((g)) (sin(a) # 0)

Skodum adeins hvernig pessi utskyring tengist hornum.

Pegar vid feerum blyantinn eftir einingahringnum erum viéuminni ad maela hornid sem
hefur oddpunkt i hniting0,0), hefur jakveeda hlutgassins sem arm og hefur steerdma
ef pad er meelt i bogaeiningum. Vid héfum teiknad petta homd imyndina og par sést ad
efri armurinn gengur i gegnum punktifsem fékkst i utskyringunni hér ad ofan.
Setjum fram formlegri skilgreiningu & hornaf6llunum:

Skilgreining 19.2.1. Ef 0 < a < mtpa latum vidE = (1,0) ogO = (0,0).
Veljum nu punktinnP sem er i fjarlaegdinni einn fr®, sem hefury-hnit sem er ekk
neikveett og er pannig adEOP= a.

Vid skilgreinum coga) semx-hnit punktsingP.
Vid skilgreinum sirfa) semy-hnit punktsingP.
cos : R — R er 2r-lotubundna jafnsteeda fallido sem uppfyllir skilgreinimguad ofar

fyrir a € [0, 11
sin: R — R er 2rirlotubundna oddstaeda fallid sem uppfyllir skilgreininguad ofar]
fyrir a € [0, 17

Taka skal fram ad pessi skilgreining er algjorlega i samraiskilgreiningu hornafalla
sem sett var fram i kaflanum um prihyrninga.

19.3 Pekkt gildi & hornafdllum

Skodum nu nokkur gildi & i samhengi vid utskyringuna & hornaféllunum hér ad ofan.
Munid ad vid latum blyant byrja i punktinuifi, 0) og faeerum okkur eftir einingarhringnum
eins langt ogx segir til um, og endum i punkp.
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1. Efa =0 pa feerum vid okkur ekki neitt. Vid endum i sama punkti og wéiim i og
pess vegna verddt = (1,0). bPess vegna er c@ = 1 og sin0) = 0.

2. Efa =r1/2 pa faerum vid okkur rangseelis um fjéroung af hringnum (urmmialgsins
er 2m. Vid endum semsagt i topppunkti hringsins sem hefur Rnit (0,1) svo
coq1/2) =0o0gsinm/2) =1

3. Efa = mtpé feerum vid okkur rangseelis um halfan hring. ba erum vidcst@ainkt-
inumP = (—1,0) svo ad coéim) = —1 og sinm) =0

Svona geetum vid lengi haldid afram.
[ kaflanum um prihyrniga leiddum vid Gt sinus fyrir tvé hornidbot, setjum upp toflu

19.4 Myndir af hornaf6llum

X | sinx | cosx | tanx | cotx
0| O 1 0 —
1 3 1
R 7 | V3

V2 V2
57|l
T
3| 2 2 V3 NE
g 1 0 —— 0

Mikilveegt er ad nemandi geti séd fyrir sér hornaféllin & nergismunandi vegu. Ein
leidin er ad sja fyrir sér einingarhringinn, en pad er einmigilvaegt ad pekkja myndirnar
af grafi peirra ef litid er a pau sem venjuleg foll. Pau litars@it:

y
1 sin(x)
X
-3 -2 -1 1 2 3N4 5 6 7 8
/1 \/
y
1 cogx)
X
-3 -2 -1 1 2 3 45 6 7 8
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3 tan(x)

3 cotty)

Takid eftir ad oll féllin eru lotubundin med lotur2

Takid lika eftir ad kosinusinn litur naestum alveg eins Gt imgisinn, eini munurinn & grof-
unum er ad buid er ad hlidra 6dru til hlidar ummidad vid hitt.

Sinusinn og késinusinn eru takmorkud foll, takmoérkud afieirad ofan og minus einum
ad nedan.

Tangensinn og kotangensinn eru ekki takmorkud heldur atedu a plis eda minus 6end-
anlegt a sumum stédum. Pad eru stadirnir sem kosinusinrimdsirsn eru null

19.5 Hornafallareglur

Um hornaféllin gilda margar reglur sem gagnlegt er ad muregar peirra er haegt ad sja
fyrir sér myndraent med einingahringnum. Vid skulum taka daem nokkrar slikar, og
rokstydja paer i samraemi vid utskyringuna ad ofan

(1) Rokstydjum ad
coqa) =cog—a) 0g sina) = —sin(—a) y

Vid byrjum i punktinum(1,0). Faerum okkur fyrst rangseelis eftir P
einingarhringnum um vegalengdinaog morkum par punktiniiPy,
feerum okkur svo rangseelis umog morkum par inrP. Audvelt er o

ad sja fyrir sér ad punktarnir munu hafa séralinit eny-hnit annars \ _Q
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hefur gagnsteett formerki midad vidhnit hins. En pad er einmitt
pad sem ad vid erum ad reyna ad rokstydja.

(2) Rokstydjum ad

coqm—a)=—coga) 0g sinNm—a) = sin(a) y

Vid morkum inn tvo punkta inna hnitakerfid. P, P
Pp mérkum vid med pvi ad feera okkur um hornid- a, en pad er
gert med pvi ad feera sig fyrst rangseelis wran svo aftur til baka o

réttsaelis um hornid.
P> morkum vid inna hnitakerfid med pvi ad feera okkur um hoinid
rangseelis.

P& er audvelt ad sja & og P, hafa sémuy-hnit enx-hnit peirra hafa
gagnstaed formerki. En pad er einmitt pad sem vid erum ad r@yna
rokstydja.

Pad er haegt ad rokstydja allskonar fleiri reglur & audveldatam
Hér verda nokkrar slikar settar fram, héfundur hvetur neffnenil ad reyna ad sja pessar
reglur fyrir sér myndraent.

cog—0) = cosB
sin(—B) = —sino,
coqm—0) = —cosh

)=
sin(tt—8) = sino,
cog6+ 1) = —cosh
sin(@+ 1) = —sined,
cos{zn 0)
—9)

sm(

Athugum ad allar reglur sem voru settar fram i kaflanum umypniinga gilda einnig al-
mennt fyrir hornafdll.

19.6 Andhverfur hornafallanna

Skodum adeins jofnuna
sin(x) =0

Segjum ad vid myndum vilja einangraitar pessari jofnu. NG geeti einhver stungid upp a
adx = 0 sé lausnin pvi ad siA) = 0.

Pad er pb adeins ad hluta til rétt pvi ad pessi jafna hefurri éendanlega margar lausnir.
x = 1ter lika lausn & pessari j6fnu og einnig-= 21

Raunin er ad- 1ter lausn & pessari jofnu fyrir o € Z.

Pad sem meira er pa eru petta allar lausnirnar. Pess vegharskid stundum

sin"1(0) = {n1t n€ 2}
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petta gildir um fleiri tdlur en 0. Jafnan $ik) = a hefur nefnilega 6endanlega margar lausn-
ir i x fyrir 6ll a e [—1,1].

Hinsvegar er audvelt ad sja ad nakveemlegaépessum lausnum er tekin af biliurt/2, pi/2].
Vid skilgreinum pess vegna nytt fall Arcsin sem ad er panidig a

Arcsin(a)= Xg
Pa og pvi adeins axp sé talan af biliny—1t/2, 11/2] sem uppfyllir jéfnuna
sin(xg) =a
Arcsin er pessvegna halfgerd andhverfa sinusfallsinsaspgas ad
sin(Arcsin(x)) =x  fyrir 6ll x e [—1,1]

han naer po ekki ad verda algjor andhverfan pvi ad pad ofugér gikki. b.e.a.s. ekki er
heegt ad fullyrda ad Arcsisin(x)) sé jafnt ogx.
T.d. er sir{2m) = 0 og Arcsin0) = 0 og pvi feest

Arcsin(sin(2m)) = Arcsin(0) =0

Vid skulum nu skilgreina andhverfur allra hornafallannenftega:

Skilgreining 19.6.1. 1. Arcsin: [-1,1] — [-T/2,T1/2]
er fallid sem uppfyllir

sin(Arcsin(x)) =x  fyrir 6ll xe [—1,1]

2. Arccos:[—1,1] — [0, T
er fallid sem uppfyllir

cogArccos(x) =x  fyrir oIl xe [—1,1]

3. Arctan : [—o, 0] — [—TT1/2,TT/2]
er fallid sem uppfyllir

tan(Arctan(x)) =x  fyrir 6ll X € [—oo, 0]

4. Arccot : [—oo,00] — [0,T7
er fallid sem uppfyllir

cot(Arccot(x)) =x  fyrir Oll x € [0, 0]

Tokum sérstaklega eftir bakmengjum fallanna.

Hér er bakmengi Arcsin fallsins bilip-11/2,11/2] pvi ad Arcsirfa) er lausnin a jéfnunni
sin(x) = a sem er tekin af pvi bili.

Hinsvegar er annad bakmengi fyrir fallid Arccos pvi ad Arg{@ er lausnin & jéfnunni
cogx) = asem er tekin af bilingo, 17

Bakmengi Arctan og Arccot eru valin af somu astaedum.

Tokum einnig eftir formengjunum.
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Formengid fyrir Arcsin og Arccos er bilig-1, 1] pvi ad féllin cos og sin taka bara gildi &
pvi mengi. Jafnan six) = 2 er til deemis 6leysanleg pvi ad sinusfallid er alltaf minna e
einn.

Formengid fyrir Arctan og Arccot er hinsvegar bilj@c, o] pad er af pvi ad pessi foll
eru 6takmorkud, jafnatan(x) = a hefur lausn fyrir 6lla. Samanber myndina af grofum
fallanna fyrir ofan.

Mikilveegt er ad geta séo fyrir sér andhverfur hornafalladamaynd.
Hér eru myndir af peim:

Arcsin(x)

~1 05 05 1
1+ Arccogx)

1 Arctan(x)

X

-3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 7 8
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20 Vigrar

20.1 Vigrar

LatumP; = (x1,y1) 0g P> = (X2,Y2) vera tvo punkta i plani

og drogum strik fraPy til P, og gefum pvi stefnu fréey til =

P,. betta stefnubundna strik nefnisgurinn fra R til P2 og / 2

er tdknad me®.P, og & mynd teiknum vid hann sem 6r fra P, PP,

Py til P,. Talanxy — x; nefnistlahnit edax-hnitvigursins og

talany, — y; nefnistléohnit eday-hnit hans. Radtvenndin

(X2 —X1,Y2 — y1) nefnist hnit vigursins. | sumum békum eru hnit vigra adgddirg hnitum
punkta med pvi ad skrifa pau med annars konar svifautn eda sem dalk z . betta
skiptir litlu mali, pvi a samhenginu a alltaf ad vera ljosbinvradtvennd er hnit punkts eda
hnit vigurs.

Hugsum okkur nu ad vid tékum einhverja adra punR$aog P,. Ef stefnubundna strikid
fra P5 til P4 er pannig, ad pegds er hlidrad yfirPy, pa hlidrastP, i P», pa segjum vid ad
P1P, og PP, skilgreini samavigur. Ef petta gerist pa eru hrig P, pau somu og hnisPy.
Vigur er pvi stefnubundid strik sem hefur engan fastan ufgsteda lokapunkt. Ef hann
er ritadur i planid sem vigur fra einum punkti til annars, fpéa knit hans pau sému hvar
sem hann er teiknadur. Venja er ad takna vigra med feitudekrjc.... NullvigurinnO er
vigurinn sem hefur hnitirt0, 0).

Sérhver punktuP i planinu skilgreinir vigurinrOP fra upphafspunktO til P. Hann nefnist
stadarvigurpunktsinsP. Hnit hans eru pau sému og hnit punktsihs

20.2 Polhnit vigra

Algengast er ad takna vigur med rétthyrndum hnitixqy) par
semx taknar larétta feerslu ogtaknar I6drétta feerslu sem vig- y v=(XY)
urinn stendur fyrir eins og lyst er ad ofan.
Stundum er p6 hentugra ad takna vigurinn med svokolludum | r
polhnitumaf gerdinni(r, 0)pg. 8
I pélhnitaframsetningu er fyrra hnitid, 14tid standa fyritengd
vigursins. X

Seinna hnitid g, er latid standa fyristefnuhornvigursins, en

stefnuhorn vigurs er skilgreint sem hornid sem vigurinn dgmmidad vid jakveeda hluta
x-assins ef upphafspunktur hans er settur i upphafspunéanitsinsO.

Med audveldri prihyrningafraedi sést ad vensl milli réttiu hnita og polhnita gefins vig-
urs eru gefin med

r' — A /X2+y2
X =1rcosH,
y =rsind.

Daemi 20.2.1. (afFinnid polhnit vigursing4, 3).
(b) Finnid polhnit vigursing—4, 3).
(c) Finnid rétthyrnd hnit fyrir vigur med polhnits, 11/3) ps1
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Lausn:

(a) y
4 I

Ef vigurinn er teiknadur upp sést ad stefnuhorn héns,
er a bilinu[0, /2] ef meelt er i bogaeiningum. St ;
Med einfaldri prihyrningafraedi sést ad (@ = 3 svo ag| 5l |
6 = Arctan(3) ~ 0.643501108. r }
Lengd vigursins er = /32+42 =5, (R
Hnit vigursins i polhnitum eru pess vegna B :

(5, 0.643501108. 1 2 3 4~
Lausn:
(b)
Hér sést & mynd ad stefnuhornid (sem er merkt & njynd y
med0) er & bilinu[r/2, 1. 41
Hornid sem er merkt meé inn & myndina er audvelt 80
finna med prihyrningafreedi. Vid hsfum tém) = 2 svo N 37
ad 5|
o = Arctan(3) = 0.643501108 | r
En pae®=1mn—a = 2498091545 l 11
Lengd vigursins faest sidan med jofnunni a ™~
r = /32442 = 5 P6lhnit hans eru pess vegna ‘4 *3 > 1

(5, 2.498091545,4.

Lausn:

(©)

Mun einfaldara ad skipta ar p6lhnitum i rétthyrnd hnit engifu
Hér setjum vid einfaldlega inn i j6fnurnar

1 5

272
V3
2

X=rcog0) = 5cos{g)5

y=rsin(8) = 58ir‘(g) =5

Svo rétthyrndu hnitin eru

3%
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20.3 Vigrareikningur

A mengi vigra i plani getum vid skilgreinum vié adgerdirnangagningu og fradratt. Vid
skilgreinum einnig margfoldun vigurs vid tolu.

Skilgreining 20.3.1. Latuma = (a3,a2) og b = (bs,by) vera vigra. Latunt € R vera
rauntdlu. Summa og fradrattur vigranna eru skilgreind med

a+b = (ay+by,a+by)

a—b=(ag—bg,ay—by)

Margfoldun vid tolu er sidan skilgreind med

t-a= (tag,tay)

Pessar staerdir eiga sér rumfraedilegar talkanir.

Summu tveggja vigranna og b ma tulka rimfraedilega sem vigurinn sem neer fréd upp-
hafspunkti vigursins til endapunkts vigursing eftir ad upphafspunktub hefur verid
stadsettur i endapunkii

Vigurinn a— b ma tdlka ramfreedilega sem vigurinn sem neer fra upphafspartktupp-
hafspunktd ef peir eru stadsettir pannig ad peir hafi sama lokapunkt.

Vigurinn ta ma tulka ramfraedilega sem vigurinn sem hefur sému stefnuigigrivn a en
ert-sinnum lengri.

Nokkrar reiknireglur gilda um vigra sem eru sannadar medubeita tilsvarandi reikni-
reglur fyrir rauntélur:

Setning 20.3.1Latuma,b og c vera vigra og,s € R vera rauntdlur. ba gildir:

(a+b)+c=a+(b+c) (tengiregla samlagningay)

(st)a= s(ta) (tengiregla margfoldunar)
at+b=b+a (vixlregla samlagningar)
t(a+b)=ta+tb (dreifiregla),

(s+t)a=sa+ta (dreifiregla),

a+0=a (O er samlagningarhlutleysa)
la=a (1 er margféldunarhlutleysa)
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Daemi 20.3.1.Reiknid (1,2) + 5(—2,5).
Lausn:
Vid byrjum a ad margfalda og leggjum sidan saman hnit fyrit:hn

(1,2) +5(—2,5) = (1,2) + (—10,25) = (—9,27).

20.4 Innfeldi vigra og horn

Innfeldivigra er adgerd & vigrum sem Gthlutar tveimur vigrams (a1,a2) ogb = (by,by)
rauntdlunni sem er gefin med formalunni

a-b=aib; +asby

Horn milli vigrannaa ogb er skilgreint pannig ad peim er hlidrad i sameiginlegan aigh
punkt og at fra hvorum fyrir sig er 6endanleg hélflina dreditarnio milli halflinanna er
skilgreint sem hornid milla ogb.

Lengdvigursinsa er svo eins og fyrr var sagt gefin med formulunni

|a| = \/aZ + a3

Vid fyrstu syn er ekki augljost ad innfeldi vigra hafi einhjaeramfraedilega talkun. 1 ljés
kemur po ad innfeldid er mjog natengt lengd vigranna og marid milli peirra. | pessum
kafla verdur fjallad um pessi tengsl.

Byrjum a pvi ad setja fram prjar einfaldar reglur:
1. |aj*=a-a
2. |a+bl?=a>+|b]2+2a-b
3. |a—b|?>=|a>+|b>—2a-b
Sonnum peer:
1. |a?= (/a8 +a3)2=a2 +aj = ajay + apay — a-a

2. |a+bl?=|(a;+by,ay+bp) > = (a1 +b1)2 + (ap +by)?
— a2 +b? + 2a1b; + a3 + b3 + 2axb, = |a]? + |b|% 4 2(asby + axhy)
= |a|?>+|bj>+2a-b

3. |a— b|2 = \(al— by,a — bz) 2 — (al— bl)z—l— (az— b2)2
= a%"’ b% - Zalbl‘Fa%—F b% — 229y = ‘a‘z—l— |b‘2 — 2(agb1 +aghy)
= |a]®+|bj2—2a-b

Skodum nu adeins betur j6fnuna i reglu prju hér ad ofan. Hiidi® a-b er einangrad
atar pessari j6fnu feest jafnan

1
a-b= §(|a|2+ [b|*—|a—b[?)
Haegra meginn jafnadarmerkis i pessari j6fnu koma einungis fengdir & vigrum og ljést

er ad peaer breytast ekki p6 svo ad vid snium eda hlidrum hmftake Pvi sjaum vid ad
eftirfarandi regla gildir:
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Med pessa reglu sér til hjalpar er audvelt ad sanna adalfeggea kafla. En hun segir
einfaldlega

Sonnum petta:
y

Latuma ogb vera vigra ogb vera hornid
a milli peirra. Eftir ad hnitakerfinu hefur verid hlidrad
0g snuid i kringum pa ma gera raad fyrir ad vigurinn
a sé samstefna x-dsnum. ba veréwstefnuhorn
vigursinsb og hnit peirra verda pa gefin med

b = (|b|cosB, |b|sinB)

X

a=(la,0) og b= (|b/cogb),|b|sin(6))
En pa er innfeldi vigranna

a-b=al|b|cog0)

Seértilvik af pessari reglu er oft notad i steerdfreedi, paceeilsikio pegar vigrarnira ogb
eru hornréttir hvor & annan. bekkt er ad kdsinus af réttui leonmill og pess vegna getum
vid sett fram eftirfarandi aukasetningu:

Daemi 20.4.1. aReiknid innfeldi vigranng1,1) og(2,1)?
b) Reiknid (1,2) - ((—2,1) — (12,0)).

Lausn:

(a)

Vid reiknum(1,1)-(2,1)=2-1+1-1=2+1=3.

(b)

Reiknum:

(1,2)-(-2,1) - (12,0)) = (1,2) - (~14,1) = 1- (~14) +2-1= —12
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Daemi 20.4.2.Finnid késinusinn af hornin@ milli (1,2) og (2,1).

Lausn:
Vid notum jofnuna(1,2) - (2,1) = [(1,2)||(2,1)| cog8) og med pvi ad einangra faum o

(1,2)-(21) 242 4

(1,2)]21)] V55 5

cog0) =

20.5 Pprihyrningséjafnan

Audséod er ad i prihyrningi er sérhver hlidarlengd minni ea @ summu hinna tveggja.
Ein pekktasta 6jafna staerofreedinnar er prihyrningsopafea han lysir pessari stadreynd i
baningi vigra:

SOénnum petta.

1. bad er pekkt stadreynd 480g0)| < 1.
Med adstod reglunnar ad ofan faum vid pess vegna:

a-b = |a[[b[cogB) < [a||b|

Af pessu feest svo:
la+b|? = [al?+|b|*+2a-b < [af* + b|* +2lal|b| = (|a] + |b])?
NU eru badar steerdirnafa+b| og (|a + |b|) jakveedar svo ad
la+b| <|al+|b]
2. Med pvi ad nota lidinn & undan faest
laj=|a+b—b|=|(a—b)+b| <|a—b|+|b]
feerum yfir jafnadarmerkid og faum
lal—[b[<[a=b] (%)

A sama hatt feest
Ib|—|aj < |b—a

En su jafna jafngidlir
—(la] = 1|b|) < |a—Db| ()

NU feest af«) og (xx) ad
|lal = [b]| < Ja—b].

20.6 Vigrar og hornafdll
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Latum@ vera eitthvad horn og skodum vigurinn y

ep = (cog0),sin(0))

bekkt hornafallaregla segir ad é08) -+ sir?(8) = 1 fyrir 1 ) S &g = (cog0),sin(0))
0ll 8 og pess vegna er audvelt ad finna leregd sin(0)

o] = \/co2(8) +sirP(8) = vi=1

b — — — — — — — — =

Skv. skilgreiningu & hornaféllunum sést lika ad stefnu- coé(e) 1
horn vigursinseg er 0 (sja mynd.)
Pesar upplysingar munum vid notfaera okkur til ad sanna sweghur fyrir hornafollin:

Soénnum petta:
1. Skodum vigranna
ex = (coga),sin(a))  og e = (cogP),sin(B))

Annar hefur stefnuhoro en hinnf svo hornid & milli peirra efa — B|.
Samkvaemt reglu ad ofan faest pess vegna

€q - € = |€a||ep| cog(|o —B])

NU vitum vid ad lengdir peirra er einn og innfeldid reiknund Vit fra hnitunum.
Vio faum:

coga)cogB) +sin(a)sin(B) = cog|a —B|)

NU er késinus jafnsteett fall svo ad af pessu faest
coga — B) = coqa)coqP) + sin(a) sin(p)
2. Stingum-Binn fyrir B i regluna i lionum a undan til pess ad fa

coga + ) = coqa)cog —P) + sin(a) sin(—P)

NuU er késinus jafnsteett fall og sinus er oddsteett fall svo ad

coqa+ ) =coga)cogP) —sin(a)sin(P)
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3. [ kaflanum um hornaféll voru settar fram reglurnar

sin(x)=co{3—X)  og  cosx) =sin(Z )

Vid munum nota pessa reglu i tvigang og vid munum einnig miitanla undan:
. Tt T
sin(a — B) = cog5 — (a —B)) = cos(5 —a) +B)

= cos(g— a)cogB) — sin(1—2T —a)sin(B) = sin(a) cog ) — coga)sin(P)

4. Stingum inn-f3 i stadin fyrir B i regluna & undan
sin(a + B) = sin(a)cog —B) — coga) sin(—fB)
NU er késinus jafnsteett fall og sinus oddsteett fall svo ad

sin(a 4 B) = sin(a) cogB) + coga) sin(B)

NU er mjog audvelt ad sanna reglurnar um tvofold og half horn:

SOonnum petta:
1. Stingum inm =x ogf = x i lid tvo i reglunni & undan og faum
cog2x) = cogx) cogX) — sin(x) sin(x) = cog(x) — sirf(x)

NG notum vid pekktu reglunzog(x) + siré(x) = 1.
Af henni feest annarsvegar:

cog2x) = cog(X) — sir?(x) = (1— sir?(x)) — sir?(x) = 1 — 2sirf(x)
0g hinsvegar:
cog2x) = cog(X) — sir?(x) = coF(X) — (1 —cog(x)) = 2cog(x) — 1
2. Stingum inrd = x ogf = x i lid fjogur i reglunni & undan og faum

sin(2x) = sin(x) cogx) + cogX) sin(x) = 2 sin(x) cogx)
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3. Skiptum ut x fyrir X2 i reglunni
cog2x) = 2cog(x) —

og faum

cogX) = 2cog(x/2) —

einangrumcogx/2) og faum

cos(x/2) = + %2)“
4. Skiptum at x fyrir X2 i reglunni
sin(2x) = 1— 2sirf(x)
og faum
sin(x) = 1— 2sirf(x/2)
einangrumsin(x/2) og faum
sin(x) — 1

sin(x/2) = >

21 Formengi og varpmengi, eintaekni og ateekni

21.1 Myndir og bakmyndir

Latumf : X — Y vera einhverja vorpun.
Rifjum upp ad mengiX kallast formengi vorpunarinnar og ad menyid&allast bakmengi
hennar.

Latum n0A vera eitthvad hlutmengiX, og B vera eitthvad hlutmengi¥.
P& getum vid skilgreint mengin:

= U{f(@}={f(a) acA}

acA

0g
f~1(B):= {xe X; f(x) € B}.

Mengid f ~1(B) er i raun mengi allra peirra staka sem vapast i meBgid
Athugum agd fyrir 6ll hlutmengA oogB mun gilda:

f(A)cY og 1B cX

21.2 Einteekar og ateekar varpanir

Latumf : X — Y afram vera einhverja vorpun.

Latum nayp € Y vera eitthvad stak i bakmenginu. Oft er getur verid gagrdégtita hvort
haegt sé ad finna einhverja lausn a jéfnunni

f(X) =Yo

p.e.a.s. hvort haegt sé ad finna eitthxa& X p.a. f(xg) = Yo.
Ef ad pessi jafna hefur lausn fyrir sérhvggte Y pa segjum vid ad vorpunin séeek
Formlega:
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Skilgreining 21.2.1. Vorpun f : X — Y er s0go vera ateek ef fyrir sérhvere Y er til
X € X pannig adf (x) =.

Skodum nu aftur j6fnuna

f(X) =yo
Oft getur verid gagnlegt ad vita hvort pessi jafna hafi matgasnir. Stundum getur pad
nefnilega verid til vandraeda ef til eru tvo 6lik stikogxz i X p.a. f(x1) = f(x2) = yo.
Vid segjum ad vorpunin séinteekef ad pessi jafna hefur i mesta legi eina lausn fyrir
sérhvertyp €Y.
Formlega:

Skilgreining 21.2.2. Vorpunf : X —Y er s6go vera einteek ef fyrir sérhvere Y er til
i mesta lagi eitk € X pannig adf (x) =y.

Skodum nu jéfnuna einu sinni enn

f(X) = Yo
Ef ad pessi jafna hefur ndkveemlega eina laysin sérhvertyg € Y pa segjum vid ad vorp-
unin sé gagntaek. Tokum eftir ad pad gerist bara ef vorpuni@esii eintaekt og ateekt:

Skilgreining 21.2.3. Vorpun f : X — Y er sdgd vera gagnteek ef hun er baedi eintaek og
ateek.

Skodum pessi hugtdk adeins betur i mengjafreedilegum akjini

Skilgreining 21.2.4. Latumf : X — Y vera vorpun.
Skilgreinum mengid ~1({y}) med:

Py = {xe X; f(x) =y}

Vorpunin f er s6gd vera ateek ef ad mendid*({y}) inniheldur a.m.k. eitt stak fyrir 6§
yevy.
Vorpunin f er s6gd vera einteek ef ad mendid*({y}) inniheldur i mesta lagi eitt stgk
fyrirdll yey.
Vorpunin f er s6gd vera gagnteek ef ad mendid'({y}) inniheldur nakveemlega eft
stak fyrir 6lly € Y.

NU er maelt med pvi ad nemendur rifji upp skilgreininguna dwaedfu vérpunnar.
Andhverfa vérpunnaf var i vissum skilningi ,fallid sem gerir akkarat 6fugt vio pdem
f gerir”.

Med mengjafraedilegu skilgreininguna a gagnteseku falli egthesd setja fram nyja skilgrein-
ingu a andhverfu vérpunnar
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Ef vrpun f: X —Y er gagntaek pa skilgreinum vid andhverfu hennat fY — X &
eftirfarandi hétt:
Fyrir sérhvert ye Y latum vid f1(y) vera 6tvireett akvardada stakid i menginuf{y}).

Deaemi 21.2.1.Skerid ur um hvort eftirfarandi foll séu eintaek ateek eda trdn
@f: R-R f(x)=x?

g: Ry =R f(x) =%

ch: R—=R, f(x) =x?

(dk: Ry - R, f(x) =x?

Lausn:

(a)

Jafnarx? = —1 hefur enga lausn i rauntdlunum. bess vegniaakki ataekt.
Jafnarx? = 1 hefur tveer lausnix = 1 ogx = —1 pess vegna efr ekki eintaek.
Sér i lagi erf ekki gagnteekt.

(b)

Jafnarx? = —1 hefur enga lausn i rauntdlunum. bess vegrpaiki ateekt.

aer jakveett. Falliay er pess vegna eintaekt.

Fallio g er ekki gagnteekt.

(c)

Fyrir sérhvert jakveeta € R pa hefur jafnanx? = a lausn, fallidh er pess vegna ateekt.
Jafnanx? = 1 hefur tveer lausnir, nefnilega= 1 ogx = —1. bess vegna er fallid ekki
einteekt.

Fallio h er ekki gagnteekt.

(d)

Fallid k er pess vegna gagnteekt.
Sér i lagi er pad ateekt og eintaekt.

22 Samskeyting falla

22.1 Samskeyting falla

[ pessum kafla kynnum vid til sgunnar nyja adgerd & mengiaramp. Nefnilega sam-
skeytingu peirra.
Skilgreiningin telst frekar audveld

Skilgreining 22.1.1. L&tumf : X —Y ogg: Y — Z vera varpanir.
Vid skilgreinum pa vorpumo f : X — Z med:

go f(x) =9g(f(x)) fyrir 6ll x € X.

Jafnanx? = a hefur enga lausn &f er ekki jakveett en i mesta lagi eina jakvaeda laugh ef

Fyrir sérhvert jakvaeth € R pa hefur jafnarx’ = a nakvaemlega eina jakveeda lausn.

Tokum eftir ad bakmengf og formengig parf ad vera pad sama. Annars myndi pessi

skilgreining ekki virka.

Skodum til daemis vorpuninasem varpar islenskum ordum i fyrsta béokstaf sinn og fallid
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f : R — R gefid medf (x) = x°.

Hér myndi hvorkif ognégo f vera skilgreint af augljosum astaedum.

Vid getum nu sett fram skilgreininguna a andhverfu falls emu sinni med adstod sam-
skeytingu varpanna.

Skilgreining 22.1.2. Latum f : X — Y vera vorpun. Vorpung : Y — X kallast
andhverfa vorpunarinnér ef ad:
go f(x) =X fyrir oll xe X

0g
fogly)=y fyrir ol yeY

Andhverfaf er taknud med 1 ef han er til.

Deemi 22.1.1.Latum f : R — R vera gefid med (x) = x? 4-x

0gg: R — R vera gefid med(x) = x+3

Finnid fogoggo f

Lausn:

fog(x) = f(g(x)) = f(Xx+3) = (Xx+3)%+ (X+3) = X%+ 6X+ 9+ X+ 3 =x>+ 7x+12
09

gof(X) =g(f(X)) =g(x®+x) = (X +X)+3=x2+x+3.

23 Markgildi falls

23.1 Markgqildi falls

Adur en ad vid skilgreinum markgildi falls formlega skuluridvaka dsemi til ad Gtskyra
hver hugmyndin er.

Skilgreinum fall:
sin(x)

9: R\{O} R g(x) =

Tokum eftir ad vid latum fallidy ekki vera skilgreint i punktinum = 0 pvi ad annars veeri
deilt med nulli.

Pad getur hinsvegar verid ahugavert ad skoda hvernig fadigar sér nalsegtunktinum
x=0.

Teiknum mynd af fallinug: y

Vid notum vasareikninn okkar til ad reikna ./'/kkaﬂ\'\.g(x) _ sin(x)

nokkur gildi ag og merkjum inna hnitakerfid
punktanax, g(x)). 0571
Athugum ad fallid er jafnsteett svo afj—x) =
g(x) fyrir 6l x. : : % - X
-1 -05 0.5 1

g(—1) =g(1) ~ 0,841470984
g(—0,5) = g(0,5) ~ 0,958851077
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=g(0,25) ~ 0,989615837
) =g(0,1) ~ 0,998334166.

Takio sérstaklega eftir pvi ad fallid virdist ekki fara up@aeniour i éendanleikann pegar
vid nalgumst gildicx = 0.
Ollu heldur pa virdist fallid stefna & gildid 1!
Til stadfestingar skulum vid reikna Gt eitt gildigai viobét sem er mjog naleegt nalli:
9(0,001) ~ 0,9999833.
Vid hofum séd ad ek er tala sem er mjog naleegt nulli pa verdur fallgildjt) mjog
naleegt pvi ad verda 1.
Munum ad fallidg er ekki skilgreint i nulli, hins vegar hofum vid sér ordalagif svona
tilvik.
Vid segjum admarkgildifallsinsg i nulli sé einn.
Einnig ma segja ag(x) stefni & einn pegax stefnir & null.
A taknmali er skrifad

lim g(x) = 1.

x—0

Petta er haegt ad gera almennt.
Latum nal  Rvera eitthvad bil R oga€e .
Latumf : I\ {a} — R vera eitthvad fall od € R vera tolu.
Vid segjum ad markgildi fallsing i punktinumx = a séb ef ad fyrir allar télurxg sem eru
naleegt télunna pa er talanf (xo) nalaegt tdlunnb.
pa skrifum vid
lim f(x) = b.
X—a

Sumum pykir formlega skilgreiningin & markgildi heldur [guiNemendur eru hvattir til ad
hugsa um hana i dalitla stund og reyna ad atta sig a pvi hvapyitin medal annars med
pvi ad bera hana saman vid utskyringuna hér ad framan:

Skilgreining 23.1.1. G.r.f. adl C Rsé bil iR og ada € | sé punktur & bilinu sem (lr
hvorugur endapunktur pess.

G.rf. adf : I\ {a} —» R séfall og ath € R sé tala.

Vid segjum ad markgildi fallsing i punktinuma séb og ritum

lim f(x) = b

ef ad eftirfarandi gildir:
Fyrir sérhvert > 0 er til > 0 pannig ad ef

IXx—a] < d

pba er
|f(X)—b|<¢€

| pessari skilgreiningu ma imynda sér@adg & séu rosalega litlar tolur.
Ojafnan|x—a| < & pydir pa aéx sé rosalega naleegt pvi ad varag 6jafnan|f (x) —b| < €
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pydir ad f (x) er rosalega nalsegt pvi ad védra
Til ad reyna skyra hugtakid betur munum vid taka daemi.

Deemi 23.1.1. (a)

Latum f : R — R vera gefio med (x) = x og latume = 0,01.
Finnidd p.a. ef|x—1| < d paer|f(x) —1| < 0,01.

(b)

Latumg: R — R vera gefid med(x) = x? og latume = 0,01.
Finnid d p.a. ef|x—2| < & pa er|g(x) — 4| < 0,01.

(c)

Latumh: R — R vera gefid med(x) = 1/x og latume = 0,01.
Finnio d p.a. ef|x—2| < d pa er|h(x) — 4| < 0,01.

Lausn:

(a)

Vid veljum & = 0,01.

Latum nux vera einhverja tolu p.dx— 1| < 0,01.

pa feest

|f(x) —1] =|x—1| < 0,01

svo sliktd dugar.

(b)

Latumod = 0,001.

Latumx vera einhverja télu p.gx— 2| < 0,001.
Athugum ad pé feest med prihyrningsojéfnu ad

IX4+2| =[(X—2)+4| < |x—2|+ 4| < 0,001+ 4 = 4,001
Pess vegna feest:

900 — 4] = [} — 4] = [(x+2) (x = 2)| = [x+2] [x— 2|

< 4,001.0,001= 0,004001< 0,01

(c)
Latumd=0,01
Latumx vera einhverja télu p.dx— 4| < 0,01.
P4 feest:
VX-2[VX+2  |x—4] _[|x—4/ _0,01
h(x) —2| = |[V/X—2| = = < < <0,0L
h9 2= |v&-2) = = s = s sy s
Athugasemd

Hér notadi hofundur enga sérstaka adferd til ad &ljeraun dugar ad velja pad bara nogu
andskaoti litid og syna svo ad pad dugi.
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Daemi23.1.2.Latumf: R\ {1} - R f(x) =x.
Synid ad y
lim f(x) =1. 21 f(x)

Xx—1

Lausn: 15+

petta verdur nanast augljost ef fallid er teiknad upp gins 1y
0g & mynd til hlidar. Hér setjum vid litinn hring i punkgt-

inn (1, 1) pvi ad via I6tum fallid ekki vera skilgreint pay. 2 |
En lj6st er ad ferillinn stefnir & punktinfl, 1) fra bad- # # # - X
um attum. 05 1 15 2

PG svo ad pad virdist augljost ad markgildid sé einn pa erlasgt ad geta synt fram &
pad utfra formlegri skilgreiningu.

Mikilveegt er ad geta skilid einféldu deemin adur en kafad eordyi freedina og reynt er ad
gera eitthvad fléknara.

Latume > 0 vera einhverja gefna tolu.

Til pess ad syna ad markgildid sé einn purfum vid ad syna a&®8l> 0 sem vid getum
fundid at fra télunnie p.a. eflx—1| < dpaer|f(x) — 1| <.

| petta skipti er pad audvelt. Vid einfaldlega veljum- «.

pvi pa feest fyrir 6l p.a.|[x— 1| <d=¢ ad

[f(X)—1=|x—1<d=¢
sem er pad sem syna atti.

y
3
Daemi 23.1.3.Latum f : R\ {4} = R, f(x) = /%
Synid ad 2
)I(mf(x) =2 1
X

Lausn:
Aftur er ndnast augljost hvert markgildio er. Ef ferill failhs f er teiknadu upp ségt

Vid skulum syna petta formlega.

Latume > 0 vera einhverja gefna tolu.

Syna parf ad til s& > 0 pannig adx— 4| < & hafi i for med sér ad/x— 2| < .
Latumd=2-¢.

pa feest ef afx— 4| < 0 ad

WX=2Vx+2 _ [x=4 _ [x—4
[VX+2] [VX+2[— |2

-2 2

f(x) =2/ =[vx-2| =

sem er pad sem syna atti.

100

greinilega ad hann stefnit & punktifh 2). b.e.a.s. pad sést ad markgildi fallsins er t\eir.



23.2 Fleiri geroir af markgildum
Skodum nu nytt fall

1

Teiknum mynd af fallinu til ad sja hvernig pad hagar
sér i grennd vid punktinr= 1. y

400
f(0,5) = f(1,25) =
f(0,75) = f(1,25) = 16 300
f(0,9) = f(1,1) =100
f(0,95) = f(1,05) = 400 200

Vid sjaum ad fallidr (x) stefnir hratt upp i 6endan- 100
leikann pegax stefnir a einn.
Pess vegna segjum vid ad markgildi fallsmisein-

um sé 0endanlegt og skrifum 0.5 1 15
im () =

Formlega skilgreiningin er:

Skilgreining 23.2.1. G.r.f. adl C Rsé bil iR og ada € | sé punktur & bilinu sem (lr

hvorugur endapunktur pess.

G.rf. adf : I'\ {a} — R séfall.

Vid segjum ad markgildi fallsing i punktinuma sé éendanlegt og ritum
fim, (9 = <o

ef ad eftirfarandi gildir:
Fyrir sérhvertN > 0 er til d > 0 pannig ad ef

Ix—a] <o

paer
f(x) > N.

NU getum vid lika hugsad okkur fall sem hefur markgildid ndrmiendanlegt. Skilgrein-
ingin er mjog svipud og su sem er hér & undan. Nemendur ertirhtiaad reyna lata sér
detta i hug hvernig han litur Ut.

Skodum nytt fall
1

p: R—R p(x):x2+1
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petta fall er skilgreint a olIR.

Stundum getur verid gagnlegt ad skoda hvad geristl
pegar vid fallid i éendanleikanum.

Vid skulum skodap(x) fyrir stor gildi &x:

(5) ~ 0,038461538 0.5
(10) ~ 0,009900990099
(50) ~ 0,000399840064
(1

p
p
p
p(100) ~ 0,000099990001 0.1

Vid sjaum ad falliop stefnir & null pegax stefnir &
oendanleikann.
Pess vegna skrifum vid

Jim p(x) =0
Formlega er petta skilgreint:

15

Skilgreining 23.2.2. G.r.f. adl C Rsé bil iR sem er 6takmarkad ad ofan.
G.r.f. adf : | — R sé fall og adh € R sé tala.
Vid segjum ad markgildi fallsing i 6endanleikanum g&og ritum

lim f(x)=b

ef ad eftirfarandi gildir:
Fyrir sérhvert > 0 er tilN > 0 pannig ad ef

x> N

paer
|f(x)—b| <e.

Skilgreiningin fyrir markgildi i minus éendanlegu er mjogmud. Nemendur eru hvattir

til ad reyna ad lata sér detta i hug hvernig han litur at.
Skodum eitt fall ad lokum.

q: R\{-1} =R qX)=_—

Teiknum upp mynd til ad sja hvernig petta fall litur Gt
naleegt punktinux = —1.

a(-0,5=2 q(-1,5 =-2
q(-0,9 =10 qg(-1,1)=-10
q(—0,99) =100  q(—1,01) = —100

50+t

Hér sjaum vid ad fallidy stefnir annad hvort & 6endan-—2 —1.
legt eda minus 6endanlegt, eftir pvi hvoru megin fra vio
nalgumst pad.

Vid segjum ad markgildi fallsing fra haegri i punktinum
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—1 sé Gendanlegt en ad markgildi fallsiqgra vinstri i
punktinum—1 sé minus éendanlegt og vid skrifum:

Jdma0=eim a9 =—o

Formlega skilgreiningin a pvi ad markgildi fra haegri sé dardgt er svohljodandi:

Skilgreining 23.2.3. G.r.f. adl C Rsé bil iR og ada € | sé vinstri endapunktur pess
G.rf. adf: I\ {a} — R séfall.
Vid segjum ad markgildi fallsing fra haegri i punktinuna sé€ 6endanlegt og ritum

lim f(x) =o0
X—ar

ef ad eftirfarandi gildir:
Fyrir sérhvertN > 0 er til d > 0 pannig ad ef

O<x—a<d

pba er
f(x) >N

Skilgreiningin & markgildi fra vinstri er mjog svipud. Nemaur eru hvattir til ad reyna lata
sér detta i hug hvernig hun litur ut.

NU skulum vid taka saman i lokin helstu gerdir af markgildum:

1) Jimf (x)  markgildio af f(x) pegar x stefnir & a

2) Xirgh f(x) markgildid af f(x) pegar x stefnir & a fra haegri

3) lim f(x) markgildid af f(x) pegar x stefnir & a fra vinstri

4) lim f(x) markgildid af f(x) pegar x stefnir & plus 6endanlegt
)

5 lim f markgildid af f(x) pegar x stefnir & minus 6endanlegt

Deaemi 23.2.1.Finnid eftirfarandi markgild:
(Hér skulum vid lata rokstudning duga i stadin fyrir ad natenflegu skilgreiningarnarf)
(a) .
i (Sin)
X—00 X
(b)
172
(©)
lim
X%gf COS{X)
Lausn:
(a)
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Audvelt er ad sja ad fallié stefnir a null pegax stefnir a 6endanlegt.
pekkt er adsin(x)| < 1 fyrir 6ll x og pvi feest ad & (sin(x))? < 1 fyrir 6ll x.
Pegaix er stort er pv nalaegt ndlli og(sin(x))? er & milli null og einn.

En pa er audvelt ad sja ad

(Si”)((x))z (sin(x))z)—l(

er nalaegt nulli svo ad markgildid er null.
Vid skrifum:

(b)

Pegarx stefnir & einn pa stefni2* — 1)2

an
eda minus 6endanlegt. barsizfﬂll—z = ( ) er steeda i 6dru veldi pa er han all
jakvaed. Hun hlytur pvi ad stefna & plas 6endanlegt, vio shrif

lim ! = 00
x—1(2%x—-1)2
(c)
Pegaix stefnir &rt/2 pa stefnir cog) & nall svocos(x)

Pekkt er ad cax) er jakveett ef O< x < 11/2. Staeéa% er pess vegna jakveed a s

bili og pess vegna stefnir hun & plas 6endanlegt ef ad n&gas® fra vinstri.
Vid skrifum

lim 1 _
x—I~ COgX)

Il svo aE-Sﬁ stefnir annadhvort a plds

stefnir & plus eda minus éendanljit.

laf

a

23.3 Reikniadgerdir a markgildum

Pegar markgildi eru reiknud gilda reiknireglur sem aettui @ikkoma & Gvart.
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5. limyoe(F(X)-g(x)) = (limy_e F(X)) - (limx—c (X))
Ef ad limy_,cg(x) # 0 pa gildir lika

. f limy ¢ f
6. IlmX—>C (%) = |Iirrrf?|x—>cg(()):))

Tokum sérstaklega eftir pvi ad i reglunni er tekid fram adkgédio megi ekki vera plus
eda minus 6endanlegt. Pad er af pvi ad 6endanlegt er ekkigddad er ekki til nein skyn-
samleg leid til ad tulka steerdir eins og— .

Vid skulum sanna pessa reglu:

Vid skulum bara sanna tilfellid pegarc R, en ekki tilfellinc = 0 edac = —. Pad er gert
a mjog svipadan hatt.

Latumlimy_,¢ f(x) = a oglimy_cg(X) = b

1. Latume > 0 vera gefid.
Syna parf ad til s& > 0 p.a. eflx—c| < dpaerlk—k| <E.
En petta eru algjorlega 6tengdir hlutitk — k| = 0 < € sama hvad x edaer.
Vid megum pvi velja hvadasem vid viljum og fullyrdingin er sjalfkrafa rétt.

2. Syna parf adimy_,c(kf(x)) = ka.
Athugum ad ef k= 0 p4 er kf(x) = 0 og eftir stendutimy_,c0= 0.
pad var einmitt synt i lid eitt svo vid getum gert rad fyrir ad40.
Latume > 0 vera gefid.
Finna parfd > 0 p.a. eflx—c| < dpaer|kf(x) —kal <.

par semlimy_,¢ f (X) = a pa vitum vid ad til erdy pannig ad efix —c| < &y pa er
|f(x)—a < \_il

Setjumd = &g 0g pa feest:
Ef |x—c| < dpa:

€

KT —kal = K179 —al < K =€

sem er einmitt pad sem syna purfti.

3. Syna parf adimy_,c(f(X) +9(x)) =a+b.
Latume > 0 vera gefid.
Finna parfd pannig ad efx—c| < d paer
[(F(x)+9(x)) —(a+b)| <e

par semlimy_,¢ f(X) = a p& vitum vid ad til erd; pannig ad efix—c| < & pa er

[f(x)—al < 5.
par semlimy_,cg(x) = b pa vitum vid ad til erd; pannig ad efix—c| < &, pa er
|9(x) —b| < 3.

Latum nd vera minni téluna ab; og d,, med 68rum ordum setjudn= min{d,, & }.
pa feest ad efix— c| < o pa er sérilagix—c| < &, 0g|x—c| < & og pvi feest
[(F(¥)+9(x)) — (a+b)[ = |[(f(x) —a) +(9(x) —b)| < [f(x) —a| +]g(x) —b| <

+o=¢

NI ™
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Vid hofum synt ad
lim ((x)+g(x)) =a-+b

. Hér parf ekkert ad gera nema nota lidi tvd og prju nefnilega

im (f(x) =9(x) = lim (f () + (=1) - g(x)) = lim f(x) +lim ((=1)g(x))

—rc X—¢

. Synum fyrst ad

Latume > 0.
Fra fyrri lioum feest ad

!(@C(f(x)—a):me(x)—ym:a—azo

svo ad til erd; pannig ad effjx—c| < & pa er|(f(x) —a) — 0] < /¢, einfaldad
stendur| f (x) —a| < /.

A sama hatt er haegt ad finida pannig ad efx —c| < &, pa er|g(x) —b| < «.
Setjum n® = min{d;, &}, péa faest

|(f() —a)(g(x) —b) -0 = [ f(x) —allg(x) —b| < Veve=¢

Vid héfum synt ad
lim((f(x) —a)(g(x) —b)) =0

NU faest med pvi ad nota allt sem & undan hefur komid:

Im (f()g(x)) = lim ((f (x) —2)(9(x) —b) +bf(x) +-ag(x) —ab)
= im (f(x) — a)(g(x) — b) + Jim b (x) +[im ag(x) — im ab
=0+batab—ab=ab
. Synum fyrst ad
x>eg(x) b
Latume > 0.

Veljum fyrstd; pannig ad|g(x) —b| < @ ef|x—c| <d.
pa faest fyrir slikt x ad

b
b = [b—g(x) +9(x)| < [b—g(x)|+[9(x)| < %Jr 19(X)]
Feerum yfir jafnadarmerkid og faum
b . - 1 2
— < |g(x sem jafngildir < ==
2 <19 9091 ~

Veljum naesd, pannig ad|g(x) — b| < %28.
Setjum n® = min{d;, &,}.
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b4 feest:

1 1 |b—g(x)| 1 1
‘g(x) b“ 900, P79 g5 T
<b_2€£i:€
2 || |b|
Vid hofum synt ad
Iimi:}
X“eg(x) b

Afgangurinn er audveldur, vid notum lidina ad framan:

Daemi 23.3.1.Finnid markgildio lim_ % ef pad er til.

Lausn:
Vid byrjum & pvi ad deila me&? fyrir ofan og nedan strik. Vid notum svo reiknired|-

urnar fyrir afganginn og pa stadreynd ad<1 stefnir & ndll pegax stefnir & fyrir allar
néattdrulegar tolun.
X2 +1 1+1/x2 o limy e (14 1/x?)

lim - = im _
X022 1 Bx+ 1 Koe 24 5/x 152 liMyoem(2+5/X+ 1/52)

B liMy 00 1+ 1My 00 1/X2 140 1
CiMyw 2+ liMy 0 5/X+ My 4o 1/X2 24040 2

23.4 Klemmureglan -
Klemmureglan er mikilvaegt tél sem hjalpar okkur -\ y /\ /\

ad reikna markgildi: al Y-\ v v \
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Myndraent er audvelt ad sja fyrir sér pessa reglu. A mynd tdarl ma imynda sér ad
hallandi punktalinurnar séu follif og h. Pau hafa baedi markgildi Fallid g er svo fallid
sem klemmist parna & milli og getur ekkert farid nema i gegpumktinna. Vid skulum
sanna petta formlega.

Latume > 0.
par semlimy_;c f(X) = limx_ch(x) = L p& eru tild; > 0 0og &, > 0 pannig ad
ef|x—c| <&y paer|f(x)—L|<e
og efjx—c| < & paer|h(x) —L| <e.
Setjum n® = min{d;, &}

Gerum rad fyrir ad|x—c| < 0.
NU er gefid ad ¢x) < h(x) af pvi faest

gx)—L<h(x)—L<|h(x)—L|<¢
Einnig er gefid ad ¢x) > f(x) en pa er—g(x) < —f(x) og pvi faest
L—gx) <L-—f(x)<|L—f(x)| <€
Vid hofum pvi fengio
g(x)—L<e 0g L—g(x) <e
svo ad
9 Ll <€
sem er pad sem syna purfti.

[ upphafi kaflans um markgildi rokstuddum vié ad

jim SN _ ¢
x=0 X
petta er mikilvaeg nidurstada sem verdur notud aftur
i naestu koflum. Vid skulum pess vegna syna fram a y
petta.
Latuma vera einhverja télu a bilindo, /2.
Teiknum einingahringinn 1 P = (coqa),sin(a))
og skodum steerdirnax, sin(a) ogtan(a) & honum. sin(a)

e Rumfreedilega ma tulka steerdinasem lengd-
ina a rauda boganum a mynd til hlidar, pad o X

feest beint af skilgreiningu & bogaeiningum. ' o
g g g g 1 cofa) 1

e Steerdinasin(a) mé tulka sem lengdina & blaa
linustrikinu, pad feest beint af skilgreiningu af
sinus.

e Steerdinatan(a) ma tulka sem lengdina &
greena linustrikinu. Pad sést af pvi ad pad er
motlaeg hlid hornsina i rétthyrndum prihyrn-
ingi sem myndast og pad hefur adleega hlid
med lengdL.
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Af myndinni sést ad blaa strikid er styttra en raudi
boginn sem er styttri en graena strikid svo ad:

sin(a) < a <tan(a).
Med pvi ad deila i gegnum 6joéfnusan(a) < a meda faest:

sin(a)

<1
q = (%)
Med pvi ad margfalda i gegnum 6jéfnuaas tan(a) = s(')r;((z)) med staeréinn@ feest
coga) < Y (o

Af (%) og (xx) feest:

sin(a)
a

coqa) < <1

NU sést ad

lim1=1 0g Iimocos{a) =cog0)=1
oa—

a—0

en pa faest af klemmureglu ad

. sin(a
lim L
a—0 q

=1
en pad er pad sem syna atti.

Athugasemd:
| Gtleidslunni hér ad ofan er gert rad fyrir ad limgcogx) = cog0) = 1. betta pykir
steerdfreedingum ekki vera augljés hlutur og krefjast sonaunbetta gildir i raun af pvi

ao késinus er pad sem er kallad samfellt fall. Farid verorstaklega i pad i kaflanum um
samfelld foll.

Deemi 23.4.1.Reiknid markgildia lin .. ") ef pad er til.
Lausn:
Vid vitum ad|sin(x)| < 1, fyrir 6ll x € R svo ad

-1 . sin(x)

|
X—00 X

=0

X

< lim
X—>00

svo ad skv. klemmureglu sjaum vid ad lim, &)SX) =0.
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24 Adfellur og markgildi; raed foll

24.1 Markgildi reedra falla

Rifjum upp aod fallR kallast reett fall ef haegt er ad takna pad med formalu af gardin

p(X)  anX"+an X"l .. +ax+ag

R(x) = q(x) - BrXM + by XM1 + .. 4+ by x+ by

Par sem
p(X) =aX"+an_1X" 1+ +ax+ay 09  q(X)=bnX™+bm_txX™ 14+ +bix+by

eru margliour.
Stig marglidunnap ern og stig marglidunnag er m.

NU skulum vid skoda nokkrar adferdir til ad reikna ut marklgieeda fallsin®(x). b.e.a.s.

aoferadir til ad reikna Ut
lim R(X)
X_,C

Hér parf ad skipta i tilvik eftir pvi hvad c er.

1. Gerum fyrst rad fyrir ad & R sé einhver tala (ekki plus eda minus 6endanlegt)

pannig ad ¢c) +# 0.
pa feest
lim R(x) = R(c)

petta gildir af pvi ad fallid R er samfellt i peim punktum sead jpr skilgreint. Fjallad
verdur um pad betur i naesta kafla.

2. Gerum rag fyrir ad c= 0 eda c= —oo. P& parf ad skipta i tilvik
(a) Efstig marglidunnar p er heerra en stig marglidunnar q pa e

lim R(X) = o eda lImR(X)=—o
X—C X—C

pad fer i raun eftir stigum marglidanna p og q, og formerkiystustudlanna
an 0g by hvort utkoman verdur plas eda minus éendanlegt. Yfirleigtiévelt
ao sja hvor utkman er rétt.

(b) Ef stig marglidunnar p er minna en stig marglidunnar q [va e

limR(x) =0

X—C

(c) Efstig marglidunnar p er jafnt stigi marglidunnar q pa er

lim R(x) = t;ﬁ

X—C m

3. Gerum rag fyrir ad & R sé tala pannig ad () = 0. ba parf ad skipta i tilvik
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(a) Ef p(c) # 0 pa getur eitt af prennu gerst.

Markgildid lim R(x) er ekki skilgreint
)I(iLnCR(X) =00 eda lim R(X) = —
Yfirleitt er audvelt ad sja hvort af pessu prennu gildir.
Ef ad ferll fallsins fer baedi upp og nidur i 6endanlegt eftui fhvoru megin

madur kemur ad punktinum pa er markgildid ekki skilgreint.
Annars er pad annad hvort plis eda minus 6éendanlegt.

(b) Tilfellid p(c) = 0 er erfidast. pad parf ad nota séradferd fyrir petta tilvik sem
verdur Utskyrd & naestu bladsioum.

Adur en ad vid segjum fra adferdinni fyrir tilfelli &) skulum vid rokstydja jofnurnar i
hinum tilfellunum.

| pessum rokstudningi verdur gert rad fyrir ad pekkt sé ad

lim X" = oo og limx"=0
X—r00 X—r00

Fyrir allar nattdrulegar tolur n. petta er stadreynd sem mjaudvelt er ad sannfeera sig
um.

1. Ef ad c er rauntala og @) # O pé& er fallid R skilgreint i punktinum c. Pessi nidur-
stada feest af samfelldni reedra falla sem verdur reedd i naadia k

2. Hér var c= +. Munum ad stig marglidanna var n og m.

(&) Hérvarn>m.
Med pvi ad deila i gegnum reeda fallid>® med X faest:

_ _ XN Fan X" Fagx
lim R(x) = lim X+ 801 e AXT 8
X300 X0 PeXM 4 by 1XM-1 4+ . 4+ bix+bg

im an+an_1X 1+... +apxd"N4apx "
- x=o XM b g xM-1-n 4 byxAN o phox D

NG er n> m svo m-n er neikveed tala. Pess vegnalany .. b xX™ " =0
og eins er markgildi allra hinna lidanna i nefnaranum null.efari brotsins
stefnir pess vegna & null.

Allir ligir i teljaranum stefna lika & null, nema fyrsti liginn, a,. Teljarninn
stefnir pess vegna a télung.a

Nefnarinn stefnir a nall en teljarinn ekki svo markgildid/hir ad vera plis eda
minus 6endanlegt.

(b) Sambeerileg rok og i (a)-1id nema ni mun teljari stefnaeninefnari & téluna
bn. Pess vegna faest markgildid nall.

(c) NUern=m.
Med pvi ad deila i gegnum reeda fallid>® med X feest:
ap a1 X4 4 aix+ag

lim R(x) = lim
X300 ( ) X—>00 ann_anian*l—l—...—'—le"’ bO
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im an+an_1X 1+... +apxd"4apx "
- x=0 b+ b XM 10 4 byxdN 4 box N
o |imxﬁoo an + |imxﬁoo an_]_xil + e + ||mx_>oo a]_xlin + Ilmx_>oo 30an
N |imxﬁoo bn + |imxﬁoo br‘]_]_x_1 + e + ||mx_>oo b]_Xl_n + Ilmx_>oo boX_n
8n+0+0+...+0+0 a
bh+0+0...40+0 by

3. Hér er verid ad gera rad fyrir ad nefnari reeda brotsins sief null en teljarinn ekki.
pa er ljost ad markgildid verdur plus eda minus éendanlegt.

NU skulum vid fara i gegnum adferdina fyrir tilfellid 3(c)rséaklega.
Finna skal markgildio

N~

m PO
Mg

ef gefid er ad fc) = q(c) =0.

1. Fullpattum marglidurnar px) og ¢(x), p.e.a.s. skrifum

P(X) = P1(¥) - P2(X)---pk(¥) 09 qX) = pa(X) - P2(X) - Pk(X)
Par sem pog g; eru opattanlegar marglidur fyrir oll jj.
2. Skrifum
P(X¥) _ P1(¥) - P2(X¥) - Pk(X)
q(x)  du(X)- G2(X) - - G(X)
og styttum Ut alla lidi sem haegt er, pegar pad er buid stenéturreytt reett fall L(x).

3. par sem L er reett fall pa eru til marglidur f og g pannig ad

Ef fyrri skref hafa verid framkvaemt rétt getur ekki verid @d f(c) =0o0g g(c) =0.
Vid getum pess vegna notad fyrri leidbeiningar til pess addimarkgildid

im0

4. Nu er haegt ad fullyrda ad

Athugasemd:

I adferdinni hér ad er varla haegt ad segjd.&d sé ,nytt fall”. pad er af pvi ad i raun gildir
L(x) = R(x) fyrir 6ll x par sem follin eru skilgreind. Eini munurinn er sa ad falRefur
fleiri 6skilgreinda punkta, pvi ad nefnari pess hefur fletrilstédvar en fallid..

par senL(x) = R(x) ,naestum alls stadar” eetti ad vera ljost ad markgildi fallenu pau
somu.
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Daemi 24.1.1.Finnid markgildid
jim X1
x—oo x4 x4+ 3’
Lausn:

Hér erp(x) = x> +1 ogq(x) = x* — 2x+ 3.
Stig g er haerra en stig svo ad markgildid er null.

Vi@ skrifum:
im XL g
xmooxd _x+3
Daemi 24.1.2.Finnid markgildid
x*—2x+3

m
x——w X241

Lausn:

NU er marglidan i teljaranum af haerra stigi.

Markgildid er pess vegna annadhvort plis eda minus éergtanle

Vid tékum eftir ad nefnarinnx® + 1 er alltaf jakveedur, (annad veldi er alltaf jakveett)

bvi ad fremsti lidurinn* verdur jakvaedur og hann mun verda radandi i 6endanleik

Pegarx stefnir & minus 6endanlegt pa verdur teljarigh- 2x+ 3, jakvaedur. bad er{:c

um.

Telljarinn og nefnarinn verda pa badir jakveedir pegatefnir & minus éendanlegt syo

markgildid verdur plas 6endanlegt. Vid skrifum

o x'-2x+3
x%l—oo x2+1

Deaemi 24.1.3.Finnid markgildid
X3 + 2x2
im-—s——-—.
x—2X3—x2+1
Lausn:

Hér erg(x) = x® —x?+ 1.
NG erq(2) = 28 — 22+ 1 =5+ 0 svo ad markgildid er

im CH2¢ 24222 16
x=2X3—x24+1 28-2241 5°

Deaemi 24.1.4.Finnid markgildid

X3 4x%2 —4x+ 16
lim .
X—4 X2 —16
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Lausn:

Hér erg(x) = x2 — 16 ogp(x) = x> — 4x? — 4x+ 16
Vid tékum eftir adg(4) = 0 ogp(4) = 0. Vid purfum pess vegna ad nota sidustu adferpina
sem lyst var i kaflanum.

1. Notum adferdirnar sem fjallad var um i kaflanum um marglidjpess ad fullpatta
p 0gq.

P(X) = (x=2)(x+2)(x=4)  og  q(x) = (x—4)(x+4).
2. Styttum Gt lioi:

X—ax2—Ax+16  (X—2)(X+2)(x—4)  (Xx—2)(X+2)
¥—-16  (x=4Hx+4H  (x+4

og setjumL(x) = %.

3. Skv. adferdum ad ofan er

. o (X=2)(x+2)  (4-2)(4+2) 12 3
L=l —ta  ~ 414 8 2

4. Vio fullyrédum ad
im X —4°—4x+16 3
X—4 X2 —16 2

Athugasemd:
Hér er miklu pudri eytt i ad fara i gegnum reikningana skrefrfgkref. Sa sem er vanur

reikningi geeti einfaldlega skrifad

im -4 —4x+16 . (Xx—2)(X+2)(x—4) o (x=2)(x+2)
X—4 X2 —16 Cxod (Xx—4)(x+4) S xod (x4-4)
_(4-2)(4+2) 3
a 444 2
Daemi 24.1.5.Reiknid markgildid
. X+1
lim :
x—-1X34+3x2 +3x+ 1

Lausn:

lim X1 im XHL i — o
xo—1X3 4324+ 3x+1  x=>-1(x+1)3 x>-1(x+1)2

114



24.2 Aodfellur

Latum f vera eitthvad fall a rauntélunum.

Adfellafallsins f er bein lina sem ad i vissum skilningi liggur upp ad ferligaik.

Adur en vid setjum fram formlega skilgreiningu pa skulum tada deemi um prjar mis-
munandi gerdir af adfellum.

(1)
Skodum fyrst fallid

1 y
CRV{L} 2R f(=——7.
A mynd til hlidar er buid ad teikna upp fallid. A myndinni emeiig
punktalina sem er gefin med jofnunai= 1. 20

Pessi punktalina liggur vel uppad ferlinum, pad er af pviegsplina
er adfella fallsinsf.
Pessi lina er |00rétt, pess vegna er hun stundum kddidiellu falls-

ins f { stadin fyrir adfellu. —20
(2)
Skodum neest fallid
-50
g:R— [-1/2,1/2] g(x) = Arctan(x).
petta fall var kynnt til sogunnar i kaflanum um hornaféll ogiegar- y

hringinn. Til hlidar er buid ad teikna upp fallid asamt pualikbunni 2
sem er gefin med joérnungi= 11/2.
pad sést ad pessi lina liggur vel uppad ferlinum, pad er adpipessi 1

lina er adfalla fallsing). X
Des§| Ilng er Igrett,'pess vegna er hun stundum frekar kidfeda 12345678
fallsinsg i stadin fyrir adfella.
3)
Skodum ad lokum fallid
2
h:R—R h(x) = ﬂ
X+ cogx)]

Til hlidar er buid ad teikna upp fallud asamt punktalin- y
unni sem hefur jofny = 2x. 20
Hér liggur linan upp ad fallinu af pvi ad han er aESfeIIa15
pess.

Pessilina liggur & ska og pess vegna er hin stundum kdlé
ud skafellafallsins frekar en adfella pess.

Takio eftir ad linan sker feril fallsins reglulega, |oa6

stoppar okkur ekki i pvi ad kalla hana adfellu. Pad eina
sem skiptir mali er ad linan mun liggja naer og neer ferli
fallsins ef farid er Ut i 6endanleikann.

NU skulum vid setja fram formlega skilgreiningu a adfellum.

Skilgreining 24.2.1. LatumX C R vera hlutmengi i rauntdlunum og: X — R vera fall.
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e LatumacR.
Ef ad annadhvort markgildio

lim f(x) eda lim f(x)
x—at X—a-

er skilgreint og jafnt plus eda minus 6endanlegu pé& er liran er gefin me@
jofnunnix = a kollud I6dfella fallsinsf.

e Efad annad hvort markgildio

Jim (X) eda Hli m f (x)

er skilgreint, og pad er jafnt einhverjum fasta R pa er linan sem er gefin mgd
jo6fnunniy = k kdllud lafella fallsinsf.

e Linan sem er gefin med jofnunpi= hx+ s medh # 0 kallast skafella fallsing ef
ad annadhvort markgildid

lim (f(x) — (hx+s)) eda lim (f(x) — (hx+s))

X— 00 X——00
er skilgreint og jafnt nalli.

Ef adl er lina sem er |6dfella, l&fella eda skafella fallsihga segjum vid ad hun gé
adfella fallsinsf.

24.3 Aodfellur reedra falla
NU skal fara skipulega i gegnum adferd til pess ad finna adfedbdra falla.

Finna skal allar adfellur reeda fallsins

R(X) = p(x) _ anx" +an_1 X" . 4 aix+ag
qx)  bpXM+ by XM 14 4+ bix+bg’

1. Finnid markgildid
lim R(X).

X—r0

Ef pad er til og jafnt einhverri raunt6lu k R pa er linan sem er gefin med joéfnunni
y = k lafella fallsins.

2. Finnid allar nallstédvar marglidunnar q. Latum paer hedgcy, ..., .
Linan sem er gefin med jofnunni=c; er I6ofella R fyrir 61l i nemaef ad markgildio

lim R(X)

X—G

er skilgreint og jafnt einhverri rauntélu & R.
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3. Reeda fallio R hefur skéafellu ef og adeins ef ad stig maugin@r p er nakveemlega
einu stigi heerra en stig marglidunnar g.
Ef svo er pa er skafellan gefin med j6fnuniiyx+ s par sem studlarnir h og s fast
med jofnunum

an o Bn-1— hbm-1

h= b_m og b

Vid skulum sanna ad pessi adferd virki

1. bad feest beint af skilgreiningunni a lafellu ad linan gefied y= k er lafella ef ad

lim R(x) = k.

X—r0

Pad eina sem parf ad rokstydja er af hverju markgildid

Jim, R
er ekki skodad lika, en pad er af pvi ad ef annad hvort pessaragiida er skilgreint
og jafnt einhverri raunt6lu k pa er hitt einnig skilgreint dika jafnt somu tolu k.
Markgildin semsagt munu gefa sému lafelluna. Petta sésbtrain til ad finna
markgildi R i 6endanleikanum er skodud.

2. Ljost er ad sérhver |lodfella reeda fallsins R er gefin medyot= c¢; par sem cer
einhver nullstéd marglidunnar q.
pad eina sem parf ad athuga er ad ef ad markgildio
lim R(X)

X—G

er ekki skilgreint pA mun annad hvort gilda

lim R(X) = o eda lim R(X) = —o0
e x—c'

sem hefur i fér med sér ad linan=xc; er l6ofella skv. skilgreiningu.

Petta tengist peirri stadreynd ad nullstddvamengi ma@lid@fur adeins endanlega
morg stok svo ad peer geta ekki skipt um formerki nema endankegS6nnunin er
of teeknileg til ad fara i gegnum hér.

3. Munum ad n og m er latid standa fyrir stig p og q.
Skodum markgildid

a(x)
o (P(X) = g(x) (hx+9)
=, ( q(x) )

Athugum ad margfeldid(g) (hx+ s) marglida af stigi mi- 1.
Skiptum nu i tilfelli eftir stigi p.

(a) Efad maraglidan p er af stigi s 2 eda haerra mun marglidan(g) —q(x) (hx+

S) einnig vera marglida af stigi m 2 eda haerra. Teljarinn i brotinu verdur pvi
af haerra stigi en nefnarinn og markgildid verdur plus eda usivendanlegt.
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(b) Ef ad marglidan p er af stigi m eda laegra mun marglidgm)p- q(x) (hx+s)
vera af stigi m+ 1 eins og marglidan (k) (hx+s).
Teljarinn i brotinu verdur pvi af haerra stigi en nefnarinn ogarkgildid verdur
plis eda minus 6endanlegt.

(c) Gerum nu rad fyrir ad marglidan p sé af stigi-pl.
Latum t(x) = p(x) — q(x)(hx+s).
pé er t(x) marglida sem er i mesta lagi af stigi+nl svo heegt er ad skrifa

t(X) = Cmy 12X 4 cnX™ - O 1X™ 2. A CX - Co.

par sem cer fasti einhver fasti fyrir 6ll i.
Skodum aftur markgildio

( P(X) — q(x) (hx+ S))
q(x)

Vid viljum finna h og s pannig ad petta markgildi verdi jafnilnG

Ef ad Gni1 # 0 p& er t af haerra stigi en q og markgildid verdur 6endanlegt,

pess vegna verduig 1 ad vera jafnt nalli.
Ef ad g1 = 0 pa verdur

lim
X—00

jim LX) _ Gm

x>eg(x) b
Vid viljum ad markgildid verdi null svo ad studulling,averdur einnig ad vera
null.

Markmidid okkar er nu ad velja h og s pannig a@.a = cn = 0.
Reiknum upp ar margfeldinu
t(x) = p(x) — a(x)(hx+s)

= (ame XM+ anXM+ ... +arx+ag) — (brX™+bm_1X™ 1+ ..+ bix+bg) (hx+5)
= (ams1— bmh)X™ 1+ (am — bms—bm_1h) XM+ ... + (a3 — bgh— by 8)x+ (ag— bps).
P& sjaum vid ad g1 = am+1 — bmh 09 Gn = am — bms— bm_1h Vid viljum ad
Cm+1 = Cm = 0svo ad leysa parf ir h og s Ur jofnunum

0=amn1—bmh og 0=am—bms—bm_1h.

b4 feest
Am+1
h=—"=
Bm

sem er pad sem syna atti.

—bm_1h
S:am m—1

og ™

Daemi 24.3.1.Finnid allar adfellur raeda fallsins

'S
X2 4AX+5

R(X)

Lausn:
Hér erq(x) = x2 +4x+1 og p(x) = 5%2.
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1. Audvelt er ad sja ad
lim 57)(2 = > =5.
x—ox2 L Ax+5 1
Linan sem er gefin med j6fnunpi= 5 er pess vegna lafella.

2. Adgreinir marglidunnag talan £ —4.1-5=16—20= —4 < 0, svo ad hun hefur
engar nullstodvar. Reeda fallid hefur pess vegna engarllatfe

3. Stig marglidunnap er jafnt stigi margliounnag svo ad raeda fallid hefur engar
skafellur.

Nidurstadan er pess vegna su ad raeda fallio hefur adeindadeiim sem er gefin me
jofnunniy = 5.

A

Daemi 24.3.2.Finnid allar adfellur reeda fallsins

XX 24— 6x3+-8x2+5x—6

R —
(x) X _6x2 1 8x—3

Gefio er ad

x> — 2 — 6x3 4 8x% +5x— 6 = (x— 1)%(x+2)(x— 3)(x+ 1) og
x*—6x2+8x— 3= (x—1)3(x+3).

Lausn:

Hér erp(x) = x° — 2x* — 6x3 4+ 8x% +-5x — 6 = (x— 1)2(x+2)(x—3)(x+ 1) og
q(x) = x* —6x° +8x— 3= (x—1)3(x+3).

1. Stigp er heerra en stig. bPess vegna er markgildio

Jim R
Annad hvort plas eda minus 6endanlegt.
Fallio hefur pess vegna engar lafellur.

2. Marglidanqg(x) hefur tveer nalsstovar, i punktunum= —3 ogx = 1.
p(—3) = —192+ 0 svo ad markgildid

XILnJS R<X)
er jafnt plis eda minus 6endnanlegu eda pad er ekki skilgrgid sjaum pa aq
linan sem er gefin med j6fnunri= —3 er |6dfella.

p(1) = 0 svo ad vid purfum ad finna markgildid i peim punkti sérstghte
x> —2x* — 6x3 4 8x° +5x— 6 (x—1)%(x+2)(x—3)(x+1)

>I<|£>nl R = >|<|£>n1 x4 — 6x2 4 8x—3 B >I<|£>nl (x—1)3(x+3)

. (X+2)(x=3)(x+1)
T X (x4 3)

119



NU er haegt ad sja ad nefnarinn i sidasta brotinu stefnir & xi# 1 en teljarinn
ekki, markgildid er pvi plus eda minus éendanlegt, eda paaddpekki skilgreint
en pad naegir til ad rokstydja ad linan sem er gefin med jofrxani er 16dfella.

3. Nu er stigp nakveemlega einu stigi heerra gn
Héreran 1 =as=1,an=a3s=—2,bphn=bs =1 ogby 1 =bz3=—6.
Vid faum

h_am+1_l _am—bm_lh_1+6-1_

by 1 - %9 S b 1

7.

Skafellan er pessvegna gefin med joéfnunni

y=X+7.

Nidurstadan okkar er ad falli® hefur prjar adfellur:

[1:x=-3
lr:x=1
l3:y=Xx+7.

25 Samfelld foll

25.1 Samfelld foll

Oformlega ma segja ad fafl sé samfelltef ad haegt er ad teikna feril pess & blad med
blyanti an pess ad purfa ad lyfta blyantnum. Ef ad fall er eddanfellt segjum vid ad pad
sébsamfellt

Ef ad fall f er 6samfellt pa segjum vid ad pad sé ésamfellt i peim punktanspm lyfta
parf blyantinum af bladinu.

f er samfellt i punktinuna f er 6samfellt i punktinuna

Formleg skilgreining:

Skilgreining 25.1.1. e Latuml C R vera bil og latumf : | — R vera fall.
Ef ada e | er punktur a bilinu sem er ekki endapunktur pess og

lim f(x) = f(a)

X—a

ba segjum vid ad sé samfellt i punktinur.
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e Efadac | er punktur a bilinu sem er ekki haegri endapunktur pess og

lim f(x)= f(a)

X—a~

pba segjum vid ad sé samfellt fra vinstri i punktinura.

e Ef ada e | er punktur a bilinu sem er ekki vinstri endapunktur pess og

lim f(x)=f(a)

X—at

pba segjum vid ad sé samfellt fra haegri i punktinum

e Fallid f er sagt vera samfelltlaef pad er samfellt i 6llum punktum a biIirluseml
eru ekki endapunktar pess, samfellt frA haegri i vinstri podéti pess ef hann ¢r
til og samfellt fra vinstri i haegri endapunkti pess ef hantiler

25.2 Reglur um samfelldni

Vid pekkjum morg samfelld foll. Adur en vid kynnum nokkur pei til ségunnar skulum
vid setja fram nokkrar reglur:

Setning 25.2.1Gerum rad fyrir ad sé bil og adf ogg séu foll &l.

Gerum rao fyrir ad follinf ogg séu samfelld 4 og ada € |

péaeru follina- f, f+g, f —gog f -glika samfelld 4.

Ef adg er ekki jafnt ndlli i neinum punkti bilsins pa er fallity/g lika samfellt & .

Athugasemd:

Sér i lagi gildir ad ef follinf ogg eru samfelld i einhverjum punkai & bilinu pa eru follin
f+9, f —gog f-glika samfelld i punktinuna.

Ef g(a) # 0 pa erf /g lika samfellt ia.

Pessi regla faest beint af reglunum sem segja ad summa af iaankgsé j6fn markgildi af
summu, mismunur af markgildum sé jafnt markgildi af misnousir.

Eina reiknireglu skal po taka fram sérstaklega:

Setning 25.2.2Gerum ragd fyrir ad,J C R séu bil og ad follinf : 3 —-Rogg: | —J
séu samfelld.
pa er falliof o g samfellt al.

Sonnum pad.
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Vid latum duga ad sanna pessa setningu ef adJ = R. Ef slikt gildir ekki parf ad taka
fram morg sértilvik eftir pvi hvort vid lendum i endapunktbilanna eda ekki. Oll pessi
sértilvik eru gerd nokkurn vegin eins og sénnunin sem héiukem

Vid purfum ad sanna ad 4g sé samfellt i sérhverjum punkiRi
Latumac R oge > 0.
Syna parf ad til s& > 0 pannig ad|x— a| < & hafi i for med sér adf og(x) — fog(a)| < €

1. par sem f er samfellt pa er pad sér i lagi samfellt i punktinn= g(a). Pess
vegna vitum vid ad til ed; pannig ad|x—g(a)| < 81 hefur i fér med sér adf (x) —

flo(@)] <e.

2. bar sem g er samfellt pa er pad sér i lagi samfellt i punktinu= a. Pess vegna
vitum vid ad til erd, pannig ad|x— a| < & hefur i for med sér afg(x) — g(a)| < &1.

Setjum n® = &, og gerum rad fyrir adx—al < d.
Af 2. feest adg(x) — g(a)| < 81 en pé faest beint df. (med pvi ad skipta ut x fyrir(x)) ad
|f(9(x)) — f(g(a))| < € en pad er pad sem syna atti.

I upphafi kaflans var utskyrdur einn af megineiginleikum selidfa falla. Nefnilega sé
eiginleiki ad ef ferlill samfellds falls er teiknadur & bladed blyanti pa parf ekki ad lifta
honum. i raun er petta setning sem haegt er ad setja fram fgamle

pessi setning er kollud milligildissetningin.

Setning 25.2.3Latum| C R vera bil ogf : | — R vera samfellt fall.

Latumxg, X € | vera tvo stok & bilinu pannig ad < x2 og f(x1) # f(x2).

pa gildir um sérhverja tolyo sem er a milli talnannd(x;) og f (x2) ad til erxg € [X1,X2]
pannig adf (o) = Yo

Til ad sanna pessa reglu parf ad nyta sér eiginleika raumtaimnefra og nedra mark. Sagt
er fra pessum eiginleika i kaflanum um talnakerfin og nemeaduhvattir til pess ad rifja
hann upp.

Vid sonnum bara tilfellid ef ad (k1) < f(x2). Hitt tilfellid pegar f(x1) > f(x2) er mjog
svipad.
par sem y eramilli f(x1) og f(x2) pa getum vid skrifadye| f(x1), f(x2)|[-.
Skilgreinum mengid & {x € R; x < X2 0og f(X) < Yyo}.
Kollum efra mark pessa mengig.»Med 63rum ordum setjunmyx supL.

e Synum fyrst adxe [X1,X2].
Par sem fx1) < yo pa erx €L og pess vegna enx< supL = Xp.
Midad vid skilgreininguna @ menginu L pa ef x suplL < xo.
Vi hofum pvi séd adpe [x1,Xo].

e Synum neest ad(%p) er ekki minna eng, pad verdur gert med motsogn.
Gerum rad fyrir ad 1xo) < Yo.
Setjune =yp — f(Xp), pa ere > 0.
Samkvaemt skilgreiningu & samfelldu falli pa eitit 0 pannig ad efxp — x| < d pa
er|f(xo) — f(x)| <e.
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Sér i lagi gildir petta fyrir x=xo+ &/2.
Vid faum pa

f(x0+8/2) = f(x0+8/2) — f(X0) + f(%0) < [f(X0+8/2) — f(x0)| + f(X0)

<e+f(x0) = (Yo— f(%0))+ (%) =Yo
Vid sjaum pé ad x+ 6/2 er i menginu L en pad er métsogn vid afsé efra mark L
pvi ad % < xo+90/2.
Af pessu sést ad(%p) er ekki minna engy

e Synum naest ad(Xo) er ekki staerra engy pad verdur gert med motsogn.
Gerum rad fyrir ad 1xo) > Yo.
Setjune = f(xp) — Yo, pa ere > 0.
Samkveemt skilgreiningu & samfelldu falli pa eltit 0 pannig ad efx—Xo| < & pa
er |f(x) — f(xo)| < €, en pad hefur i for med sér adX) > f(xp) —¢.
Fyrir sérhvert x pannig adx — xg| < d gildir pess vegna

f(x) > f(X) —e= f(x0) — (f(%) —Yo) = Yo

pa sést ad x— o er staerra en sérhvert stak i L.
pad er i motsogn vid adysé efra mark mengisins L, pvi ag % xo — .
f(xo) er pvi ekki steerra engy

Vid hofum séd ad (ko) er hvorki steerra en eda minna ep [yad hlytur pvi ad vera jafnt
0g Yo.
Neesta setning

Setning 25.2.4Latuml € R vera bil ogf : | — R vera fall.
Ef f er einteekt og samfellt pa er pad stranglega einhalla.

Sénnun:

Gerum rdo fyrir ad f sé eintaekt og samfellt.
Gerum rdo fyrir ad pad sé ekki stranglega minnkandi, vidwiljsyna ad pa hlj6ti pad ad
vera stranglega vaxandi.
Latum x, X vera einhverjar télur & | pannig adix< xo. Vid viljum syna ad pa gildi
f(x1) < f(x2).
par sem ad f er ekki stranglega minnkandi pa vitum vid ad til@nhverjar adrar tolur
a1, ap pannig ad fa;) < f(ap).
NG er f eintaekt svo ad(&;) # f(az) en paer fa;) < f(az). Nu parf ad skipta i nokkur
tilvik eftir pvi hvar x og % eru stadsett a talnalinunni midad vid ag &.

e Tilfellid xo > x; > ap» > as:
Synum fyrst ad (;) > f(ayp).
Athugum ad fx,) getur ekki verid a milli talnanna (fay) og f(ay) pvi ad ef svo veeri
péa veeri skv. milligildissetningu til tala a millige [a1,ap] pannig ad {ap) = f(x1)
i métsogn vid eintaekni fallsins f.
Athugum ad fx1) getur heldur ekki verid minni en(&;) pvi ad ef svo veeri pa veeri
f(x1) < f(a1) < f(ap) og pvi veeri skv. milligildissetningu tibae [az, x1] pannig ad
f(ap) = f(a1) sem er i motsogn vid einteekni f.
Vid sjdum pess vegna adx) > f(ap).
A sama hatt ma nu sja ad(xtz) > f(xq).
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e Hin tilfellin eru:
Xp > ap > X1 > a1
Xo > ax>a; > X
a>Xo> X1 > ag
L >Xo>ar>X,
ay > ag > X2 > X1.
Oll tilfellin eru gerd & svipadan hétt og pad fyrsta.

Med pessa reglu getum vid loks sett fram mikilveega reglu.

Setning 25.2.5L4&tuml,J C R vera bil.
Gerum rag fyrir adf : | — J sé samfellt og gagnteekt.
pa er andhverfa fallsink einnig samfelld.

SO6nnum petta

Latum f~1: J— | vera andhverfu fallsins f.
Syna parf ad f! sé samfellt i sérhverjum punkti mengisins J.
Vid latum duga ad sanna ad t sé samfellt i 6llum punktunyyJ sem eru ekki
endapunktar J. Endapunktarnir eru gerdir & mjog svipadatt.ha
Skv. reglunni & undan pa er f annadhvort stranglega vaxaddistranglega minnkandi.
Vid skulum gera rad fyrir ad pad sé stranglega vaxandi enthi#llid er gert & mjog
svipadan hatt.
par sem f er stranglega vaxandi pa er andhverfart €innig stranglega vaxandi.
Latum y € J vera punkt sem er ekki endapunktur bilsins J.
Par sem f er gagnteekt pé er til stag & | pannig ad f(xo) = yo. En pé er skv.
skilgreiningunni & andhverfuf(yp) = o.
Latume > 0.
Vid purfum ad syna ad til s& > 0 pannig ad|y — yo| < & hafii for med sér ad
[£-3(y) — FL(yo)| <&.
par sem f er stranglega vaxandi pa vitum vid a&f—¢€) < f(Xo) < f(xo+E€).
Setjumd = min{ f (xo) — f(Xo—€), f(Xo+ &) — f(x0)}.
pPaer f(xo—¢€) < f(xp) —00g f(x0) +d< f(Xo+¢€).
Pvi feest ef fxo) —d <y < f(Xo) +dad f(xo—¢€) <y < f(Xo+¢€).
NG er f~1 stranglega vaxandi og munnum adx§) = yo svo ad petta gefur ad ef
Yo—0<y<yo+opaery—e< f1(y)<xo+e.
Munum einnig ad = f ~(yo) svo ad ef
Yo—8<y<yo+dpaer fiy)—e<fty) <f(y)+e.
En petta jafngildir ad
ly—Yo| < & hafi i for med sér adf ~1(y) — f~1(yo)| < .

25.3 Ppekkt samfelld foll

NU skulum vid telja upp foll nokkur foll sem vid pekkjum og esamfelld.

Setning 25.3.1 1. Fallid f(x) = x er samfellt.

2. Sérhver marglida er samfelld.
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Soénnum petta eftir bestu getu

1.

10.

Latum c< R vera einhverja rauntolu.

Latume > 0.

Latumd =e.

pafestefax—c| <dad|f(x)—f(c)| < |x—c|<d=c¢.

Skv. kaflanum & undan pa er summa og margfeldi samfelltlaastamfellt. Marglida
er ekkert nema fallid x margfaldad vio fasta og sjalft sig @améga oft, pvi sést ad
sérhver marglida er samfelld.

Skv. kaflanum & undan pa efd samfellt ef ad f og g eru samfelld ogx +~ O fyrir
sérhvert x. Vid getum pvi sagt add sé samellt alls stadar sem ad pad er skilgreint.
Reett fall er ekkert nema kvoti marglida svo ad vio getum sageett fall sé samfellt
par sem pad er skilgreint.

Fallid X" er samfellt fyrir allar nattarulegar tolur n skv. lid nimevd. Skv. kaflanum
4 undan er andhverfa pessa falls pa einnig samfelld, pad esemja fallio /x er
samfellt.

par sem r er reed tala pa eru til heilar télur p og q pannig a&p/q.
1
Skv. lidum tvo og fidgur pa eru follin(k) = xP og g(x) = Jx = xa samfelld.
p
Skv. kaflanum & undan er pess vegna fallidgfx) = xa = X" samfellt

| pessari bok er ekki buid ad leggja ndbgu gédan grunn tikkhed syna pessa reglu.
heldur ekki pessa reglu.

Lograr eru andhver visisfalla og eru pvi samfelldir skid mimer sj6 og reglu i
kaflanum & undan.

Ekki sannad hér.

Faest af lid nUmer niu.

125



11. Latume > 0og setjumd = ¢, pa faestefafk—c| <dad|f(x)— f(c)| = ||x| —|c|| <
IX—c| < d=E.
Hér var tilvik af prihyrningsjéfnunni notad.

25.4 Nokkur deemi

Deaemi 25.4.1.Notid milligildissetningu til pess ad syna ad marglidan
p(x) = x" +3x+1

hafi nallstod & biling — 1,0].

Lausn:

Vid sjaum adp(0) =1 >0o0gp(—1) = -3 < 0.
NU eru marglidur samfelld f6ll svo ad hér er haegt ad nota gilitlissetningu sem segji
ad par senp(0) > 0 ogp(—1) < 0 pa er til talac €] — 1,0[ sem er pannig ap(c) = 0.

Daemi 25.4.2.Palli er ad rannsaka fallid

X

R(X) = Z 1

Hann reiknar Gt a®(3) = = < 0 og adR(2) = £ > 0.

Palli beitir naest milligildissetningunni og kemst ad piemiBurstédu ad fallidR hafi ein-
hverja nullst6d a bilinul/2,2].

[ raun hefur Palli rangt fyrir sér. Hver er villan i rokstudgi Palla.

Lausn:

Fallid R(x) er ekki skilgreint i punktinunx = 1. Sér i lagi er pad ekki samfellt i pes
um punkti. Hér er pvi ekki haegt ad nota milligildissetningurskrefst pess ad fallid g
samfellt.

Daemi 25.4.3.Utskyrid i stuttu mali med ordum hvort eftirfarandi foll esamfelld eéel

ekki.
(a)

f(x) =[x+ cogx®).
(b)

) = -1 efx<0,

9(x) = 1 efx>0.
(©)
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h(x) = {sin(x) efx <0,

x> efx>0.
Lausn:
(a)
Fallid f er samsett ar féllunurfx|, cogx) ogx® sem eru 6ll samfelld foll. bess vegnaler
f samfellt.
(b)

I punktinumx = 0 tekur fallid g stokk fra pvi ad vera jafnt minus einum i pad ad era
jafnt einum. Fallid er pess vegna ésamfellt i peim punkti.
(©)

Follin sin(x) og x* eru baedi samfelld. Falliéy er pvi samfellt i 6llum punktum nenja
kannski nallpunktinum.

NU er pekkt ad = 0 og sir(0) = 0.
Fallid h stefnir pa & téluna null x = 0 hvort sem ad vid nalgumst punktinn haegra gda
vinstra megin fra. Fallidh er pvi samfellt i nallpunktinum, og vid héfum pa rokstutt |gd
pad er samfellt allstadar.

Daemi 25.4.4.Fyrir einhverja télux €]0, 1] latum pax = 0,X3XoX3X4... tAkna venjulegl
tugakerfisframsetningu hennar.
(Hér er krafist pess ad tugaframsetning télunnar endi eklaralénlega morgum niufn
p.e.a.s. ad ekki sé Nl pannig adk, = 9 fyrir 6ll n > N)
Tildeemis efx=1/7=0,142857..paerx; =1, xo =4, X3 = 2, X4 = 8 0g svo framvegig.
Vid skulum na skilgreina falC : |0, 1]— R med

C(x) = 1 eftolustafurinn 3 kemur fram i tugakerfisframsetninguitdllunnix
10 annars

Til ad skyra petta fall betur skulum vid taka deemi um hveriigl seikna Ur pvi.
Skodum til deemis téluna/3t= 0,9549296585513.

Hér kemur tolustafurinn prir fyrir i prettanda aukastafitihar svo a&(3/m) = 1.
Skodum neest télung/9=0,111111111..

Hér kemur tolustafurinn prir aldrei fram sem aukastafurdbelmunu bara komg
endalaust margir asar. pess vegn@@r/9) = 0.
(a)

Synid ad fallioC er samfellt i punktinunx = 7/11.
(b)

Synid ad fallioC er 6samfellt i punktinum = 1/9.
(c)

Synid ad fallioC er 6samfellt i punktinumx = 3/10.
Lausn:

(a)

Athugum fyrst adC(7/11) = C(0,63636363.) = 1 pvi ad prir kemur til deemis fyrir|
0drum aukastaf télunnar.

Latume > 0. Vid purfum ad syna ad til s& pannig adx— 7/11| < & hafi i for med sé
ad|C(x)—1| <.

—
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Setjumd = 0,001.

Tokum eftir pviad 711— 6 = 0,63536363. og 7/11+ &= 0,63736363...

Vid sjaum agd ef 711— 0 =< x < 7/11+ & pa mun annar aukastafur télunnarera prir
svo adC(x) = 1.

Med 6drum ordum efx—7/11] < 0,001 pé feesiC(x) —1| =|1— 1| =0< .

Svo adC er samfellt i punktinum 711.

(b)

aukastafur télunnar.

Skodum fallgildin i nokkrum vel véldnum t6lum sem eru nalaédanni 1/9.
C(1/9+0,2) =C(0,311111..)=1

C(1/9+0,02) =C(0,131111..)=1

C(1/9+0,002 =C(0,113111..) =1.

C(1/9+0,0002 =C(0,111311..) =1 o.s.fr.

Vid tokum eftir ad fyrir allar nattarulegar télurmunC(1/9+2-10 ") = 1.
Vid sjaum pa adC(1/9+2-10 ") —C(1/9)| = 1 fyrir allar nattarulegar tolun.
p.e.a.s. sama hversu nalaegt tolunfd ¢id férum & pennan hatt pa verdur munurin
fallgildunum alltaf einn.

C er pess vegna 6samfellt i punktinums= 1/9.

(c)

Athugum fyrst adC(3/10) = C(0,3000Q..) = 1.

Skodum fallgildin i nokkrum vel vdldum t6lum sem eru nalagigtihni 3/10.
C(3/10-0,01) =C(0,29000..) =0

C(3/10—0,001) = C(0,2990000.. = 0)

C(3/10—0,0001) =C(0,2999000..)=0

o.s.fr.

Vid télum eftir ad fyrir allar nattdrulegar télurmunC(3/10— 10 ") = 0.

Vid sjaum p4a adC(3/10—-10 ") — C(3/10)| = 1 fyrir allar nattdrulegar télun.
p.e.a.s. sama hversu nalaegt télunf8 ¥id forum & pennan hatt pa verdur munurin
fallgildunum alltaf einn.

C er pess vegna 6samfellt i punktinums= 3/10.

Athugum fyrst adC(1/9) = C(0,11111..) = O pvi ad prir kemur hvergi fyrir seip

h a

26 Deildun

26.1 Skyringardaemi

Adur en vid skilgreinumafleidufalls skulum vid taka deemi til pess ad reyna ad Gtskyra

hver hugmyndin er.

Vid skulum hugsa okkur bil i spyrnukeppni a 500 metra braut.

Adur en billinn fer af stad er sett i hann nakveemt stadsesmiseki sem getur teiknad upp

graf sem lysir stadsetningu hans & brautinni midad vid thmsam er lidinn fra upph
spyrnunnar.
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Billinn fer af stad og keyrir brautina & nakveem- Vegalengd (m)
lega tiu sekandum. 500 s(t) = 5t2
Eftir keppnina pa er stadsetningarteekio skoda

0g pad synir ad stadsetningu bilsins sem fall a 0
tima megi lysa med formalunni 300
s(t) = 5t? 200

pbar semt € [0,10] taknar timann sem var lidinn 100
frA upphafi spyrnunnar meeldur i sekindum og
S(t) er vegalengdin sem billin var buinn ad keyra 2 4 6 8 10
meeld i metrum.

Timi (s)

Pessi formula segjir okkur til deemis ad eftir fijorar sekandar billinn bdinn ad keyra 80
metra pvi ad 54° = 80 og eftir atta sekandur var billinn bainn ad keyra 320 mptrizad
5.8% = 320.

Eins og vid m& buast e&0) = 0 sem pydir ad eftir nall sekundur stéd billinn ennpé éhreyfd
ur og s(10) = 500 sem er i samraemi vid pad ad billinn hafi keyrt brautina senb00
metrar a tiu sekindum.

Ur formdlunni er pé haegt ad fa meiri upplysingar heldur eratsiadsetningu bilsins. Til
deemis dugar pessi formula til pess ad reikna Ut hrada bilséverjum timapunkti.

Vid skulum nu fara i gegnum pad hvernig pad er gert.

Vid skulum reikna Ut nakveeman hrada bilsins pegar fjérafisélr voru lidnar.

Athugum admedalhradibilsins yfir akvedid timabil er skilgreint sem vegalengdens
billinn fer & pvi timabili deilt med lengdinni & timabilinu.

Pannig var t.d. medalhradi bilsins okkar i allri spyrnundindetrar a sekindu pvi ad hann
for 500 metra & 10 sekindum og 500 = 50.

Adur en vid getum reiknad Ut nakvaeman hrada bilsins & timansad purfum vié ad
reikna Ut medalhrada bilsins & nokkrum vel véldum timabilum

e Skodum fyrst medalhrada bilsins a timabilinu fra fjorum Gigta sekindur.
A sekandu atta er billinn kominn-B? = 310 metra.
A sekundu fidgur er billinn kominn 52 = 80 metra.
Vegalengdin sem hann feerist a timabilinu fra fjorum uppd agkundur er pa 310
80= 230 metrar.
Lengdin a pessu timabili er fjérar sekdndur.
Medalhradi bilsins & timabilinu fra fjorum upp i atta sekandr pa
230 =575 m/s
4
e Skodum naest medalhrada bilsins fra fjorum upp i sex sekundegalengdin sem
hann feerist & pvi timabili er-%° — 5- 4% = 100 metrar.
Lengdin a timabilinu er 6- 4 = 2 sekundur.
Medalhradi bilsins er pa
100
> =

e Skodum medalhrada bilsins fra fjorum upp i fimm sekandur.
Hann er

50 m/s

5.52_5.42 45
- -~ —45m/s
5—4 1

129



e Medalhradi bilsins fra fjorum sekindum upp i fjérar og h&ékindu er

5.-4,5°—5.42 2125

454 05 =425 m/s

e Medalhradi bilsins fra fjorum sekindum upp, 2% sekdndur er

5.4,25%—5.4> 10,3125
425—-4 0,25

=41,25 m/s

Nuna geta gloggir nemendur kannski attad sig a pvi hvad esradad gerast.

Med pvi ad stytta timabilid meira og meira pa verdur meddimanaer og naer raunveru-
lega hradanum i timanum= 4.

petta er farid ad likjast pvi ad taka markgildi.

Almennt gildir ad medalhradi bilsins fra fjérum sekandunpup sekdndur er
5t2 - 5. 42
t—4

Pegar vid styttum timabilid meir og meir pa erum vid i raun @a tdlunna hér ad ofan
stefna & fjora.
Pess vegna faum vid ad nakveemur hradi bilsins a timanuh er

. Bt2-5.42  5(t2—-4%)  5(t+4)(t—4)
im—-——=lim—<L =lim—xu«+——~2
t—4 t—4 t—-4 t—4 t—4 t—4
_ 5(t+4) 5(4+4
_jim 24 5D 4,
t—4 1 1

Pad er ad segja, nakveemur hradi bilsins pegar akkurat fp@taindur eru lionar er 40
metrar a sekandu.

Hér for mikid pudur i pad ad reikna Ut hrada bilsins a einunaponkti.

Segjum ad vid viljum reikna Ut hrada bilsins i hundrad misami timapunktum, pa yroi
preitandi ad purfa ad reikna Ut hundrad mismunandi markgild

Skynsamlegra veeri ad reyna ad finna Ut nakveema formualu seim gg hrada bilsins &
sérhverjum tima. pad er haegt!

Til pess ad reikna Ut hrada bilsins & timantea4 pa purftum vid ad reikna ut markgildio

Ef hinsvegar vid viljum reikna Ut hrada bilsins a einhverjodrum timat = to pa parf
ekkert ad gera nema reikna ut markgildio

_ Bt2-5.t3
lim ———.
t%to t—to

En petta er eitthvad sem ad vid getum reiknad ut almennt:

. Bt2-5.t2  5(t2—t2)  5(t+tg)(t—t
lim =——9 — |im ( 0) lim (t+1)(t —to)
. 5(t+tg) 5(to+to)
—JETPO 1 = 1 = 10.
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Vid hofum séd ad a timanutn= to pa er hradi bilsins g m/s.
Med 6drum ordum pa ma lysa hrada bilsins af tima med fallimu gefid er med formul-
unni

v(t) =10,
Af pessu ma lesa ad hradi bilsins & sekundu fjogur €x04= 40 m/s og hradi bilsins a
sekdndu atta er 8.0= 80 m/s.

Munum ad billinn byrjar kyrrsteedur svo pad kemur ekki & 6@ént(0) = 0 sem ma talka
sem svo ad hradi bilsins & sekdandunni nall sé nall.

Adferdin sem hér var notud kallageildun (diffrun)

Pessi adferd er ekki bundin vid petta einstaka fall, heldargera petta almennt. Segjum
ad hradi bilsins hafi verid gefinn med einhverju 6rdu fia(ti).

Hradi bilsins i timapunktinurh= ty verdur pa fundinn med pvi ad reikna markgildid

=t t—1p

26.2 Skilgreining & afleidu

Setjum fram formlega skilgreiningu a afleidu

Skilgreining 26.2.1. Gerum ragd fyrir adf : | — R sé fall sem er skilgreint & bili.
Latumac .
Fallid f er sagt vera deildanlegt (diffranlegt) i punktinanef ad markgildid

i 10 —f(@

Xx—a  X—a

er skilgreint og jafnt einhverri rauntolu, (Ekki plis edana$ 6endanlegt.)
Pessi rauntala er taknud méga) og kallast afleida fallsing i punktinuma.

Ef fallio f er deildanlegt i sérhverjum punkti bilsihgpa segjum vid ad sé deildanledt
(diffranlegt) fall &l og pa er afleidard’ fall 41.
Adgerdin ad finna afleidu kallast deldun (diffrun).

26.3 Hallat6lur og snertlar

[ skyringardaeminu ad ofan pa gafum vid okkur dlem lysti stadsetningu bils sem fall af
tima. Afleida fallsinss var pa tulkud sem hradi bilsins.
i raun er haegt ad talka afleidu falls téluvert almennar.

Segjum ad fallf : | - Rségefidogaacl.

Ef ad afleida fallsing i punktinuma er skilgreind pa er algengast ad tulka tdlunfiga)
semhallatélufallsins f i punktinuma.

p.e.a.s. talaii’(a) lysir pvi hversu mikid fallid hallar i punktinura.

Til ad skyra pessa tulkun betur er best ad skilgreinertil falls fyrst
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Skilgreining 26.3.1. Latum f | — R vera fall skilgreint a bilil og latuma € 1.
Ef ad afleida fallsind i punktinuma er skilgreint pa kollum vid linuna sem er gefin ned
jofnunni

y=f(a)+f'(a)(x—a)

snertil fallsinsf i punktinuma.

Snertill falls f i punktia er st beina lina sem fer i gegnum punktiianf(a)) og sem ad i
vissum skilningi liggur sem best uppad fallinu i pessum giunk

Til ad f& betri tilfinningu fyrir pessu skulum vid teikna upgliio
s(x) = 5-x2

asamt snertli pess i punktinuxa= 4.
BUid var ad reikna ad(4) = 80 ogs'(4) = 40.

Jafna snertilsins faest pa med formalunni 500, S(x) = 5%°
y = S(4) + (4)(x— 4) = 80+ 40(x — 4) 400
300
sem einfaldast i
200
y = 40x — 80. 100
Til hlidar m& sja mynd af fallinu sjalfu asamt X
snertli pess sem er litadur blar. Flestir eettu ad 2 4 6 8 10
geta verid sammala um ad snertillinn liggur vel
uppad fallinu.

Til samanburdar er buid ad teikna tveer raudar lin-
ur i gegnum sama punkt sem liggja ekki vel uppad fallinu.riFfeyndu segja ad peer liggi
i gegnum fallid.

26.4 Reglur um deildun

Um deildun gilda nokkrar mikilveegar reglur.
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Athugasemd:

I reglunni er tekid fram ad ogg aettu ad vera deildanleg & 6IRi bad er gert til ad einfalda
framsetninguna & reglunni. | raun gilda pessar reglur fiitideildanlegf ogg par sem ad
steedurnar vinstra megin jafnadarmerkisins eru vel skiigia.

SOnnum petta

1. Fyrir sérhvert x par sem f er diffranlegt gildir

(af) (o) = im, (af)(X))(:)((jf)(Xo) :)!meoaf(x))(:iof(xo) —a i T — af'(x0).

2. Fyrir sérhvert x par sem f og g eru diffranleg gildir

X—Xo X —Xo X—Xo X —Xo

(f+9)' (%)

— Jim (f(x)_f(XO)+g(X)_g(X°)): im F)=f00) o 90 —0(x0)
X0 X=Xo X—Xo X—>

3. Hér notum vid lidi eitt og tvo
(f-g)'=(f+(-9)=1"+(-9)=1+(-1)-d=1-d.
4. Fyrir sérhvert x par sem f og g eru diffranleg gildir




5. Fyrir sérhvert x pannig ad g sé diffranlegt ipog f sé diffranlegt i ¢xp) pa gildir.
f(g(x)) — f(9(x0))

|
X—Xo X — Xo X—=Xo X — Xo

L (
= (x=%0) (90 — 90))
o (F(a(x) — f(9(x0)) g(x) —g(X0) ., ,
g o) e xx | ove) gl

6. Fyrir sérhvert x par sem g er diffranlegt gildir

(5)'<XO> e (1/90) — (1/900) | (80%) ~ 90)/(8(99(x0))

g X—=Xo X—Xo X—Xg X—Xo
_( L N W=g0))_ 1~ (%)
‘(x"i‘%g(x>g<xo>) (- 4m, 2= Pl 9= ")

7. Hér verda lidir fimm og sex notadir

/ / / Iy £
() -y (3 -y g5

8. Athugum fyrst ad ef(l) = x pa feest

) = iy, M = e
Skv. skilgreiningu & andhverfu pa er
(fLof)(x)=x
Deildum nu sitthvoru megin jafnadarmerkis, vid notum liorfirtil ad deilda vinstra

megin. Vid faum
(Y o f)(x)- F'(x) =1

eda

(1o D09 = g

26.5 Natturulega veldisvisisfallid

Adur en lengra er haldid i deildun er naudsynlegt ad kynna tifj til ségunnar sem ad er
gridarlega mikilvaeg i deildunarreikningi. Hin kemur fraeftirfarandi reglu.

Setning 26.5.1Til er fall f skilgreint & 6lluR pannig adf(0) =1 og f’ = f.
Petta fall er visisfall, svo ad til er jakveed rauntadannig adf (x) = &

134



Sonnunin & pessari reglu er allt of taeknileg til pess ad faeméa hér.

Alveg eins og talart pa er talare 6raed sem pydir ad ekki eru til heiltdlyrog q pannig
ade= p/q. Til ad fa einhverija tilfinningu fyrir henni pa er best ad s&nipp nokkra fyrstu
aukastafi hennar.

e=2,718281828459045

Munum ad sérhvert visisfall & sér andhverfu sem ad er kotgd.|

Fyrir eitthvad visisfall* pa er andhverfa hennar taknud med,log, nema pegaa = 10,
pba er yfirleitt skrifad bara lo().

Talane er po6 talin svo sérstok i staerdfraedinni ad andhverfa fallgirer vanalega ekki
taknud med log(x) heldur feer hin sér takn:

Skilgreining 26.5.1. Fallid € & sér andhverfu sem ad er tAknud me&jn
petta fall er kallad nattarulegri logrinn.

26.6 Deildun pekktra falla
NU skulum vid deilda nokkur pekkt foll.
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So6nnum petta
1. Ef f(x) = a pa feest fyrir sérhverixxc R ad

(%) = lim f(x)— f(xo) _im 2728
X—Xo X — Xo X=X X —Xg ~ XX0

2. Til ad gera tAknmalid skiljanlegra munum vid endurskyakid og setja f(x) = X"
fyrir 6ll n.
Reglan segjir ni ad/fx) = nx*~1 fyrir 6lln € N.
Notum prepun til pess ad syna petta.
Synum fyrst ad reglan er sénn pegasl.

svo reglan er sonn fyrir a= 1.

Gerum naest rad fyrir ad reglan sé sonn fyrir eitthvad n og sy@md hu sé sénn fyrir
n+ 1. b.e.a.s. vid gerum na rad fyrir ad, &) = nxX"1.

Med pvi ad nota regluna fyrir deildun margfeldi falla faundwid

nr1(X) = (fo- f2)(x) = £300) f2(x) + fn(X) f1(x)
N Lox+ X" 1=nd+ X" = (n+1)X".
Vid faum pvi ad reglan er sonn fyrir sérhvertnN.

3. Holdum &afram ad nota taknmalig (k) = x".
Tokum eftir pvi ad fyrir 6ll n pa er

1
fn—?n

18 tvo hofum vid nG pegar synt ad nidurstadan er rétt ef 7 \ {0} er jakvaed. Vid
skulum pvi gera rad fyrir ad n sé neikvaed.

Fyrst n er neikvaed pa ern jakveed.

pa faest med pvi ad nota lidinn & undan og regluna um deildurilénge falla ad

, 1\t —(—x
h0= (1) 00= ()2~ ("2

—n—1
nx " el (— _
_—ﬁ_— nx n-1 ( 2n) — an 1.

4. par sem re Q pé eru til heiltélur p og q pannig ad & g.

Vid munum na skrifafq(x) = x/9.
Synum fyrst ad reglan er sénn el p.e.a.s. fyrir fall af gerdinni f,q = x1/a,
Vid vitum ad fallid § 4 er andhverfa fallsinsgf(x). NG notum vid regluna um deildun

a andhverfu til pess ad fa
1
f1 40 fq)(X) = ——

sama hlutinn er haegt ad skrifa sem

i/q(fq(x)) = fq’—%x)'
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NU er g heiltala svo skv. lidnum a undan g(x) = opdL.
Vid stingum pessu inni og faum

1
o) = s

Med pvi ad skipta ut x fyriréd pessari jofnu feest

1 1 19 11,
i/q(X): o1 = —.X 040 = —XAq .
gx d q q

Svo ad setningin er sonn fyrir télur af gerdinni=nl/q.
Fyrir almennt n= ¢ pa feest

p/a(¥) = (fpo f1)q)'(x) = (fr0 f1/q) (%) - f1/q(%) = fp(T1/q(X)) - 1/4(X)

1001 1 -1 1 1 p p_q
— f/(xa).=xa L —pxa .-xa t= Pya 1
ol )q p a q

. bessi regla verdur ekki sbnnud hér.

. Hér notum vid regluna sem var sett fram 6sénnud ad ofamilegh pa reglu ad ef
g(x) =€‘paerd=g.

Latum nu iix) = In(a)x og f(x) = a*.

pa sést ad fx) = goh(x) svo ad

/(%) = (goh)(x) = (g o) (%)W () = g (h(X))(x) = g(h(x)) - W(x)
— (goh)(0)-H(x) = F(x)-N(x) = & In(a)

. Synum petta fyrst fyrir natturulegra lograhm athugum adn(e) = 1 skv. skilgrein-
ingu.

Setjum fx) = In(x) pa er f-1(x) = e og pvi einnig(f~1)’(x) = €.

pa faest skv reglu um deildun a andhverfu ad

(1 (10) = 5

og par sen(f~1Y/(f(x)) = f~1(f(x)) = x feest

eda

Til ad syna petta fyrir almennan logrmg,(x) purfum vid ad rifja upp lograreglu
sem segjir ad

log,(x) = In(a)

en pa faest




8. Hér verdur notud hornafallaregla sem segjir ad
sin(x) —sin(y) = 2sin((x—Yy)/2) -cog (X+Y)/2).
Einnig verdur nast vid pekkta markgildid

. sin(x
lim L
Xx—0 X

=1

en synt var fram & petta i kaflanum um markgildi.
NU faum vio

si (xo) = fim SMX)—SIN00) _ ;) 28in(x—X0)/2) oS (x + %) /2)
X—Xo X—Xo XX X—Xo .

Setjum nd h= %X,

Pa er x=2h+xp 0g X530 = Zh%zxo = h+Xo.

Tokum einnig eftir pvi ad h stefnir & null pa og pvi adeins adefrs & ».
Vid getum pvi breytt markgildinnu og skrifad

. 2sin(h) cogh+ xo)
= lim
h—0 2h

= (imeoso0+) - (jm 5 ) = cosbe) 1= coso)

9. Hér notum vid lidinn & undan og hornafallareglurnar
sin(x+11/2) = cogX) cog X+ T1/2) = —sin(X)
og vid faum
(cogx)) = (sin(x+11/2))" = cogx+ 11/2) = —sin(x).
10. Hér notum vid skilgreininguna & tangens

sin(x)
cogx)

tan(x) =

honrafallaregluna
sir(x) + cog(x) = 1
og reglu um deildun a deilingu falla til pess ad fa:

_ COs cos—sin-(—sin)

cog > cog >

sin)’ (x) = sin' - cos— sin- cog

tarf(x) = (—

Cos

cog +sir? 1
=g ¥ g™
11.

cot (x) =

cos\’ — sir? — cog -1
<—) ()= sir? ()= sir(x)’

sin
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12.

13.
14.

15.

par sem fallid Arcsin er andhverfa fallsias & bilinu [—11/2,11/2] p4 er:

1 1
~sin(x)  cogx)’ ()

Arcsir(sin(x))

Einangrum nlcogx) atdr jéfnunni
cog(x) +sirf(x) = 1

og athugum ad késinusinn er alltaf jakvaedur & biljput/2, 11/2] og faum pess vegna

cogx) = /1 —sir?(x).

Stingum pessu inni jofnurfa) og faum
__r
V1—sir(x)

Med pvi ad skiptain(x) Gt fyrir x feest ad lokum

Arcsin(sin(x)) =

1
1-x2

Arcsin (x) =

Mjog svipad og lidurinn & undan.
par sem Arctan er andhverfa fallsitesx) & bilinu [—11/2,11/2] b4 er
1
Arctari (tan(x)) = B~ co(x). (%)
Athugum aod

1 1 cog(X)

1rtard(x) 1. Sor;((x)) ~ Co2(x) + Sir(x)

= cog(x).

Stingum pessu inni j6fnur{a) og faum

1
ArCtad(tar(X)) — HTI‘]Z(X)
skiptum atan(x) fyrir x og faum
1
Arctarf(x) = T

Mjog svipad og lidurinn & undan.

Daemi 26.6.1.Finnid afleidur eftirfarandi falla:

(@)

(b)

f(x) = coqIn(x)).

g(x) = 3. Arctan(x°).
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()
h(x) = cos'(x* + 3).

Lausn:

(@)

Hér notum vid reglu um deildun & samsetningu falla

£(x) = —sin(In(x)) - )—1( - w

(b)

Regla um deildun & margfeldi falla gefur

g (%) = In(3)3Arctan(x®) + 3. Tlxs)z 5

5x4 . 3X

_ X
=In(3) - 3*Arctan(x’) + 500

(©)

N (x) = 4-cos'(x* + 3) - 2x = 8xcos (X% 4 3).

27 Ymsar afleidur, snertlar, kedjuregla og hornaféll

27.1 Keodjureglan og hornafdll

Kedjureglan var sénnud i kaflanum um deildun. Vid skulumesskegna aftur fram hérna

Afleidur hornafallanna voru leiddar at i kaflanum um deildun
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28 Notkun a afleidoum - hagildi og laggildi
28.1 Hagildi og laggildi

Hugsum okkur fallf : 1 — R skilgreint & einhverju bill.

Skilgreiningin & hagildi fallsind er frekar natturuleg, fallid er einfaldlega sagt taka ha-
gildi i punktinum par sem pad er staerst.

Skilgreiningin & stadbundnu hagildi er adeins teeknileBaillid f er sagt hafa stadbundid
hagildi i einhverjum punktt ef haegt er ad finna minna hllC | i kringumc pannig ad
steersta gildif a bilinuJ sé i punktinumc. Laggildi og stadbundid laggildi er skilgreint
svipad.

Utgildispunktar eru peir punktar kalladir sem eru annadrhiagildis- eda laggildispunkt-
ar.

Formlega:

Skilgreining 28.1.1. Latum f : | — R vera fall & einhverju bill ogc e I.

e Fallio f er sagt taka hagildi i punktinumef ad f (c) > f(x) fyrir 6ll x e I.
e Fallid f er sagt taka laggildi i punktinumef ad f (c) < f(x) fyrir 6ll x € .

e Fallid f er sagt hafa stadbundid hagildi i punktineref til er bil J C | pannig ad
c € J enc er ekki endapunktur bilsinsog um 6lIx € J gildir ad f(c) > f(x)

e Fallid f er sagt hafa stadbundid laggildi i punktineref til er bil J C | pannig ad
c € J enc er ekki endapunktur bilsinsog um 6llx € J gildir ad f(c) < f(x)

e Ef c er annadhvort hagildi eda laggildi fallsifspa segjum vid ad@ sé utgildij
fallsins f.

e Ef adc er annadhvort stadbundid hagildi eda stadbunbundid diggilsins f pa
segjum vid ad sé stadbundid utgildi fallsing.

y
Til skyringar skulum vid teikna mynd af marglidunni )
o3
p(x)_g—g— +X |,

og merkja inn stadbundin hagildi og laggildi.
Myndin er teiknud af marglidunni & bilini+-2, 2] af
pvi ad pad er eini stadurinn par sem eitthvad ahuga— = vy s X
vert gerist. Fallid steekkar upp i 6endanleikann ef -1 1 2
farid er lengra til vinstri eda haegri.
Marglidan hefur engan hagildispunkt pvi han gerir r—1
ekkert nema ad staekka og steekka i badar attir.

Hins vegar sést af mynd ad hun tekur stadbundid
hagildi & einum stad, sem merkt er & myndina med
raudum punkii.

Laggildi marglidunnar er merkt inn & mynd med blaum punktangad stadbundid laggildi
hennar er merkt med graeenum punkti.
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Tokum eftir ad skv. skilgreiningu pa eru hagildispunktar séagi stadbundnir hagild-
ispunktar. Eftirfarandi regla hjalpar okkur ad finna pa panpar sem fallf tekur stad-
bundin utgildi.

Setning 28.1.1Gerum rad fyrir adf sé deildanlegt fall skilgreint & bili.
Ef ad f tekur stadbundid Gtgildi¢ pa erf’(c) =0

Taka skal sérstaklega fram ad andhverfa pessarar reglkiealghd. b.e.a.s. ef ad’(c) =

0 pa parf ekki ad vera abtaki stadbundid utgildi i punktinurm

Til ad rokstydja pad ma skoda fallif{x) = x® sem er stranglega vaxandi og vex fra minus
6endanlegu upp i éendanlegt og hefur pvi engin stadbundildiitEngu ad siour pa er
f'(0) =0.

Med hjalp pessarar reglu skulum vid utskyra adferd til pesdirsna hagildi og laggildi
falls.

Finna skal hagildi deldanlegs falls:f| —+ R sem er skilgreint & bili sem inniheldur enda-
punkta sina.

1. Deildid fallid f

2. Finnid alla punkta ¢= | pannig ad f(c) =0.
Nefnum pa ¢, co, ..., Cm.
Latum endapunkta bilsisn | heita a og b

3. Reiknid ut fc;) fyrir 6ll i og reiknid einnig f(a) og f(b).

4. Nu er hagildi og laggildi fallsins f i peim punktum par setkaiman var haest og
leegst.

29 Vaxandi og minnkandi foll; afleiduprof

30 Nattarulegilogrinn og afleida hans

30.1 Afleida nattarulega lograns

Nattarulegi logrinn In R, — R var skilgreindur ii kaflanum um deildun sem andhverfa
visisfallsinse* par seme~ 2,7182818.. er pekktur fasti. Afleida hans er gefin med

31 Afleida andhverfu falls; veldisvisisfallid og breidboga
follin

31.1 Afleida andhverfu falls og veldisvisisfallid

Reglan um afleidu andhverfu falls var leidd ut i kaflanum untddei. HUn verdur sett fram
hér aftur.
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I kaflanum um deildun var reett um veldisvisisfaki®
Samkvaemt skilgreiningu okkar péa er talarsu tala pannig ad veldisvisisfallid uppfylli
deildajoéfnunna

(€ = €.

31.2 Breidbogafollin

Hér munum vid skilgreina ny féll, nefnilega breidbogafilli

Skilgreining 31.2.1. Breiobogafdllin eru skilgreind med eftirfarandi formalum
[ J eX _x
coshx) := +e
2
[ J eX X
: _ E=E
sinh(x) := >
) inh(x)
. sinh(x
tanh(x) := GosH)
) 9
cosh(x
coth(x) := SR

i raun er ekkert merkilegt ad gerast i pessum skilgreininglaa® kemur einfaldlega i ljos
ad follin sem eru gefin med pessum formalum hafa marga gédal&iip og koma pvi oft
upp i steerdfraedi. | stadin fyrir ad purfa ad skrifa upp fonmeéiins og# aftur og aftur
akvadu pvi steerdfreedingar ad gefa pessum féllum sér nofn.

No6fnin svipa til hornafallanna pvi ad pessi foll uppfylla rgar svipadar reglur og horna-
follin, en p6 ekki alveg eins.
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Audvelt er ad reikna ut pessar reglur beint Ut fra skilgmgninum, pad verdur ekki gert
hér.

32 Andhverfur hornafalla og afleidur peirra

32.1 Andhverfur hornafalla og afleidur peirra

Andhverfur hornafallanna voru skilgreindar i kaflanum unnrtad6ll. Hér kemur skilgrein-
ingin aftur:

Skilgreining 32.1.1. 1. Arcsin: [-1,1] — [-11/2,11/2]
er fallio sem uppfyllir

sin(Arcsin(x)) =x  fyrir 6ll x e [-1,1]

2. Arccos:[—1,1] — [0, T
er fallio sem uppfyllir

cogArccos(x) =x  fyrir6ll xe [-1,1]
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3. Arctan : [—o0, 0] — [—TT/2,T1/2)]
er fallid sem uppfyllir

tan(Arctan(x)) =x  fyrir 6ll x € [—oo, 0]

4. Arccot : [—oo,00] — [0,TT
er fallid sem uppfyllir

cot(Arccot(x)) =x  fyrir 6ll x € [—o0, 0]

Haegt er ad deilda pessi foll og afleidur peirra voru leidddrdaflanum um deildun.
peer eru

33 ReglaI’'Hopital
33.1 Regla I'Hopital

Regla I'Hépital er mjog gagnleg vid ad reikna Gt ymis marklgil
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Daemi 33.1.1.Reiknum markgildid

. sin(x
lim ( ).
x—=0 X

Lausn:
Hér er f(x) = sin(x) og g(x) = x Vid sjaum adf (0) = g(0) = 0 svo ad vid getum notdd
reglu I'Hopital

im0 = T = gm = =1

Athugasemd:
[ kaflanum um markgildi eyddum vid mikilli orku i ad reikna peetmarkgildi med notkun
klemmureglunnar. EKki verdur hja pvi komist ad gera pad [pMpetta markgildi er notad

til pess ad leida ut afleiduna af sinusfallinu og an hennar gkl haegt ad nota reglu
I'Hopital.

34 Oakvedin heildi
34.1 Stofnfoll

Latumf : | — R vera fall skilgreint & einhverju bili.

I sidustu kéflum héfum mikid raett um adferdir til pess ad finflaidu fallsinsf ef pad er
haegt og hvada upplysingar um fallid afleidan gefur.

I pessum kafla munum vié i vissum skilningi gera pad akkuragafvid ad finna afleidu.
p.e.a.s. vid munum leita ad fafi pannig ad’ = f.

Skilgreining 34.1.1. L&tum f : | — R vera fall skilgreint & bilil .

Ef adF : | — R er deildanlegt fall pannig aB’ = f pa segjum vid a& sé stofnfall fyrir
f

Stafnfall af falli f er oft nefnt 6akvedio heildi og er tAknad med

/f(x)dx

Athugum ad ef er stofnfall fyrir foga € R er einhver rauntala, pa er falll®+ a einnig
stofnafall fyrir f pvi ad

(F+a)=F+(a'=f+0=f.

Pvi getum vid sagt ad ef ad fall hefur a.m.k. eitt stofnfalledur pad 6oendanlega morg
stofnfall.

Athugum einnig ad ef a® og F eru tvdé mismunandi stofnfoll fyrif pa feest
(F-G)=F -G =f-f=0.

Af pessu leidir ad fallidk — G er fastafall, p.e.a.s. til € € R pannig adF — G =C sem
gefur svoF = G+C.
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Af pessu sjaum vid ad ef ab er eitthvad stofnfall fyrir falliof pa eru nakvaeemlega oll
stofnfoll pess af gerdinrit +C par sentC er fasti.
Af pessum astaedum pa er vaninn ad skrifa

/f(x)dx: F(x)+C
par senF er eitthvad stofnfall fyrirf.

Pekking okkar a afleioum gerir okkur kleift ad bua til langaitur yfir stofnfoll.

F) | [ft)dt £(x) [ f(t)dt
1 1

X" Xttt 4C ~ In|x +C
& e&+C a & +C
xet (x—1)e*+C Inx xInx—x+C

n n n—1 n X+l X1
xer X' —n[x"tefdx || X"Inx mlnx—m+c
sinx —cosx+C COSX sinx+C
tanx | In|zx|+C cotx In|sinx| +C
— In|gk —cotx| +C || o In| & +tanx| +C

azl_xz sint%¥+C —azixz ltamlXyC

2

o élnj%gjjtc Veta? | 5/ ta?+Lin|x+vx¢+a?|+C
7rlia2 In|x+v*2+a2|+C || vaZ—x2 g\/ﬂJra;sin*lgjLC

35 Riemann summur og akvedin heildi

35.1 Akvedid heildi

Latum til ad byrja medf vera fall & bili[a,b] og gerum rad fyrir adf(x) > 0 fyrir 6ll
X € [a,b]. Heildi fallsins f yfir bilid [a,b] & ad vera flatarmal sveedisins sem afmarkast af
x-asnum, grafif, I6dréttu linunnx = a og I6dréttu linunnk = b. Petta mengi er

D={(xy);0<y< f(x),x€ [ab]}.

Pad eru audvelt ad reikna ut hvert flatarmalid er ef falliér af einfaldri gerd, til deemis ef
pad er fasti, prepafall, eda graf pess samanstendur eg@gamiérgum linustrikum. Hug-
myndin ad skilgreiningu & flatarmali almenns svaddiaf pessari gerd snyst um ad nalga
pad innanfra og utanfra med marghyrninguki. D ogB D D, og reikna Ut flatarméh og

B. Ef ad fyrir sérhvert > 0 eru til marghyrningaA C D og B D D pannig ad mismunurinn
a flatarmaliA og B sé minni erg, pa segjum vid ad sé heildanlegt & bilinja, b]. Pa er

til 6tvireett akvoroud tald, sem er pannig ad flararmAl getur ekki verid steerra einog
flatarmalB getur ekki verid minna eh. P4 t6lu kdllum vid heildi fallsinf yfir bilid [a,b]

og taknum pad med
b
/ f(x)dx

a
og Vvid litum & pad sem flatarmal svaedisihs
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Formlega skilgreiningin a heildi er almennari en hér vat,lfpsi hun takmarkast ekki viod
jakvaed foll. | henni er einungis liti® & marghyrninga sem sammengi rétthyrninga med
hlidar samsida asum hnitakerfisins.

Mengi P = {Xo,X1,..., X} par sema=xp < X1 < --- < Xy = b kallastskipting & bilinu
[a,b]. Tokum nu fall f : [a,b] — R og gerum rad fyrir ad falliof sétakmarkad en pad
pyair ad til séu fastam og M, pannig ad

m< f(x) <M, X € [a,b)].

Summur af gerdinni

n

Zmi(xi—xi_l) og Y:ZMi(Xi—Xi—l),
i=1 i=1

U

par semm; < f(x) < M; fyrir 6l x € [x_1,%], hefnastundirsummurog yfirsummur fyrir
fallid f og summa af gerdinni

S= i f(ti) (% —%-1)
i1

par sent; € [x_1,%] er nefndmillisummaedaRiemann-summa fyrir fallid .f Vid hofum
augljoslegd) < S<Y fyrri allar undir-, milli- og yfirsummuiJ, SogY.

/ /

u d ]

Undirsumma. Yfirsumma. Millisumma.
Takmarkada falliof : [a,b] — R er pa sagt vera heildanlegt ef um sérhwert O gildir ad
til er undirsummaJ og yfirsummay fyrir f pannigady —U < €.
Ef f er heildanlegt, pa ma alltaf finna vaxandi runu af undirsummiiu;)§_, og minnkandi
runu(Y;)§_, af yfirsummum pannig ag —Uj — 0. Badar runurnar eru pa samleitnar med
sama markgildi og pad nefnum viieildi fallsins f & bilinu[a, b| og vid taknum pad med

/:f(x)dx

Vert er ad taka pad fram ader i pessu tilfelliekkibreyta, p.e.fa? f(x) dx er ekki fall afx.
Pegar reiknad hefur verid upp ar heildinweskki lengur til stadar i staeedunni.

[ pessari skilgreiningu er gert rad fyrir @< b. Ef a= b, pa er heildid augljoéslega 0. Ef
a > b, pa skilgreinum vid

.bf(x)dx:— af(x)dx
J J

Daemi 35.1.1.Finnid yfirsummu og undursummu med skiptipunkta i heilurdion fyrir
f :=x2+4x & bilinu [0, g].
Lausn: Vid sjaum ad fallid er stranglega vaxandi svo ad med pvi a@vallgildi i haegri
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enda hlutbils faum vid yfirsummu og med pvi ad velja fallgildinstri enda hlutbils faurf
vid undirsummu. Hvert bil er af lengd 1 svo vid ad yfirsumman er

8 8 8
Y=Y (k=Y K+ak=>"K:+4> k=204+4-36=348
k=1 k=1 k=1 k=1

,
U= fk-1)=> k*+4k=Y - (8) =252
k=1 k=0

35.2 Reiknireglur
Nokkrar reiknireglur um akvedin heildi:

(i) Ef f ogg eru tvo heildanleg foll 4a, b, pa erf + g heildanlegt og
b b b
[ (09 +900)dx= [ F)dx+ [ g(dx
a a a

(i) Ef kerrauntala od er heildanlegt 4a, b], pa erk f heildanlegt og

/abkf(x)dx:k/abf(x)dx

(i) Ef a<c<bogf er heildanlegt 4a,b], pa erf heildanlegt & bAdum bilunufa, c|

og[c,b] og X . .
/af(x)dx:/a f(x)der/C f(x)dx

(iv) Ef f er heildanlegt 4a+c,b+c|, pa er

/albf(xjtc)dx:/:ﬁf(x)dx

+C

Deaemi 35.2.1.Reiknid heildid
1 3
/ox—kdx-i—/2 (x—1) +kdx
Lausn: Vid notum reiknireglur og faum
1 3
/Ox—kdx+/ (x—1)+kdx
_/ X— kdx+/ X+ kdx

_/ X dx— /kdx+/ xdx+/ kdx

22 2
— [ “xdx—k+k=2_Z —2
/XX TK=5 73
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35.3 Einhalla vaxandi foll

Latum f : [a,b] — R vera vaxandi fall. P& ef takmarkad pvif (a) < f(x) < f(b) fyrir 6ll
X € [a,b]. LAtumP = {xo, ..., X} verajafnaskiptingu &a,bl, p.e.a.s.x; =a+i(b—a)/n.
pa erx; —x_1 = (b—a)/n. Vid setjum sidamm = f(x_1) og M; = f(x). Fyrstf er
vaxandu paert =3 ;m(b—a)/nog¥Y = X' ; Mi(b—a) undir- og yfirsummur fyrir
fallid f og vid hofum

n n

Y-U=> Mi-m)(b—a)/n=> (f(x)—f(x-1))(b—a)/n=(f(b) - f(a))(b—a)/n.

i=1 i=1

Athugid ad hér hofum vid notfeert okkur ad

(x1) — F(x0) + f(x2) — f(x1) + f(x3) = F(x2) +- -+ f(Xn) — F(Xn-1)
= f(b)— f(a).

NU sjaum vid ad med pvi ad velja skiptinguna néga fina, [smaogu stért pa sjaum vid
ad mismunurinr¥ —U getur verid hversu smar sem vera skal. par med héfum vid synt
fram & ad vaxandi fall er heildanlegt.
Utreikningana hér ad ofan ma lika
hugsa sem svo ad par sem fall-
i0 er einhalla skarast rétthyrning-
arnir sem afmarkast af punktun-
f(b)—f(a) um (x,f(x)) og (Xi+1, f(Xit1))
ekki svo vid getum imyndad okk-
ur ad vio stéflum peim hverjum
ofan & annan og faum pa ut rétt-
‘ ‘ — hyrning med flatarméh- (f(b) —
a b h f(a)). Flatarmal pessa rétthyrn-
ings er jafntY —U. En med pvi
aod latah stefna a 0 sést ad flatarmalid, og par meé& U, getur verid eins litid og vid
viljum og par med er fallid heildanlegt.
Ef f er minnkandi, pa er- f vaxandi og par med er f heildanlegt. Reikniregla (ii) i sio-
ustu grein med& = —1 segir okkur sidan ad sé heildanlegt. Nidurstadan er p\Hérhvert
einhalla fall da, b] er heildanlegt.

35.4 Samfelld f6ll eru heildanleg

Gerum nu rad fyrir ad : [a,b] — R sé samfellt og veljum jafna skiptingu eins og i sidustu
grein. Fyrst fallio f er samfellt, pa tekur pad steersta og minnsta gildi gildi ilkpum

¢ og di & sérhverju hlutbil{x_1,x]. Petta pydir adf (¢;) = min{f(x); x € [xi_1,%]} og
f(di) = max{f(x); x € [xi—1,%]}. Vid faum nd ad

n n

YU =Y (M—m)b-a)/n=Y(f(d) - f(a))(b-a)/n.

i=1 i=1

Ef gefin er talaes > 0, pa er haegt ad syna fram & ad velja megi skiptinguna pad &ina a
0 < f(di) — f(c) < g/(b—a) fyrir 6ll n. Fjoldi lidanna i summunni en, svo vid faum
matidY —U < €. Vid héfum pvi synt acsérhvert samfellt fall &a,b] er heildanlegt.
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Med pvi ad tengja tveer sidustu nidurstddur saman getum iéngio adef f er takmarkad
fall & bilinu [a,b] og til er skipting da,b] pannig adf er annad hvort einhalla eda samfellt
a sérhverju hlutbili skiptingarinnar, pa érheildanlegtog heildid er summa heildanna a
hlutbilunum,

par semg; eru endapunktar hlutbilanna.

do 31 32 éia

36 Grundvallarsetning steerdfraedigreiningarinnar

36.1 Grundvallarsetning steerdfraedigreiningarinnar

Heildun og deildun eru meginadgerdir steerdfraedigreininga
fb f(x)dx=F(b) —F(a innar. Samband peirra er gefid med setningum sem nefndar
a eru undirstddusetningar steerdfraedigreiningarinnar:

(i) Effallio f er samfellt da,b| og fallido F er skilgreint
med "
F(x):/ f(tydt, xelab]
a

pa erF stofnfall f, p.e.a.sF'(x) = f(x) fyrir 6ll x €
[a,b].

(i) Ef f er samfellt fall §a,b] ogF er stofnfall pess, pa er

Dzemi 36.1.1.Finnid afleidu fallsing (x) := 3 sin®(t?) dt.
Lausn: Samkvaemt undirstédusetningu steerdfraedigreiningarianafleidanF’(x) =

sin’(x?).

37 Heildunarreglur og medalgildi

37.1 Hlutheildun

Litum & tvo deildanleg folif og g med samfelldar afleidur. Reglan um deildun & margfeldi
falla segjir ad
(fg)' = f'g+fd.
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Ef 6akvedio heildi er tekid af steerdunum sitt hvoru meginjaidadarmerkid faest svo skv.
undirstédusetningu steerdfraedigreiningarinnar

F(¥90) = [ (F'()g09 + F(x)gf (x))dx

Med pvi ad feera yfir jafnadarmerkid faum vid reglu sem ad emsdfkollud reglan um
hlutheildun

Setning 37.1.1Latum f ogg vera deildanleg foll med samfelldar afleidur, pa er

[ 100 (=1 (909 ~ [ 1'(x)g(x)ax

Daemi 37.1.1.Reiknid 6akvedna heildio

/ xcogx)dx

Lausn:
Hér er hentugast ad setfdx) = x og g(x) = sin(x). Pa erf’(x) = 1 oggd'(x) = cogx).
pa faest med reglunni um hlutheildun ad

/xcos(x)dx:/f(x)g’(x)dx: f(x)g(x)—/f’(x)g(x)dx

= XSin(x) — /sin(x)dx: xsin(x) 4+ cogx) +C.

37.2 Innsetningaradferd

Latum g vera samfellt deildanlegt fall & einhverju bj&, b] og f vera samfellt fall 4 bilil
sem inniheldur myndmengig| [a, b]). Ef adF er stofnfall fyrir samfellda falliof pa gefur
kedjureglan okkur ad

(Fog)'(x) =F'(9(x)g'(x) = f(9(x)g'(x)

og par med eF o g stofnfall fyrir f(g(x))g'(x). Onnur undirstédusetningin gefur okkur pa

b , 9(@)

| £(00)g (dx=F(g(b)) —F(g(a) = [ f(t)dt
a g(b)

Pessi adferd er oft hugsud pannig ad vid lituon-a g(x) sem nyja breytu i heildinu lengst
til vinstri og setjum hana i heildid i stadin fyrg(x) og pa verdum vid ad setja inohu i
stadin fyrirg'(x)dx

Med 6akvednum heildum verdur reglan

/' F(g(x))g (X)dx = / f(u)du= F(u) +C = F(g(x)) +C.
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Daemi 37.2.1.Reiknid akvedna heildid

&Y% cogIn(x))
/1 — dx

Lausn:
Hér munum vid setja = In(x), pa verdudu = 1dxog pvi faest

/f"“%dx: [ln(eﬂ/z) cogu)du= /(;n/ cogu)du= [sin(x )]n/z =1-0=1.

X n(1)

38 Heildi og afleidur logra og veldisvisisfalla

38.1 Stofnféll logra og veldisvisisfalla
Stofnfall fyrir logra er gefid med
_ (XIn(x) —x)
Jrosstgox="jo0 G +C

og stofnfall fyrir visisfall er gefio med

X

a
XAy —
/a dx= ina) +C

39 Akvedin heildi og flatarmal

39.1 Akvedin heildi og flatarmal

Eins og sagt er fra i kaflanum um Riemann-summur og akvedidilpéi er akvedna heildio

/: f(x)dx

hugsad sem flatarmal formsins sem afmarkast af ferli falsjrx-assins og linanna gefnar
med jornunnuny = aogy = b, af pvi gefnu adf (x) > O fyrir dll x.
Ef f(X) < O p4 er petta hugsad sem neikveett flatarmal formsins.

Mjog mikilveegt er ad nemendur atti sig & muninum & skilgmeguinni & akvednu og
0akvednu heildi.

Akvedid heildi er skilgreint sem flatarmal, en 6akvedid tiedr skilgreint sem eins konar
andhverfa deildunnar.

Vid fyrstu syn er langt fra pvi ad vera augljost ad pessirrtysutir séu & einhvern hatt
tengdir p6 svo ad taknmalid sé mjog likt. Pad er undirstoibiisg steerdfraedigreiningar-
innar sem utskyrir hversu skild pessi hugtok eru og skyrgspeegna hvers vegna steero-
freedingar voldu svona likt taknmal fyrir hugtok sem vid tyrsyn virdast ekki mjog tengd.

Vert er ad itreka eftirfarandi sérstaklega. Akvedid hedldskilgreint sem flatarmal en ekki
andhverfa deildunnar. Tengslin par & milli eru fengin megue
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sin(sin(x3))

Daemi 39.1.1.Reiknid 05+
1 05 1
1 —05+

X

/1lsin(sin(x3))dx

Lausn:

Hér er nanast 6mogulegt ad finna stofnfall fyrir heildissioh sin(sin(x%)). b6 er haeag6
ad taka eftir pvi ad fallid er oddsteett, pad sést af pvi afxsiog x° eru baedi oddst
foll og samsetning oddsteedra falla er oddsteett.

Akvedna heildi® feest med pvi ad finna flatarmalid undir fenimhaegra megin vi§-
asinn pvi par er fallid jakveett, og draga sidan fra flatarénglir ferlinum vinstra megir
vid y-asinn pvi ad par er fallid neikveett.

par sem ad fallid er oddsteett pa nullast flatarmalin Ut ogaidrf

/1 sin(sin(x®))dx= 0.

-1

40 Hlutheildun og stofnbrot

40.1 Hlutheildun og stofnbrot

Reglur um hlutheildun ma sja i kaflanum sem heitir heildugglur og medalgildi.

Stofnbrotalidun

Ef a0 R(x) = PO or reett fall béa er besta leidin til ad finna stofnfall pess aidabstofn-

()
brotalidun. Fario var itarlega i adferd sem lysir pvi hvgrskal stofnbrotalida raed foll i

kaflanum um raed foll.

Daemi 40.1.1.Reiknid akvedna heildid

/5x4+2x2—4x—1
3 xX3—3x2+2x

Lausn:
Vid stofnbrotslidum fyrst med adferdum sem var lyst i kaflaruwm raed foll, nidurstadan
verour

X4 2C—4x—1 12 15

=X+3— .
x3 — 3x2 + 2x * 2x+x—1+2(x—2)

bvi feest
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5x*+2x2 —4x—1 5 1 2 15
dx:/ <x 3—— )dx
/3 A + + +

X3 — 3x2 + 2x 2x x—1 2(x-2)
X2 In(x) 15In(x—2)1°
= l5+3x—7+2m(x—1)+f]3
52 1 15 32 1 15
—?+4~5—Eln(5)+2ln(4)+iln(3)—?—3~3+§In(3)—2In(2)—?In(l)

=14— % In(5) +In(4) +8In(3).

41 Oeiginleg heildi

41.1 Oeiginleg heildi af gerd eitt

Stundum getur verid gagnlegt ad heilda foll alveg Gt i 6etelkann. Pad er ekki mjog
erfitt ad Utfaera pad formlega:

Skilgreining 41.1.1. e Latumf : [a,] — R vera fall sem er heildanlegt & sérhvefju

.....

Ef ad markgildio t

lim [ f(x)dx

t—o0 a

er til og jafnt raunt6lu pa segjum vid adsé heildanlegt &, «] og skrifum

) t
/a f(x)dx::tlirg0 f(x)dx

a

e Latumg: [—o,b] — R vera fall sem er heildanlegt & sérhverju takmérkudu hilugbil
i bilinu [—oo, b].

b
lim f(x)dx

t——o0 Jt

er til og jafnt rauntdlu pa segjum vid apsé heildanlegt &-co, b] og skrifum

b b
/ fx)dx:= lim [ f(x)dx

— o t——o0 Jt
e Latumh: R — R vera fall.

Ef ad til er talac € R pannig ath sé baedi heildanlegt|a-, c| og [c, | pa segjun
vid adh sé heildanlegt & og skrifum

/_Z f(x)dx= /_Coo f(x)dx+ /:0 f(x)dx
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Daemi 41.1.1.Reiknid

o 1
dx
/o 1+x2

Lausn:
pekkt er ad stofnfall fyrirHLX2 er Arctan(x).
pvi faest

© 1 . , . L
/o leXZdx: tlirgo [Arctan(x)] = JlT.]O (Arctan(t) — Arctan(0)) = tlirgo Arctan(t) = >

41.2 Oeiginleg heildi af gerd tvo

Stundum viljum vid geta heildad foll yfir bil, p6 ad pau séuifgieind i einhverjum punkt-
um & bilinu. Til deemis gaeti okkur dottid i hug ad heilda fallidy/'x2 yfir bilid [—1,1] p6
svo ad pad sé oskilgreint i nalli. Vid utfeerum pad svona:

Skilgreining 41.2.1. e Gerum rad fyrir adf : | — R sé fall skilgreint & bilil =]a, b].

Ef ad markgildio
b
lim [ f(x)dx

t—at Jt

er til og jafnt rauntdlu p4 segjum vid &dsé heildanlegt & bilinn}a, b] og skrifum

b b
/af(x)dx: lim [ f(x)dx

t—at Jt
e Gerum rao fyrir adf : | — R sé fall skilgreint & bilil = [a,b].
Ef ad markgildio t
lim [ f(x)dx
t—b~Ja

er til og jafnt rauntdlu p& segjum vid &dsé heildanlegt & bilinn{a, b[ og skrifum

b t
/af(x)dx: lim [ f(x)dx

t—b~Ja

e Gerum rad fyrir adc € [a,b] og ad f : [a,b]\c — R sé fall. Ef adf er baed
heildanlegt §a, c[ og]c, b] pa segjum vid ad sé heildanlegt &, b] og skrifum

/: f(x)dx= /: f(x)dx+ /Cb f(x)dx

Daemi 41.2.1.Reiknid heildid 11
/_1de
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Lausn:
Vid sjaum ad fallid 1v/x2 = x2/3 er 6skilgreint i punktinunx = 0. betta er pess vegha
oeiginlegt heildi af gerd tvo og vid reiknum

/_11\3/—1)(_2dx:/0 x2/3dx+/01x2/3dx

= lim 33, + lim [3xY/3) = (0— (—3))+(3—0) = 6.

Daemi 41.2.2. Palli eetlar ad heilda fallid Ax® fra —1 uppi 1. Hann reiknar

11 o -1t _(-1 —1)_0
a3 22, \2 2) 7
Hefur Palli rétt fyrir sér?
Lausn:
Nei!

Fallid 1/x3 er Oskilgreint i punktinum ndll, vid purfum pvi ad skoda mgitllin fra
badum attum og sja hvort pau séu til.

__1t — lim i+} —
2X2 71_t—>0 2t2 2 o

Fallid er pess vegna oheildanlegt og Palli hefur rangt fséir.

42 Inngangur ad diffurjéfnum

42.1 Afleidujofnur

Afleidujafnaedadiffurjafnaer jafna

F(xy(x),Y (¥),....y™(x)) =0

sem tjair samband milli fallgildg(x) og gilday (x),y"(x),y"(x),... & afleidum 6pekkts
falls y(x). Stigafleidujofnunnar er steersta stig afleidu sem kemur fyrirrigahi. Urlausn
jofnunnar snyst um ad finna formalu fyrir 6llum lausnum jofimar, p.e.a.s. 6llum follum
sem skilgreind eru & einhverju blliaRR og uppfylla j6fnuna i sérhverjum punkii | .
Fyrsta stigs afleidujafna er af gerdinRix,y(x),y (X)) = 0. Audveldara er ad eiga vid
jofnuna ef han er umritud i j6fnu af gerdinni

Y (%) = G(x,y(x)).

Urlausn hennar ma talka pannig ad verid sé ad finna feril(x)) med pann eiginleika ad
hallatalan er gefin me@(x,y) i sérhverjum punktix,y).
Einfaldasta afleidujafna sem haegt er ad hugsa sér er

y(¥) = f(x),
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par semf er gefid fall, en arlausn hennar snyst um ad finna stofnfaif fi/r Vio getum
notad heildi til pess ad rita lausnina

y(x):C—l—/X:f(t)dt
par senxg er einhver punktur i bilind.
43 Jafnveegi sjalfsteedrar deildaj6fnu

44  Adskilnadur breytistaerdoa

44.1 Adskiljanleg jafna af 1. stigi

Vid segjum ad fyrsta stigs jafna séskiljanlegef haegt er ad skrifa hana sem

par semf ogg eru gefin foll.
Til pess ad akvadra lausnarformulu latum ¥dvera stofnfallf og G vera stofnfallg og
athugum ad ey(x) er lausn a jofnunni, pa er

d

E00) = GYX)Y () =gy (x) = F(x).

petta synir ad afleidujafnan er jafngild pvi ad

par sent er fasti.
Nu er eftir ad leysg(x) ut ur pessari j6fnu og pa er lausnin fundin. St adgerd er jlfng
pvi ad finna andhverfG. Pegar andhverfan hefur verid fundin pa verdur lausnin

y(x) =G H(F(x)+C).

Daemi 44.1.1.Leysid jofnunay’ = xcog(y).
Lausn: Petta er adskiljanleg afleidujafna, vid getum sgyt) :=

pa er jafnan a forminu

_1

co2(y) 9 f(x) :=xog

NG er tarfy) stofnfall fyrir g(y) og F (x) := %xz stofnfall fyrir f svo ad lausnirnar eru
arctar{F (x) + C) = arctar{ %xz +C)

par senC € R.
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45 Linulegar deildajofnur af 1.stigi

45.1 Linuleg jafna af 1. stigi

Jafna er s6gd velinulegef haegt er ad umrita hana yfir & formid

Y (%) +a(x)y(x) = g(x),

par sema og g eru gefin foll & einhverju bill.
Til pess ad akvarda lausnarformulu latum ¥ifx) vera eitthvert stofnfall fyrir fallida(x)
og athugum ad pa er

%((GA(X)V(X)) = 0y (%) +a(x)e"My(x) = M (y (x) +ax)y(x)).

Afleidujafnan er pvi jafngild

NU getum vid heildad fra punktinumy og faum pa
X
My =C+ [ Mg(t)dt
%o

Almennt lausnarform jéfnunnar er na fundio:

Y(x) =Ce A + &AM [ "AOg(t) dt.
Xo

Daemi 45.1.1.Leysid afleidujofnuny’ = xe®.
Lausn: petta er einfaldasta gerd diffurjofnu, til ad leysa hanaftburvié bara ad finng
stofnfall fyrir xe. Ef vid beitum innsetningunn = x? pa erdx 2x 0g vio faum

2

y= /xé< dx= /—e du_z/e“du:%—l—C:e%-l—C

par senC € R er 6tiltekinn fasti.

Daemi 45.1.2.Leysid afleidujofnung’ + ¥ = sin(x?), y(1) = 1.
Lausn: petta er fyrsta stigs linuleg afleidujafna. Vid faum pa saamint lausnarformulp

aod
y=Ce " /eA sin(t

par semA er eitthvert stofnfall fynr; ogC er einhver fasti, vid veljumxg = 0 0gA(X) =
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In(x) og faum pa
y(x) =Ce "X /e'” sin(t?) dt

:—+ /tsm (t%)dt <u_t2,(3|ltJ 2t>

X2
_9+1/ sln(u)du
0

X x 2
C

= oyl oot
9 1— cogx?)

=x" 2x

par sem fastin@ er o6tiltekin getum vid svo einfaldad petta i

. 2
y(x) = Cczi(f(x)

NU notum vid skilyrdid ix = 1 til ad akvarda lausnina Otvireett, vid finnurp.a.

C—cog1?)

51 =1, p.e. C=1+coql).

45.2 Linuleg jafna af 2. stigi

Linuleg afleidujafna af 2. stigir af gerdinni

a2(X)y" (X) +a1(x)y (x) +a0(x)y(x) = f(x)

par sem fdllinag,a;,a> og f eru gefin & einhverju bili. Ef studlarnirag,a; og a» eru
fastar, pa segjum vid ad jafnan h&dstastudlaEf f er nullfallid, p.e. fastafallidf (x) = 0,
pa segjum vid ad jafnan gdliorud, en ad han sélidrud ef f er ekki nuallfallid.

Onhlidrud jafna med fastastudla

NG skulum vid lita & j6fnung” + by +cy= 0 par senb og c eru rauntélur. Petta er annars
stigs jafna med fastastudla og hun er 6hlidrud. Byrjum & puibkay(x) = €, par senr

er tala. Ef vid stingum pessu inn i j6fnuna, pa feest

y'(X) + by (X) + cy(x) = r?e* + bré* + c€X = €*(r?4+-br4c) =0

Petta segir okkur agi(x) = €* sé lausn ef og adeins efer nullstddkennimarglidunnar
P(x) = X2+ bx+c.

i 1j6s kemur ad haegt er ad lysa almennri lausn jofnunnar (@tstoSvum kennimarglis-
unnar. Latum pvD = b? — 4c takna adgreini hennar. [Ef > 0 pa eru nulistédvarnar

=21(—-b+vb2—4c) og ry=3(—b—\b2—4c)

og almenn lausn er
y(X) = C1e + Cre'?X,

par semC; og C; eru fastar. EfD = 0, pa hefur kennimarglidan adeins eina nullst6d
r = —3b og vid faum almenna lausn

y(X) = C1€™ + Cox€e™.
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Ef D < 0, pa faum vid tveer nallstddvar, sem eru tvinntolur,

ri=3(—b+ivdc—b?)=a+iB og ra=3(—b—ivic—b?)=a—ip

og almenn lausn er
y(X) = C1™* cog BX) + Coe™ sin(Bx).

HIlidrud jafna med fastastudla
HIlidrud linuleg 2. stigs jafna med fastastudla er af gerdinn

y' (%) + by (x) +cy(x) = f(x).

Mismunur tveggja lausna a henni er lausn & 6hlidrudu joéfnagrpad segir okkur ad haegt
sé ad skrifa almenna lausn a hlidrudu joéfnunni sem summugiad@a y(X) = yh(X) +
Yp(X), par semy, er almenn lausn a ohlidrudu jofnunni gg er einhver lausn & hlidrudu
jofnunni. Slik lausn & hlidrudu jo6fnunni er oft nefisérlausn

Til er formula fyrir lausn & hlidrudu jofnunni sem pid eigidtie ad leera sidar, en oft er
haegt ad finna lausn med pvi ad giska a akvedid lausnarformlogarkausnina med peirri
forsendu ad til sé lausn a pvi akvedna formi.

Ef til deemisf er marglida pa er alltaf haegt ad finna laygrsem er marglida.

Daemi 45.2.1.Finnum almenna lausnyd — 4y +y = x2.
Lausn: Vid byrjum & pvi ad finna sérlausn og gerum raad fyrir fyrir aihlsé af gerdinny
Yp(X) = AX? + Bx+C, sem sagt annars stigs marglida. Ef vid stingum pessu fali
jofnuna, pa faum vid jéfnuna

2A — 4(2Ax+B) 4 (A +Bx+C) = X2
sem jafngildir j6fnunni
A 4 (—8A+B)x+ (2A—4B+C) = 2.

NU berum vid saman studlana vid veldin i badum hlidum jofrarneg sjdum ad pr;j
jofnur verda ad vera uppfylltaA =1, —-8A+B=00g 2A—4B+C = 0. Vid leysum 0
B =8 0gC = 30.

NU eru raetur kennimarglidunnatt2y/3. Almenna lausnin sem vid leitum ad er pvi

=

y(X) = C1e(27V3X | C,e(2HV3% 1 52 | 8x 4+ 30.

Ef vid setjumf(x) = coqax) edaf(x) = sin(ax) i heegri hlid j6fnunnar, pa leitum vip
ad serlausn af gerdingp(x) = Acogax) + Bsin(ax).

Ef f(x) = € oga er ekki nullstdéd kennimarglidunnar, pa leitum vid ad lausgeadinni
yp(x) = A€, Ef a er 6nnur af tveimur nallstédvum kennimarglidunnar, paueitvio a
lausn af gerdinny,(x) = Axé*. Ef a er eina nullstdd kennimarglidunnar, pa leitum yio
ad lausn af gerdinmée’™.
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Daemi 45.2.2.Finnid almenna lausn jofnurngf + 2y’ + 5y = 0.
Lausn: betta er 6hlidrud jafna. Kennimarglidanxér+ 2x+ 5. Raetur hennar eru

24i/F 5 22
X = ! : S=2 14y

og pa faum vid lausnirnar

Cie *cog2x) + Cze *sin(2x).

Deemi 45.2.3.Finnid almenna lausn @ +y — 6y = cogx) + sin(x) + 3.
Lausn: Vid byrjum & ad finna sérlausn. | haegri hlié er baedi fasti oghfiill svo ad vid
leitum ad sérlausn & forminicogx) + Bsin(x) + c¢. Stingum pvi inn i(x) og faum

f(x) + f'(x) — 6f(x)
= —Acogx) — Bsin(x) — Asin(x) + Bcogx) — 6Acogx) — 6Bsin(x) + 6¢

= cogX) +sin(x) + 3.
pa faum vid j6fnuhneppid

B-7A=1  -7B—A=1  6c=3.

inA = —4 - _3 -1 4 er—2 _ 3gj 1
sem hefur lausnind = —5z 0g B= —5 0gCc = 5. Pa er—4 cogXx) — zsin(x) + 3
X_

sérlausn. Kennimarglidan ef +x— 6 = (x+3)(x— 2) med reeturnar-3 og 2. P4 e
almenna lausnin

4 3 . 1
Cre ¥ +Coe® — —cogx) — e SinX) + 3,

C1.C eR.
25 1,Lo €

Daemi 45.2.4.Leysid afleidujofnung’ + 4y + 4y = e,
Lausn: Kennimarglidan en? + 4x+ 4 en —2 er tvofold rét hennar. Almenn laugn
6hlidrudu jofnunnar er pvCie=? +Cxe ?. Vid leitum sidan ad sérlausn & fori-
inu f(x) = Cx%e~2. Vid faum paf’(x) = 2Cxe > — 2Cx%e > og f(x) = 2Ce™ > —
ACxe X — ACxe X + 4x%e > = 2Ce X — 8Cxe X + 4Cx%e~ %, Vid setjum pad inn
jofnuna og faum

C(2e % — 8xe X+ 4x%e™ > 4 8xe X — 8x%e X + 4xPe X = 2Ce X =g &

svo adC = % b4 er almenna lausnin

1
y(x) = Cre" X+ Coxe > + Exze‘zx, C1,Co eR.
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46 Runur

46.1 Runur

Fall sem skilgreint er & edaNp med gildi i einhverju mengi nefnistina. Runa nefnist
rauntalnaruna ef mengio etR, entvinntalnaruna ef mengid elfC. Runur eru settar fram
med ymsum heetti. Venja er ad takna fallgildifn) meda,. Runura, b, c,..., geta verid

gefnar med formulum

11 1
n7 n—2n7

Pessar somu runur eru einnig taknadar med
Wi AR (@7 L)
n=21> n=21> n=0- n(n+ 1) -

Haegt er ad setja runur fram med upptalningu & lidum. Pa etin 8atm ndégu margir lidir
til pess ad ljost sé hver reglan er. Runur sléttra talna, tadita frumtalna og neikveedra
velda af 2 eru pannig settar fram sem

an=n, bn:

1111

24816

Runur mé einnig setja fram médepunarskilgreininguba eru fyrst taldir upp nokkrir lidir,
segjumay, . ..,ax 0g sidan er sett fram formula sem lysir pvi hvernig almeprer reiknad

at f& peim lioum sem & undan eru komnir. Gott deemi um petEl®mmnacci-runan

2,46,8,..., 1,357,..., 235711... og

aa=1 a=1a,=ap2+ap1, nN>2
Upptalning a pessari runu er

1,1,2,3,5,8,13,21 ...

Daemi 46.1.1. afFinnid formulu fyrirn—ta lidnum i rununni 12, 4,8, 16, ... ..

Lausn: Hver lidur er tvofalt steerri en s& naesti & undan, par semi fidstinn er 1= 2°
verdurn—ti lidurinn 271,

b) Setjid rununa ur a-lid fram med prepunarskilgreiningu.

Lausn: Vid hofum ada; = 1 og ad sérhver lidur par a eftir er tvofalt steerri en sa & ugdan
svoa, = 2an_1, h > 2.

47 Raodir

47.1 Radir
Ef (an)_ er talnaruna pa myndum vid nyja rush);y_; med pvi ad mynda summur,
Si=a1, S=a+a2, Sn=ar+---+an.

Lidur namerk i pessari runu nefnidt-ta hlutsummaununnar(an);,_; .
RO > 1 a er runa sem samanstendur af hlutsummum gefinnar (agf_,. Pannig
stendury"p’_, 1/k fyrir rununa

1 1 1
1, 1+§, 1+§+—, 1+>4+=4+=,....
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+00
Daemi 47.1.1.Finnid formulu fyrir n-ta lidinn i r('jéinniz k.

k=1
~+o00
Lausn: Hér tdknard _ k rununa par sem—ti lidur er n—ta hlutsumma rununngk),.“,
k=1
n n(n+1
enpades, = > k= (n+ ).
k=1 ?

Daemi 47.1.2.Finnid hlutsummurunu radarinnéa),*;, sem er gefin med, := (—1)".
Lausn: Vid viljum reikna summuna:ﬂzl(—l)k. Fyrirn=1er summan-1. Fyrirn=2
er huin 0 og svo endurtekur petta sig, s.s.

n —1 efnodda
1)k =
Z( ) {O efnslétt

47.2 Jafnmunaruna

Runa(an);_4 er s6gd vergafnmunarunadamismunarunaf mismunur milli adlaegra lida

er fost talam, p.e.ax, 1 — ax = mfyrir 6ll k. Vid h6fum ad
ap=a+mag=a+tm=a+2m...,aa=a+(n—1)m

Pad er audvelt ad finna formulu fymetu hlutsummunni, pvi vid getum notad formuluna

Shoik=3n(n+1)

n

s=> (a+(k=1)m) = na1+mzn:(k—1)

k=1 k=1
n—-1
=na+m)_ k=na+m-3(n—1)n
k=1
. 2a1+(n—1)m_n_ ai -+ an
N 2 N 2

Ut Gr sidasta hluta pessarar jofnu lesum vié ad hlutsumnfarijanarunu er jofn margfeldi
af fiolda lida og medaltali af fyrsta og sidasta lid. Athugid(k)y_,; er jafnmunaruna med
ag=1logm=1.

Daemi 47.2.1.1 jafnmunarunuan)_; er fyrsti lidurinn 2 og fimmti lidurinn 14. Finnil
summu fyrstu 100 lidanna.
Lausn: Munurinn a fyrsta og fimmta lid er 12 svo ad munurinn a samégdj lidum ef
3. Pareiknum vid lid numer 100 medpo= 2+ (100— 1) - 3= 299. bvi naest getum v|o
nytt okkur formalu fyrir hlutsummu jafnmunarunu og faum

100 aj +aioo
Z = 1007 =50(2+ 299 = 15050
k=1
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47.3 Kvotarunur

Kvotarunaedajafnhlutfallarunaer runa(ay),_; pannig ad hlutfall milli samliggjandi lida
i rununni er fast, p.e.a.s. til er tadp# 0, pannig ad,1/a, = q fyrir 6ll n. Talanqg kallast
kvéti edamargfeldisstudultununnar.

Litum & nokkur deemi um jafnhlutfallarunur

111 : o
1,-11,-11,-1..., 1325, L-1-Li-1...
Lidirnir i kvétarunu eru af gerdinni
a=ay0, as=a=a0’, ..., ay=aq" '

0g pvi verdum-ta hlutsumman
si=ar(1+q+*+-+q" ).

Ef g=1, pa eru allir lidir rununnafay) eins og vid faum a&, =aj - n.
Gerum nu rad fyrig # 1 og margfolduns, medq. P& faum vid
g% =a g+ ++q") =sh—a+aq"

Ut ar pessari j6fnu leysum vid
1-q"

1-q°

Sh=ar-

Daemi 47.3.1.Fyrsti lidur kvotarunu(an);,_; er 5 og fjordi lidurinn er—40. Finnid ti-

unda lidinn  r63inni» _ ay.
n=1
10
Lausn: Vid viljum finna summunasig = Z an. Vio byrjum a ad finna kvotann, vio
n=1
vitum ad 5° = —40 svo ady = v/—8 = —2. P& getum vid sett inn i formdlu

10 10
1- 1-1024
s0=> 5(-2)K 1 =a 9 _5 S = ~1705
k=1 —q

47.4 Markgildi runa og rada

Rauntalnarunafay)y_, er sogd veraamleitinmed markgildid. ef um sérhvert opid bil
sem innheldut gildir ad til erN € N pannig ada € | efk > N. Vid taknum pa markgildid
L med

lim ag.

k— o0
Munid ad sérhvert opid bil sem inniheldlr inniheldur samhverft opid bil af gerdinni
(L—e,L+¢€)={xeR;|x—L| < €}. betta gefur ad haegt er ad umorda skilgreininguna a
markgildi pannig ad runan er s6gd vera samleitin med matikdil, ef um sérhvert > 0
gildir ad til erN € N pannig ad

lax—L| <€ fyrir 6l k> N.
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Samhljéda skilgreining gengur fyrir tvinntalnarunu pamsardunum ,sérhvert opid bil“ er
skipt ut fyrir ,sérhverja opna skifu*.
Mismunarunay = a; + (k— 1)mhefur markgildi adeins ef hun er fastaruna, p.emas.0,
0g pa er markgildida;. Kvétarunaay = a;q*~V hefur markgildi adeins efg| < 1 eda
g=1 og er markgildid 0 efg| < 1 ena; efg=1.
R6&In >, a er s6gd vera samleitin ef hlutsummurunan er samleitin ogakaum vid
markgildid einnig med "y, a.
Audvelt er ad sannfeera sig um ad ef r6d er samleitin, pa stiéinhennar 4 0. bessari stad-
haefingu ma ekki snua vid, pvi audvelt er ad gefa deemi um rair,esu ekki samleitnar,
en hafa lidi sem stefna a 0.
[ sidustu grein reiknudum vié Ut hlutsummur kvotarumd,= alq"_l, ap #0. Hun er
samleitin adeins €fj] < 1 og
adf ey
k%:l 19 190 q

Daemi 47.4.1.Latum (a,),_q vera kvotarunu medy ;=5 ogap := 4. Finnid summt
radarinnar_p_; 8.

N7 . . . . . Py 4
Lausn: Vid getum sett petta beint inn i formualu, pvi ad vid sjaumgad ¢ < 1.

1 5

= ——=-——2-=25
k;l 1-q 1/5

Daemi 47.4.2.Finnid markgildi rununnatan);y_, meda, 1= %ﬁil
Lausn: Vid deilum uppi og nidri & striki med?:

n—1 . 1—-1/n? limp e 1—1/n? 1

lim ——— = lim = - =
nmen2intl neel4l/n+1/n? limpoel+1/n+1/n2 1

Daemi 47.4.3.Segid til um hvort runamy, := cognm) er samleitin.
Lausn: Athugum ad co@m) = (—1)""1. En pad pydir ad runan getur ekki verid sgm-
leitin pvi ad han tekur tvo 6lik gildi, p.e. 1 og1 6endanlega oft.

48 Tvinntolur

48.1 Takmarkanir rauntalnakerfisins

Vid hofum séd ad oll talnakerfit, Z og Q hafa sinar takmarkanir og pad sama a vié um
rauntlurnarR. | mengi néattdrlegra talna er fradrattur o6fullkomin adgefdnengi heilla
talna er deiling 6fullkomin adgerd. Raedu tdlurnar duga akkess ad lysa lengdum a
strikum og ferlum sem koma fyrir i rimfraedinni.
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Vid vitum ad rauntala i 63ru veldi er alltaf staerri eda jofrliravo jafnanx? = —1 getur ekki
haft lausn. Annars stigs jafn@x +bx+c = 0 hefur heldur enga lausn Bf= b —4ac < 0.
Vid getum skrifad nidur fleiri deemi um marglidur af stigi semséétt tala an nullstddva i
R. Marglidur af oddatélustigi hafa alltaf nallst6d.

NuU er edlilegt ad spyrja, hvort haegt sé ad steekka rauntatin@dkealnakerfi par sem haegt
er ad finna lausn & annars stigs jofnurhi= —1 og hvort slikt talnakerfi gefi af sér lausnir
a fleiri jofnum sem ekki eru leysanlegaRi

imyndum okkur nti augnablik ad til sé talnakerfi sem inniheldwntolurnar sem hlut-
mengi og ad par sé stalsem uppfylliri = —1. Pa er ad sjalfségdu ekki rauntala. Vid
gefum okkur ad allar reiknireglur fyrir rauntdlur gildi @m. Vixlregla margfoldunar segir
okkur pa ada = ai fyrir allar rauntdlura.

Toékum nu rauntblug, b, c ogd. Reiknireglurnar ad ofan asamt reiknireglum um summu
og margfeldi rauntalna gefa ad - ib ogc+id gildir

(a+ib)+(c+id) =a+c+ib+id = (a+c)+i(b+d)
og

(a+ib)(c+id) = ac+ibc+ aid +ibid
= ac+ibc+iad +i%bd
= (ac—bd) +i(ad+bc).

Pessar tveer formualur gefa okkur forskrift ad pvi hverniggljaga saman og margfalda tol-
urnara-+ib ogc+id pannig ad at komi télur af somu gera.

48.2 Tvinntalnaplanio

NU sndum vid okkur ad spurningunni um pad hvort haegt sé a8Kaw i steerra talnakerfi
par sem til er talda sem uppfylliri? = —1. Pad kemur i ljos ad slikt kerfi er til og ad
sérhverja tolu i pvi ma skrifa seaw-ib par sema ogb eru rauntdlur.

Litum na & mengi allra vigra i plani. Sérhver vigur hefur hi@ith) € R? sem segja okk-
ur hvar lokapunktur vigurs er stadsettur ef upphafspunkans er settur i upphafspunkt
hnitakerfisins. A mengi allra vigra héfum vid tveer adgerdamlagningu og margféldun
med télu. Samlagningunni er lyst med hnitum,

(a,b)+ (c,d) = (a+c,b+c).

Vid skilgreinum na margféldun &2 med hlidsjon af formudlunni sem vid uppgdtvudum
hér ad framan,
(a,b)(c,d) = (ac—bd,ad+bc).

TalnaplanidR? med venjulegri samlagningu og pessari margféldun nefuiishtolur og er
taknad medC. Nu parf ad bretta upp ermar og sannfeera sig um ad eftirtadilamireglur
gildi:

((a,b)+(c,d))+ (e f)=(ab)+((c,d)+ (e f)) (tengiregla samlagningar)
((a,b)(c,d))(e f) = (a,b)((c,d)(e f)) (tengiregla margféldunar)
(a,b)+(c,d) = (c,d) + (a,b) (vixlregla samlagningar)
(a,b)(c,d) = (c,d)(a,b) (vixlregla margféldunar,)
(a,b)((c,d)+ (e f)) = (a,b)(c,d)+ (ab)(e f)  (dreifiregla)

(a,b)+(0,0) = (a,b) ((0,0) er samlagningarhlutleysa)
(1,0)(a,b) = (a,b) ((1,0) er margfdldunarhlutleysa)
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Talan (—a, —b) er samlagningarandhverfa,b). Vid athugum ad jafnaria,b)(a, —b) =
(a®+b?,0) segir okkur ad sérhver tala, b) # (0,0) eigi sér margféldunarandhverfu

a —b
<a2+b2’ a2+b2) ’
sem pydir ad
a —b
a2+ b2 a?+b?

(a,b)< ) =(1,0).

Vid tokum eftir ad
(a,0)(c,d) = (ac,ad) = a(c,d).
sem segir okkur ad margfoldun med vigrinm0) sé pad sama og margféldun med tol-
unnia. Eins sjaum vid ad vigrar af gerdinté, 0) haga sér eins og rauntdlur pvi
(a,0)+(b,0)=(a+b,0) og  (a0)(b,0)=(ab0).

I mengi tvinntalna gerum vid pvi ekki greinarmun & rauntélua og vigrinum(a,0) og
litum & larétta hnitadsinf(x,0) € R?; x € R} sem rauntalnalinun®. Vid skrifum pa
sérstaklega 1 i stad,0) og 0 i stad0,0)

Mengid R nefnistraundasi tvinntalnaplaninu en mengid =

iR {iy;y € R} nefnistpveras
. a+ib  Litum na & vigurinn(0,1). Um hann gildir(0,1)? = (—1,0).
ib 7 Vid innleidum takn fyrir hanni = (0,1). Sérhvern vigufa, b)
L7 ma skrifa sem samanteld, b) = a(1,0) +b(0,1). Vid gerum
. | ekki greinarmun & rauntdlu 1 og tvinntdlur(ii 0) og pvi erum

a p  Vio komin med framsetninguna
(a,b) =(a,0)(1,0) + (b,0)(0,1) = a+ib.

48.3 Raunhluti, pverhluti og samok

Ef zer tvinntala, p4 getum vid ritad= x+ iy par senx ogy eru rauntdlur. Talax nefnist
paraunhlutitélunnarz og talany nefnistpverhluti hennar. Vid taknum raunhlutann med
[z og pverhlutann meé&lz

Tvinntalaz er s6go veraauntalaef 0z= 0 og hun er s6gd velarein

z pvertalaef 0z=0.

Ef ze C, x= 0z ogy = Oz, pa nefnist talarz = x — iy samokeda
samokataladlunnarz. Athugio adz er spegilmynd i raunasnum og
bvierz=z
Vid hofum nokkrar reiknireglur um samok:

NI

Z= (x+iy)(x—iy) =X + ¥,

z+z=2x=202z
z—z=2i0z
ZW= 2\\.

Vio héfum adz er rauntala pa og pvi adeins aéd- z og adz er hrein pvertala pa og pvi
adeinsa&@ = -z

48.4 Lengd og stefnuhorn
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iR 2= x+iy Ef ze C,x=0zogy = Uz pa nefnist talan
i
L 2= 2y
0 lengd tolugildi edaalgildi tvinntdlunnarz. Ef 6 € R og heegt
O x R er ad skrifa tvinntéluna & forminu

z=z|(cosB+isind),

pa nefnist talar® stefnuhornedahorngildi tvinntélunnarz. Hornaféllin cos og sin eru
lotubundin med lotuna2 og pvi eru allar tdlur af gerdinm® + 21k medk € Z einnig
stefnuhorn fyrirz.

Radtvenndin(|z|,8) er nefndpolhnitedaskauthnitdlunnarz.

NU faum vid samkveaemt reiknireglunum hér ad framan:

17 =12,
z= |z\_2,
_ VA

48.5 \Veldareglur

Ef z er tvinntala pa getum vid skilgreint heiltdluveldi pannid 2 = 1, 2t = z, og 2" =
z-7"~1 par semm er néttdrleg tala. Neikvaedu veldin eru skilgreind pannigader marg-
féldunarandhverfa og fyrir neikveedn er 2" = (z 1)I"l. Med pessu fast sému veldareglur
og gilda um rauntélurnar:

2. = m
A
w2

2w = (20",

(2" = 2™

48.6 Einingarhringurinn

Einingarhringurinil samanstendur af éllum tvinntdlum med télugildi 1. SérhweirtT
ma pvi skrifa & formine = cosa + i sina. Tékum na adra slika télw = cos3 +isinf3 og
margféldum paer saman:

zw= (coso +isina)(cosB +isinf)
= (cosa cosP — sina sinp) 4 i(sina cosP + cosa sinf3)
= coga+B) +isin(a+B).

Hér htéfum vid notad samlagningarformalur fyrir cos og siti p&ssari formulu leidir regla
sem kennd er vid de Moivre:

(cosh +isinB)" = cognd) + i sin(nd).

48.7 Rumfraedileg talkun & margfoldun
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Latum nGz ogw vera tveer tvinntdlur med lengdiz| og |w| uz z
og stefnuhornim og 3. Pa faum vio

zw= |Z||w|(coga +B) +isin(a+p)). u
sem segir okkur ad lengd margfeldisins sé margfeldi lengda +B
zogw og ad ad stefnuhorn margfeldisins sé summa stefnu- 1
hornazogw. Ef nlu € T er tala & einingarhringnum med

stefnuhornid3, pa eruzsnuningur & um horniop.

48.8 Pprihyrningsojafnan

Tokum tveer tvinntdluz og w og reiknum smavegis:

|Z4+ W% = (z+W) (ZFW) = (z+W)(Z+W)
= ZZ+ 2W+ WZ+WW
= 2%+ 20+ 20+ |w?
= |2+ 20 (2W) + [w|>.

Athugum na ad
0Z<|d og |DZ<|z.

Af fyrri 6jofnunni leidir
[z w2 < |27+ 202wl + [Wi* = (17 + wi)?.
Ef vio tokum kvadratrot beggja vegna ojéfnumerkisins, parasio prihyrningsojéfnuna
[z < [z + .
Ef henni er beitt & lidin—w og w i stadz og w, pa faum vid|z| = |(z—w) +w| <
|z—w| + |w|. Jafngilt er adz| — |w| < |z—w]|. Ef vid skiptum hlutverkunz ogw i pessari
0jofnu, pa faum vid—|z| + |w| < |w—Zz| = |z— w|. Tveer sidustu 6jofnurnar eru venjulega

teknar saman i annad afbrigdi prihyrningséjofnunnar

|12 = [w| < [z—w.

48.9 Einingarreetur

Litum n0 & j6fnunaz” = 1, par senm > 2 er nattarleg tala. Ef er lausn hennar, pa er
1=12"| = |Z" sem segir okkur afz| = 1 og ad vid getum skrifad = cosb +isin6. Regla
de Moivres segir nu ad

cognB) +isin(nB) = (cosB+isind)" =2"=1.

Talan 1 hefur horngildid 2k fyrir sérhvertk € Z
og pessi jafna segir okkur pvi ad sé heilt6lu- Uz U Us We | o3

7]
margfeldi af 2t og par med eru moéguleg horn- 1 //I*\Ul
gildi tvinntélunnarz gefnar med Us Yo

K/ﬂun—l

h
8=2mk/n, keZ \-\/-/

Uy Us 7 Un—2
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Ef tveer heiltdlurk; og ke hafa sama afgang vid

heiltdludeilingu med, pa er cof2rk; /n) = coq 21k, /Nn) og Sin(21k; /n) = sin(21ky/N).
petta gefur okkur ad jafnadl' = 1 hefurn élikar lausnirug,...,us_1, sem nefnash-tu
reetur af1 og eru gefnar med formalunni

Ux = cog2rk/n) +isin(2rk/n), k=0,1,2,...,n—1.

Pessar tolur eru allar & einingarhringnum. Athugidigé- 1, ux = u'{ fyrirk=1,...,n—1,
0g ad paer rada sér i hornin a regluleguotmyrningi.

a
U

3 n=4

N ]
NN

N4
\7

N
5
N

/] d a
\ \ -

48.10 Reetur

Latum nuw = s(cosa +isina) vera gefna tvinntdlu af lengsl> 0 og med stefnuhornié
og leitum ad lausnum a jofnuna? = w. Ef z er slik lausn ogu er n-ta einingarr6t, pa er
(zu)" =Z"u" = 2" = wog pvi erzueinnig lausn. NU eru einingarraeturmetalsins og petta
segir okkur ad um leid og vid finnum eina laugypa faum vion oOlikar lausnirzou med pvi
ad stinga inn 6llum mégulegumtu einingarrotum fyriru. Latum ndzg vera tvinntdluna
sem gefin er med formualunni

Sl

20 =sn(coga/n) +isin(a/n))

og feerum hana sidamita veldi,
Z)= (s%)n(cos{a/n) +isina/n))"
= s(cogna/n) +isin(na/n)) = w.

pPar med erum vid komin med formulu fyrir einni lausn. Med p¥mta formualuna fyrin-
tu einingarrétunum, pa faum vid upptalningu & 6llum lauspdfmunnarz” = w= s(coso +
isina),

2 = 51 (o (o +2) /n) +isin((a+2mk) /),  k=0,...,n—1.

Pessari formulu ma lysa pannig aétu reeturnar eru fundnar pannig ad fyrst er fundin
ein roétzyg. Henni er sndid um hornid®/n med pvi ad margfalda mad = cog2m/n) +

i sin(2rt/n) yfir i z = u17p. Naest ey snuid um hornid &/n iz, = u;z; og pannig er haldid
afram par tiln élikar reetur eru fundnar.
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Daemi 48.10.1.Reiknid (2+5i) — (3—1)(5+2i).
Lausn: Byrjum a ad margfalda og sidan leggjum vid saman eins og ggaal

(2+5i) — (3—i)(5+2i) = 2+5i — (15+ 6i — 5i — 2i?)

=2+5 —15-6i +5 —2= —15+4i.

Daemi 48.10.2.Finnid raunhluta, pverhluta, samok og margfoldunarandbvé + 2i).
Lausn: Raunhlutinn er REL+ 2i) = 1 og pverhlutinn er Irfil + 2i) = 2. Samokid er sv
1+ 2i = 1- 2i. Margféldunarandhverfan er svo samok télunnar deilt magdehennar

o0dru veldi eda ] ]
1 1-2i 1-2i

1+21 12+22° 5

Deaemi 48.10.3. aJinnid polhnit tdlunnar1-+i.

Lausn: Lengdin ery/(-1)2+12 = v/2. Homnid er sidany, pad fest med +
arctar{1/1), (audvelt ad sja & mynd).

b) Reiknid (—1+i)2.

Lausn: Vid fundum polhnitin i sidasta lid. Vid notum pau i reglu De Me:

(—1+1)8 = (V2cod3/4) +v/2(31/4))8 = v/2 (cog 8 31/4) + sin(8- 311/4))

= 16(cog61) +-isin(6r)) = 16.

Deaemi 48.10.4. aJinnid allar fimmtu reetur af 1.

Lausn: Lengd allra fimmtu rétanna hlytur er einn. P& viljum vid finnid & & bilinu
[0,2r] p.a. co$50) = 1, en pad eru paB a bilinu pannig ad 8 = k2m, k € Z, p.e.
0,2 4 o 8 pag eru sem sagt méguleg stefnuhorn. P& héfum vié poltwaitahmtu
rétanna.

b) Finnid allar fimmtu reetuf16— 16i).

Lausn: Vid byrjum & pvi ad finna eina fimmtu rét. Stefnuhq6— 16i) er 77” og lengdi
télunnar er 1§/2. pa faum vid fimmtu réting/ 16v/2 (cos71/4- 5) +isin(71/4-5)) =
V2(cos(Z8) +isin(4%)). Med pvi ad margfalda pessa lausn med mismunandi figmtu
einingarrétunum faum vid allar fimmtu raeturnar:

V2 (cos(?n/20+ %T) +isin(7m/20+ ?)) , k=0,1,2,34.
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48.11 Nullstédvar annars stigs margliou

Vid getum skilgreint marglidur med tvinntdlustudulum & mékmlega sama hatt og fyrr, en
pad eru staerdtakn af gerdinni

P(2) = an"+an_12" 1+ +a1z+ag

par semy, ..., a, eru tvinntolur,a, # 0 ogz er breyta sem tekur gildi i tvinntélunum. Vid
getum litid &P sem fall sem skilgreint er & og tekur gildi iC. Talann kallst pa eins og
adur stig marglidunnar.

Tvinntalaa er s6gd veraullstodedarot marglidunnaP ef P(a) = 0.

NG viljum vid leysa jéfnunaaz + bz+c = 0 og ganga Ut fra pvi ad studlarrirb ogc séu
tvinntdlur og ada # 0. Petta er gert nanast eins og fyrir rauntélur, en niduesta&@rour
almennari.

Fyrsta verkid er ad deila badum hlidum medg fa pannig jafngilda jéfna® + Bz+C =0,
par semB = b/a 0og C = ¢/a. Naesta skref er ad lita & tvo fyrstu lidimd+ Bz og skrifa
pa sem ferning ad vidbaettum fasta. Med ordinu ferningurteridfyrsta stigs steerdtakn i
odru veldi,(z+ a)2. Ferningsreglan fyrir summu segir &8+ a)? = 22+ 2az+ o2, bvi er

B\2 B2
O:zz+Bz+C:<z+§> _Z+C‘

petta segir okkur ad upphaflega jafnan jafngildi

b\> b ¢
0= (aZ+bz+c)/a= <z+£) R

Med pvi ad draga télunab?/(4a?) + c/a fra badum hlidum, pa faum vid jafngilda jofnu

(Z+3)2_b_2 c_ b?—dac
2a)  4a2 a @ 4a®

TvinntalanD = b? — 4ac nefnistadgreinir edaadskilja jofnunnar. EfD # 0, pa hefuD
tveer kvadratraetur. LatunyD tékna adra peirra. bé er hin jofay/D og vid faum tveer

Olikar lausnir
Z;|_:7_b—|_\/5 0og Zzzi_b_\/ﬁ.
2a 2a
Ef D =0, feest ein lausn b
2= 5
| sértilfellinu pegarD € R og D < 0 pa getum vid alltaf valid kvadratrafD = i,/|D| og

lausnarformulan verdur

_ —b+iy/|D|
- 2a

4} 0og

Zo = 7_b_ ! \/W

2a
Munid ad efa er jakvaed rauntala, pa takngfa alltaf jakveedu téluna sem uppfyllir
(v/a)? = a. A sjalfségdu en/0 = 0. Ef a # 0 er tvinntala ogx er ekki jakvaed raun-
tala, pa er hefus/a enga stadlada merkingu. Vid vitum bara ad pad eru til tvaantaélur
3 ogysem eru kvadratraetar og um peer gildir ay = —3.
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48.12 Meginsetning algebrunar

Vid byrjudum a pvi ad innleida tvinntélurnar med pad fyrirgaum ad geta leyst jofnur
sem hafa engar rauntdlulausnir. Meginsetning algebrusegir ad sérhver marglida af
stigi > 1 med tvinntdlustudlum hafi nullstod@. Pad er pvi ekki haegt ad segja annad
en ad utvikkun talnakerfisins fra rauntélum yfir i tvinntogé vel heppnud. Sonnunin a
meginsetningunni krefst téluverdrar pekkingar i steerdfgeeiningu og er venjulega kennd
a 6dru ari i haskola.
Vid skulum taka meginsetningunatrianlega og athuga nokkeakilegar afleidingar henn-
ar. Marglidudeiling er eins fyrir marglidur med tvinntétugla og marglidur med raun-
tolustudla. Ef vid tokum marglio® af stigim > 1 og deilum(z— o) upp i hana, pa faum
Vid

P(z) = (z—a)Q(2)+C
par senQ er marglida af stigim— 1 ogC er tvinntala. Med pvi ad setjig= a inn i j6fnuna,
pé sjaum vid a& = P(a). betta gefur okkur pattaregluna sem segifaé a) gangi upp i
marglidunniP(z) pa og pvi adeins ad sé nullstodP.
Segjum nu ad sé nullstdd P og ad stigid sén > 2. ba erQ af stigim— 1 og samkvaemt
meginsetningunni hefu® nullstédB. Vid pattumQ medz— B og faum pannid(z) =
(z—a)(z—B)R(z) par semR er marglida af stigm— 2. Pessu er unnt ad halda afram par
til vio endum med fullkomna pattunRi fyrsta stigs lidi

P(z) =A(z—ay)(z—ap) -+ (z—0m)

par senoy,...,an er upptalning & éllum nuallstédvum med hugsanlegum endaongkim
0g A +# 0 er tvinntala.

48.13 Marglidur med rauntdlustudla

Vid litum allaf & raunt6lurnar sem hluta af tvinntélunum og jpr sérhver marglida meod
rauntdlustudla jafnframt marglida med tvinntdlustudla.edihsetning algebrunnar & pvi
einnig vid um pessar marglidur. Hugsum okkur niR4@) sé marglida af stigin > 1 med
rauntdlustudlany, . . .,am 0g ada € C sé nullstdéd hennar og gerum rad fyrir ecsé ekki
rauntala. Med pvi ad beita reiknireglunum fyrir samok og péstaklega a@; = aj, pa
faum vid

m m m
0=P(a) =P(a) = Y axak = > aak = > a(@)* = P(a).
k=0 k=0 k=0
Vid hofum pvi synt adx er einnig nullstod. Vid getum pvi pattad Ufz— a) og (z— a).
Athugum ad
(z—a)(z—a)=Z— (a+a)z4+0a=2Z—2(0a)z+]|al?

NU beitum vid pattareglunni og sjaum ad i pessu tilfelli fggtun &P (z) i tveer rauntalna-
margliour

P(2) = (Z - 2(0a)z+|a]?)Q(2).

Daemi 48.13.1.Finnid allar reetur marglidunna? — 2+ 5.
Lausn: Hér notum vid lausnarformulu annrs stigs jo6fnu beint, |awsar verda

X = 2+v4-20 ”;_20: 1+v/—4=14+2i.
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Daemi 48.13.2.Leysid jofnunaix? + 2x+ 2+ 2i = 0.
Lausn: Vid setjum beint inn i lausnarformulu annars-stigs jofnau lausnirnar

B % = — —
242 4i(2+42) _-2+V12- 8 _-2 [2°8 _, ~—
2i 2i 2i (2i)2

48.14 Utvikkun veldisvisisfallsins og jofnur Eulers

Vid hofum séd hvernig skilgreiningarmengi marglida er kk&od fra pvi ad vera rauntalna-
asinnR yfir i pad ad vera allt tvinntalnaplani@. betta er haegt ad gera a edlilegan mata
fyrir morg foll sem skilgreind eru & hlutmengjum & rauntdinanni pannig ad pau fai
néttarlegt skilgeiningarsveedid.

Veldisvisisfallid exp R — R er andhverfa nattirlega lograns sem skilgreindur er mdé-hei

inu ‘ dt
mx:/ —, x> 0.
1t

Talane er skilgreind med = exp(1). NG Gtvikkum vid skilgreiningarsvaedi exp pannig ad
pad verdi alltC med formualunni

exp(z) = €'(cosy +isiny), z=x+iycC, xycR.

Stingum nu hreinni pvertsli® par send € R inn { veldisvisisfalliée® = (cosd+isind) €
T. betta segir okkur ad vorpunth— €° varpi rauntalnalinunni & einingarhringinn.
Stillum na upp tveimur jofnum

d® = cosB+ising,
e 1% = cosB—isind.
Tokum nd summu af haegri hlidum og vinstri hlidum. b4 fafst-e'® = 2co. Tokum

sidan mismun af pvi sama. Pa fag§t— e '® = 2isin@. Ut Gr pessu faest samband milli
veldisvisisfallsins og hornafallanna sem nefndénur Eulers

eie —i0

COSG — i,
2

eie _ e—ie

Sinb= ——
2

48.15 Samlangningarformula veldisvisisfallsins

Munum ad veldisvisisfallid expR — R, x — €, uppfyllir reglunag**® = e?€? fyrir allar
rauntdlura ogb. Pessiregla er nefngeldareglaedasamlagningarreglaeldisvisisfallsins.
NU skulum vid taka tveer tvinntdlur = X+ iy og w = u—+iv og sja hvernig pessi regla
alhaefist pegar vido erum buin ad framlengja skilgreiningaadweldisvisisfallsins yfir i allt
tvinntalnaplanidC:

e’e" = &(cosy +isiny)e"(cosv+isinv)
= (e'é")(cosy + i siny)(cosv+isinv)
= &Y(cogy+ V) +isin(y+v))

X FWH(Y+V) _ g(xHiy)+(u+v) _ 2w
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Vid héfum pvi ad samlagningarformalan fyrir veldisvisi$ita gildir afram eftir ad pad
hefur verid framlengt yfir & allt tvintalnaplani®.

Deemi 48.15.1.Reikniden®+3.
Lausn: Vid setjum petta beint inn i formalu og faum

ne+% _ 5005(2) +isin(g> = %ﬂ

Daemi 48.15.2.Notid formulur Eulers til ad einfalda c{8) sin(0) cog20).
Lausn: Notum formdlur Eulers. Faum

do + e 16 db _ o6 526 + g—26

cog0)sin(8) coq20) = 5 5 5
B (92i9_672i9>(e2i9+e72i9> B e4i9_e74i9 B sin(49)
N 8i N 8i 4

49 Fylki og linuleg algebra

49.1 Linulegt j6fnuhneppi

Latumxy, %o, . . ., X, vera 6pekktar steerdir. Jafna af gerdiamiy 4+ asXo + - - - +anXn = ¢ par
semas, ay, ..., an, c eru einhverjar tolur kallagtnuleg jafna og ef vid héfum margar slikar
jofnur fyrir 6pekktu steerdirnaxy, xo, . .., X, pa kallast paer samaimulegt jofnuhneppi

Ef by, by, ..., by erutlur p.aajby +apby+ - - - +anby, = ¢ pa segjum vid adby, by, ..., by)
sélausna jofnunni, og mengi allra slikra lausridbs, by,...,by) : ajby +agby + -+ +
anbn = ¢} kallastlausnamengi jéfnunnar

Fyrir gefid jofnuhneppi kallast stafbs, by, . .., by) sem er lausn & 6llum jofnum hneppisins
lausn & jofnuhneppinog mengi allra slikra lausna kallastusnamengi j6fnuhneppisins
Ad finna allar lausnir & jofnuhneppi kallast Eysa j6fnuhneppid

49.2 Lausnir & linulegum jéfnuhneppum

Su adferd sem mest er notud vid ad leysa linuleg jofnuhneglfdt Gauss-eyding Ad-
ferdin er ekki ykja flokin og gengur i stuttu mali Ut & ad faekkekktu breytisteerdunum
i j6fnum hneppisins par til audvelt er ordid ad lesa Ut lansmagi pess. Adferdin er best
atskyrd med deemi:

Daemi 49.2.1.Finnum lausnamengi eftirfarandi j6fnuhneppis:

6x+3y+z=10 Q)
2X—y+2z=3 (2)
X+y+z=3. (3)
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Lausn:

Byrjum & ad margfalda jofn(2) med 3 og j6fnu3) med 6 og faum pa:

6x+3y+z=10 Q)
6x—3y+6z=9 (2)
6x+ 6y +6z=18. (3)

Drogum nu jofnu(1) fra jofnum (2) og (3). Par med hofum vid eytt 6pekktu steerdini
at ar j6fnum(2) og (3):

6x+3y+z=10 (2)
—6y+5z=-1 (2
3y+5z=38. 3)

Margféldum nu jofnu(3) med 2 og faum:

6x+3y+z=10 Q)
—By+5z2=-1 (2)
6y -+ 10z=16. (3)

Leggjum nu jofnu(2) vid jofnu (3). 6pekktu staerdinni hefur pa verid eytt dr j6fny3):

6x+3y+z=10 (2)
—6y+5z=-1 (2
15z=15. (3)

NU er ljost ut fra jofnu(3) ad eina gildid sem Opekkta breytisteerdigetur tekid sen
gefur lausn & hneppinu er= 1. Vid getum pvi setz =1 i jofnur (1) og (2). Vid faum
pa ut jéfnurnar:

6x+3y+1=10 (1)
—6y+5=-1. (2)

Jafna(2) gefur na ad eina gildid sem 6pekkta breytisteesdietur tekid sem gefur laugn
a hneppinu ey = 1. Setjum pviy =11 j6fnu (1) og faum:
6x+3+1=10. (1)

Pessi jafna gefur okkur ni aé= 1 og vid hdéfum par med synt ad j6fnuhneppid hdfur
adeins lausningx,y,z) = (1,1,1).
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Daemi 49.2.2.Leysid j6fnuhneppid

da+2b—c=2,
a—b+c=12
a+b+c=5.

Lausn: Vid byrjum & ad leggja nedri tveer j6fnurnar saman, pa faum2ag- 2c = 17
sem gefuc =% —a.

Vid leggjum sidan jofnuna i midjunni tvisvar vid efstu jofmuog faum @+ c = 26. Vid
stingum inn177 —ainn fyrir c. Nu gildir:

NI~

17 17 35
6a+?—a:5a+?:26 <— 5a:? <~— a=

inn i sidustu jofnuna jofnuna faumvib=5-c—a=—-a= 77 P& er lausn j6fnuhnep
isins

Pegara er akvardad finnum vid medc = 3 —a= 14X = 5. Med pvi ad stinga pvi S\r

a—= — b:— C:5.
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