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INNGANGUR




INNGANGUR

Pessar glaerur og tilheyrandi notur voru samdar fyrir fyrirlestur sem
haldinn var fyrir nynema Verkfraedi- og raunvisindasvios Haskola
Islands pann 7. agast 2015. Efni fyrirlestursins eru nokkur
grunnhugtok i staerdfraedi, mengi varpanir og raunfoll, sem fjallad er
um med haefilegri steerofraedilegri rokfestu. Logo er ahersla a ad
byggja upp innsai og taka lysandi daemi.

Allar abendingar um pad sem betur maetti fara eru vel pegnar.
Vinsamlegast sendid paer til thj92@hi.is.
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Skilgreining: Mengi er hvers konar safn olikra "hluta”,
peir "hlutir"sem mengi inniheldur eru kalladir stok pess.

Ef A er mengi og x er stak i menginu A, pa ritum vid
XeA
Aftur a moti ef x er ekki eitt af stokum A, pa ritum vid

X ¢ A.
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SAMBAND MENG]JA - VARPANIR

Ef vid erum med tvo mengi, A og B hvernig gaetum vid skilgreint
samband pessara mengja?

Ein leid veeri ad skilgreina tengsl a milli staka mengjanna.

Vorpun er samband tveggja mengja, formengis og bakmengis , sem
tengir sérhvert stak i formenginu nakveemlega einu staki i
bakmenginu.

Ef fer vorpun med formengi A og bakmengi B skrifum vid

f:A—B

Myndmengi vorpunarinnar f er mengi allra staka y € B p.a. til sé stak
x € Asem uppfyllir f(x) = .

Vid taknum myndmengid med f(A).
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FOLL

Varpanir sem hafa talnamengi fyrir bakmengi kallast foll og eru afar
mikilvaeg 1 staerdfraedigreiningu.

Pegar talad er um raunfoll er att vid foll med bakmengi og formengi
sem eru hlutmengi i R.



DAMAHLE

1. Latum A = {aq,a,,a3} og B = {by, b,} vera mengi. Hver
eftirtalinna eru varpanir?

11 f: A — Bbarsem by = ff

12 f: A — B barsem by = f|

13 f:B— Abarsem a, = f(b

14 f:B— Aparsem a; = f(by

0g by = f(ax) = f(as)

,ba = f(ay) og f(ay) er ekki til
, a2 = f(b2) 0g as = f(by)

og as = f(b2)

2. Hver eru formengi, bakmengi og myndmangi eftirfarandi falla?

21 Fallid f1(a)-lid 1 sidasta deemi
22 f:R—=R, f(x) =sin(x)
23 fR > Z, f(x)=2

= =
2 2



EINTAKNI

Fall f: A — B er eintaekt (one-one, injective) ef fyrir 6ll a, b € A gildir:

fla)=f(b) = a=b.
Jafngild skilgreining er:

a£b = fla)#(b).



EINTAKNI

Fall f: A — B er eintaekt (one-one, injective) ef fyrir 6ll a, b € A gildir:

fla)=f(b) = a=b.
Jafngild skilgreining er:

a£b = fla)#(b).



EINTAKNI

Fall f: A — B er eintaekt (one-one, injective) ef fyrir 6ll a, b € A gildir:

fla)=f(b) = a=b.
Jafngild skilgreining er:

a£b = fla)#(b).



EINTAKNI

Fall f: A — B er eintaekt (one-one, injective) ef fyrir 6ll a, b € A gildir:

fla)=f(b) = a=b.
Jafngild skilgreining er:

a£b = fla)#(b).




EINTAKNI

Fall f: A — B er eintaekt (one-one, injective) ef fyrir 6ll a, b € A gildir:

fla)=f(b) = a=b.
Jafngild skilgreining er:

a£b = fla)#(b).




ATAKNI

Fall f: A — B er ataekt (onto, surjective) ef fyrir sérhvert stak y € B er
til stak x € A p.a. f(x) = y. pessi fullyrding jafngildir pvi ad f sé ataekt
ef

flA) =8

1



ATAKNI

Fall f: A — B er ataekt (onto, surjective) ef fyrir sérhvert stak y € B er
til stak x € A p.a. f(x) = y. pessi fullyrding jafngildir pvi ad f sé ataekt
ef

flA) =8

A B



ATAKNI

Fall f: A — B er ataekt (onto, surjective) ef fyrir sérhvert stak y € B er
til stak x € A p.a. f(x) = y. pessi fullyrding jafngildir pvi ad f sé ataekt
ef




ATAKNI

Fall f: A — B er ataekt (onto, surjective) ef fyrir sérhvert stak y € B er
til stak x € A p.a. f(x) = y. pessi fullyrding jafngildir pvi ad f sé ataekt
ef




ATAKNI

Fall f: A — B er ataekt (onto, surjective) ef fyrir sérhvert stak y € B er
til stak x € A p.a. f(x) = y. pessi fullyrding jafngildir pvi ad f sé ataekt
ef




ATAKNI

Fall f: A — B er ataekt (onto, surjective) ef fyrir sérhvert stak y € B er
til stak x € A p.a. f(x) = y. pessi fullyrding jafngildir pvi ad f sé ataekt
ef

1



GAGNTAKNI

Fall f er gagntaekt ef pad er baedi eintaekt og ataekt.

A B



GAGNTAKNI

Fall f er gagntaekt ef pad er baedi eintaekt og ataekt.

A B



GAGNTAKNI

Fall f er gagntaekt ef pad er baedi eintaekt og ataekt.

A




GAGNTAKNI

Fall f er gagntaekt ef pad er baedi eintaekt og ataekt.

A




GAGNTAKNI

Fall f er gagntaekt ef pad er baedi eintaekt og ataekt.

A




SYNIDAMI

Er fallid eintaekt? Er fallid ataekt?
fiR-R med flx)=x



SYNIDAMI

Er fallid eintaekt? Er fallid ataekt?
fiR-R med flx)=x
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DAMAHLE

Segid til um hvort eftirfarandi foll séu eintaek, ataek, gagntaek eda
ekkert af pessu:

1. fiR=R,, f(x)=x?

2. R=>R, flx)=-11x
BfR=R, f(x)=-4
4 1 Z =R, f(x)=
)

14
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ANDHVERFUR FALLA

Latum f vera fall med mengid A sem formengi og mengid B sem
bakmengi.

Vid segjum ad f sé andhverfanlegt ef til er fall g med formengi B og
bakmengi A p.a.

f(x) =y ef ogadeins ef g(y) = x

Ef slikt fall g er til pa er pad otvirzsett akvardad.

Fallid g kallast andhverfa fallsins f og vid taknum pad med f=".
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SYNIDAMI

Latum f(x) = (2x + 8)*
Finnum andhverfu f.

Ein leid til ad finna andhverfu falls ef hin er til er ad leysa jofnuna
y = f(x) fyrir x.



DAMAHLE

Finnid andhverfur eftirfarandi falla:

1. f:R=R, f(x)=-1x
X+2
3
3.f:R—=R, f(x)=5+1

2 f:R->R, f(x)=
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N. STIGS MARGLIDUR

Marglida af stigi n er fall af gerdinni:

n
fx) =3 ax = anX + Qn_ix" -+ ax+ ag
i=0

pbar sem n er endanlegt a; € R,Vi og a, # 0.

Talan n kallast stig marglidunnar, og tolurnar a; kallast studlar
hennar.
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SYNIDAMI

Af hvada stigi eru eftirfarandi margliour?

- X2+ X —=3x* +1
- 15%° 4 2x — 8% + x™ — x2 + 100

- X"+ x*" pbarsemn €N

24



RAD FOLL

Raed raunfoll eru foll af gerdinni,
f:A—=B

par sem P og Q eru marglioufoll.
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MINNKANDI OG STRANGLEGA MINNKANDI FOLL

Fallio f er sagt vera minnkandi ef fyrir sérhverjar tvaer tolur x;, X, € A
bannig ad x; < x; gildir ad f(x1) > f(x2).

Ef strong 6jafna gildir (f(x7) > f(x2)) fyrir 6l slik x; og x, er sagt ad f
sé stranglega minnkandi. Fall sem er annad hvort vaxandi eda
minnkandi er sagt vera einhalla.

Ef fallid er stranglega vaxandi eda stranglega minnkandi er pad sagt
vera stranglega einhalla.
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HVORKI VAXANDI NE MINNKANDI FALL
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JAFNSTAD OG ODDSTAD FOLL

Skilgreining: Fall fer

- jafnsteett (even) ef f(—x) = f(x), Vxiformengif
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JAFNSTAD OG ODDSTAD FOLL

Skilgreining: Fall fer

- jafnsteett (even) ef f(—x) = f(x), Vxiformengif
- oddsteett (odd) ef f(—x) = —f(x), Vxiformengif

f(X) = 2x, skilgreint fyrir x € R, er oddstaett

Hofum f(—x) = 2(—x) = —2x = —f(X)

f(x) = x? er jafnstaett
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VELDISVISISFOLL OG LOGRAR

Skilgreining:
Fall af gerdinni f(x) = a*, par sem a € R, kallast veldisvisisfall med
grunntolu a.

30



VELDISVISISFOLL OG LOGRAR

Skilgreining:
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Skilgreining:
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VELDISVISISFOLL OG LOGRAR

Skilgreining:
Fall af gerdinni f(x) = a*, par sem a € R, kallast veldisvisisfall med
grunntolu a.

Skilgreining:
Fall sem er andhverfa veldisvisisfalls med grunntolu a, kallast
lografall (eda logri) med grunntdlu a og er taknad med log,(x).

Med 6drum ordum, pa er logri tolunnar x med grunntolu a pad veldi
b sem parf ad hefja aitil pess ad fa Ut x, p.e. st tala b sem uppfyllir:
ab = x bar sem follin eru andhverfur hofum vid:

log,(a*) = a'°%) = x.
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NATTURULEGA VELDISVISISFALLID OG NATTURULEGI LOGRINN

Skilgreining:
Fallio
flx) =€
bar sem e er tala Eulers, e ~ 2.718, kallast nattlrulega
veldisvisisfallio.
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NATTURULEGA VELDISVISISFALLID OG NATTURULEGI LOGRINN

Skilgreining:
Fallio
flx) =€
bar sem e er tala Eulers, e ~ 2.718, kallast nattlrulega
veldisvisisfallio.

Skilgreining:
Andhverfa nattlrulega veldisvisisfallsins kallast nattarulegi logrinn
og er taknad med In(x).
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SAMSKEYTING FALLA

Tokum tvo follf: A— Bogg: C— D. Gerum rad fyrir ad
g(€) cA

(p.e. 6ll g(x) eru i formengi f).
Skilgreinum samsetta (composite) fallid fo g:

(fog)(x) =f(9(x))

35



DAMI

Latum g(x) = sinx og f(x) = x?
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DAMI

Latum g(x) = sinx og f(x) = x?

pa feest:

(90 N)(x) = g (fx)) = g(x*) = sin(x’)
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DAMI

Latum g(x) = sinx og f(x) = x?
pa faest:

(90 N)(x) = g (fx)) = g(x*) = sin(x’)

(Fo 9)() = (9(x)) = fisinx) = sin*(x)
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SYNIDAMI

Latum f: R — R, p.a. f(x) := e 0gg: R, — R p.a. g(x) := In(12x).
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SYNIDAMI

Latum f: R — R, p.a. f(x) := e 0gg: R, — R p.a. g(x) := In(12x).
Hvao af eftirtoldu gildir pa um g o f?

- gofergagntek.

- goferataeken ekki eintaek.

- gofereinteken ekki atek.
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HORNAFOLL

Grunnhornafollin eru sinus og kosinus: sin, cos : R — R.
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HORNAFOLL

Grunnhornafollin eru sinus og kosinus: sin, cos : R — R.

Latum v vera vigur af lengd 1 sem myndar hornid 6 vio jakvaeda hluta
X-assins.

ba er

- cos(#) skilgreint sem ofanvarp v a x-asinn.

- sin(#@) skilgreint sem ofanvarp v a y-asinn.
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COS(X) ER JAFNSTATT FALL

+ g(x) = cos(x)
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COS(X) ER JAFNSTATT FALL

+ g(x) = cos(x)

—1-1

Graf jafnstaeds falls er samhverft um y-as. 39



SIN(X) ER ODDSTATT FALL

- f(x) = sin(x)

0.5 1

NI
w
.l

)

— 3 — T
2T - 5

=]

Graf oddstaeds falls er samhverft um nullpunktinn.
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Fyrirlestrarod fyrir nynema VoN - Foll

Porsteinn Hjortur Jonsson og Arnbjorg Soffia Arnadottir

7. agust 2015

1 Inngangur

Pessar notur eru skrifadar med nynema Verk- og Natturufreedisvids { Haskola
Islands i huga. Noturnar eru hugsadar sem einfold upprifjun 4 mengjum og
vorpunum, raunfollum sér i lagi.

Notunum fylgir gleerusafn skrifad i beamer pakkanum. Pad er 6sk héfundar ad
betta efni muni nytast sem flestum.

Hver s& sem vill nota néturnar til kennslu en vill breyta textanum & einhvern
hatt er frjalst ad gera sitt eigio afrit. Pad ma senda tolvupost & veffangio
thor.h.jonsson@gmail.com til ad fa .tex skré.

2 Stiklad & stéru um mengi

Pessi texti inniheldur algjor grundvallaratrioi um mengi sem vid munum purfa
4 a0 halda til ad tala um foll. Pad er mjog mikilveegt ad gera sér grein fyrir pvi
a0 foll eru skilgreind at fra mengjum. Hefjum leikinn & pvi a0 skilgreina mengi.

Skilgreining. Mengi Mengi er hvers konar safn o6likra "hluta".
Peir "hlutir"sem mengi inniheldur eru kalladir st6k pess. Ef A er mengi og
x er stak 1 menginu A, pa ritum vid

reA
Aftur 4 moti ef x er ekki eitt af stokum A, pa ritum vid
x ¢ A.

Takid eftir pvi a0 hugtakid mengi er ansi viofedmt. Vid geetum talad um
mengi boka 4 planetunni J6rd, mengi bila 4 bilaplani eda mengi talna & talna-
bili. Mikilveegustu mengin i staerofraedigreiningu eru talnamengi, mengi sem
innihalda ekkert annad en tolur. Mengi dkvardast algjorlega af stokum sinum.
Pad er ad segja tvo mengi eru jafngild ef og adeins eiEI pbau innihalda somu stok.
Vio segjum ad mengid A sé hlutmengi i menginu B ef 6ll stok i menginu A eru
lika { menginu B.

Dezemi: Latum A vera bilid fra 0 upp i 6endanlegt, latum B vera bilid fra 1
upp i 6endanlegt.

1Ordasambandid ,ef og adeins ef” (eff) er mikilveegt 1 steerdfraedi. Pad hefur sému merkingu
og ,ba og bvi adeins ad” (b.p.a.a), b.e. pad gefur naudsynlegt og nsegjanlegt skilyroi.



Bilid B er hlutmengi i bilinu A par sem &1l stokin i menginu B eru lika i
menginu A.
Nokkur mengi sem er naudsynlegt ad pekkja eru:

1. Mengi nattarlegra talna = N = {(0),1,2,3,...}
2. Mengi heilla talna = Z = {0, £1,+2,+3,...}

Mengi reedra talna = Q = {p/q | p,q € Z og q # 0}

L

Mengi rauntalna = R

5. Mengi tvinntalna = C

3 Samband mengja - Varpanir

Ef vid erum med tvd mengi, A og B, hvernig gaetum vid skilgreint samband
bessara mengja? Ein leid veeri ad skilgreina tengsl & milli staka mengjanna.

Viorpun er samband tveggja mengja, formengis og bakmengis, sem tengir
sérhvert stak i skilgreiningarmenginu nakveemlega einu staki { bakmenginu. Ef
f er vorpun med formengi A og bakmengi B skrifum vid

f:A—B

til marks um pad.

Athugum ad sérhvert stak { A varpast i eitthvert stak i B, en pessu er ekki
ofugt farid, p.e. vid getum haft stok { B sem engin stok i A varpast i med
vorpuninni f. Athugum einnig ad sérhvert stak i A getur einungis varpast i eitt
stak i B, en hins vegar geta nokkur mismunandi stok i A varpast { sama stakid
iB.

Dzmi um varpanir:

¢« fRoR, flz)=e®

e f:C—R% f(2)=(x,y), bar sem z = x + iy
o F{O} N, £(0)=0

o 10,7 = [=1,1],  f(x) = cos(x)

Foll

Varpanir sem hafa talnamengi fyrir bakmengi kallast f6ll og eru afar mikil-
vaeg { steerofreedigreiningu.

Pegar talad er um raunféll er att vid fo6ll sem hafa bakmengi og formengi
sem eru hlutmengi i R. Ef vid skodum aftur varpanirnar hér ad ofan, pa eru
fyrsta, prjdja og fjorda vorpunin raunfoll.

4 Eintaxk og ataek foll

Skilgreining. Latum f : A — B vera fall. Myndmengi fallsins f er mengi allra
staka y € B b.a. til sé stak x € A sem uppfyllir f(z) = y.
Vid tdknum myndmengid med f(A).



Skilgreining. Fall f: A — B er eintekt (one-one, injective) ef

f@)=f0) = a=b.
Fall f: A — B er dtekt (onto, surjective) ef B er myndmengi f, b.e. ef

f(A)=B

Fall f : D — R er gagntekt (bijective) ef bad er baedi eintackt og ateekt.

Athugum ad eintzekni, ateekni og gagntaekni falla akvardast algerlega af for-
mengjum og bakmengjum fallanna. Vid getum til deemis tekid hvada fall sem
er og gert pad ateckt med pvi ad einskorda pad vid myndmengi sitt, p.e. vid
skodum fallid f: A — f(A) istad f: A — B.

A sama hatt er oft haegt ad einskorda fall vid eitthvert hlutmengi i formenginu
til pess ad gera pad eintakt, en petta er yfirleitt ekki seskilegt, par sem betta
getur breytt mikilveegum eiginleikum fallsins. Sem dsemi mé nefna kosinusfallid
sem er alls ekki einteekt, en er lotubundid. Ef vid einskordum bad vid bilid [0, 7]
b4 verdur pad einteekt, en ekki lengur lotubundid.

Dzemi um eintaek f6ll
o f:Ry - R, f(z)=2?
e g:R—- R, g(z)=23
o h:[0,7] > R, h(zx)=cos(z)
Hins vegar eru follin f : R — R og h : R — R ekki eintakt.
Dzemi um atsek foll
e f1R=Ry, f(x)=2"
e g:R—- R, g(z)=23
e h:R—[-1,1], h(x)=cos(x)
Hins vegar eru follin f : R — R og h : R — R ekki ataek.
Dami um gagntaek foll
e iR R, f(x)=2x

e g:RoRy, g(z)=¢€"

5 Andhverfur falla

Latum f vera fall med mengid X sem formengi og mengid ¥ sem bakmengi.
Vid segjum ad f sé andhverfanlegt ef til er fall g med formengi Y og bakmengi
X b.a.
fl@)=yeff gly) =2

Ef slikt fall g er til pa kallast pbad andhverfa fallsins f, taknad f~—!, og er
otvirett akvardad, p.e. ef til er annad fall A sem er andhverfa f, ba er h = g.



Athugum a0 fall er andhverfanlegt eff pbad er gagnteekt.

Dami um andhverfu falls
Latum f(z) = (22 + 8)% og finnum andhverfu f. Ein leid til ad finna and-
hverfu falls, ef hun er til, er ad leysa jofnuna y = f(x) fyrir z. P4 feest:

y=(22+8) & Yy=2x+8

& JYy—-8=20
oy — 8
@ﬂT:x

svo ad andhverfa fallsins f er fallid g b.a.

g(y) = @-

6 Marglidur

Marglidur eru pau f6ll sem vid pekkjum hvad best og bzer eru ad moérgu leyti
baegilegar ad vinna med.
Marglioa er fall af gerdinni:

=apa” + ap_12" M+ -+ aiz+ap

bar sem n er endanlegt a; € R, Vi og a,, # 0.
Talan n kallast stig marglidunnar og a; studlar hennar.

Skodum leegstu brju stig marglida:
n=_0:

Nullta stigs marglida er 4 forminu f(z) = a bar sem a € R. Hun er einnig
kollud fastafall og graf hennar er larétt lina (samsida z-as). Skurdpunktur lin-
unnar vid y-as er a en hin hefur engan skurdpunkt vio z-as nema ef a = 0.
n=1:

Fyrsta stigs marglida er 4 forminu f(z) = ax + b bar sem a,b € R. Graf
hennar er lina. Skurdpunktur pessarar linu vid y-asinn er b, hallatala hennar er
a og skurdpunktur vid z-asinn er —b/a
n=2:

Annars stigs marglida er 4 forminu f(x) = az? + bx + ¢ bar sem a,b,c € R.
Graf hennar er fleygbogi. Skurdpunktur fleygbogans vid y-asinn er ¢, en til pess
a0 finna skurdpunkta hans vid z-asinn purfum vid ad leysa joéfnuna:

. —b+Vb? — dac
o 2a ’

Pessi jafna getur haft tveer, eina eda enga rauntolulausn, allt eftir pvi hvort
lidurinn b? — 4ac sé jakvaedur, nill eda neikvaedur ]

2Jafnan hefur pé alltaf tvinntolulausn.



Daemi um marglidur:
o f(z)=3x+9
o f(x) =223 — 522 — 30z + 14

o fz)=2'-1

7 Vaxandi og minnkandi foll

Latum A og B vera hlutmengi i R og f : A — B vera fall. Fallid f er sagt vera
vazandi ef fyrir sérhverjar tveer tolur x1,z2 € A bannig ad z; < xo gildir ad
f(x1) < f(ze). Ef strong 6jafna gildir (f(z1) < f(x2)) fyrir 6l slik 1 og z2 er
sagt ad f sé stranglega vaxandi.

Fallid f er sagt vera minnkandi ef fyrir sérhverjar tveer tolur x,z5 € A
bannig ad z1 < z3 gildir ad f(x1) > f(x2). Ef strong ojafna gildir (f(x1) >
f(x2)) fyrir 6ll slik z1 og x4 er sagt ad f sé stranglega minnkandi.

Fall sem er annad hvort vaxandi eda minnkandi er sagt vera einhalla. Ef
fallio er stranglega vaxandi eda stranglega minnkandi er bad sagt vera stranglega
einhalla.

8 Jafnstaed og oddstaed foll
Skilgreining. Fall f: A — B er
e jafnstett (even) ef f(—z) = f(x), Vrxe A
e oddsteett (odd) ef f(—z) = —f(x), Ve A
(hér er A C R)
Dami um jafnstzed {611
o f(z)=2?
Hofum f(—z) = (—2)? = * = f(x)
e g(x) = cos(z)
Graf jafnsteeos falls er samhverft um y-as.
Daemi um oddstzed fo6ll
o f(x) =2z, fyrir x € R
Hofum f(—z) =2(—z) = -2z = — f(x)
e f(x)=sin(x)

Graf oddstae0s falls er samhverft um nuallpunktinn.



9 Veldisvisisfoll og lograr

Veldisvisis f6ll og lograr eru akaflega mikilveeg f6ll { i ymsum visindagreinum,
t.a.m. edlisfraedi, efnafraedi, liffreedi, verkfraedi og télvunarfraedi.

Skilgreining. Fall af gerdinni f(z) = a®, bar sem a € R, kallast veldisvisisfall
med grunntolu a.

Skilgreining. Fall sem er andhverfa veldisvisisfalls med grunntélu a, kallast
lografall (eda logri) med grunntolu a og er taknad med log, ().

Med 60rum ordum, ba er logri télunnar x med grunntélu a pad veldi b sem
parf ad hefja a 1 til pess ad fa ut x, p.e. sa tala b sem uppfyllir: a® = 2. Par
sem follin eru andhverfur héfum vio:

log,(a”) = alo8a(®) = g
Nattarulega veldisvisisfallid og nattarulegi logrinn

Skilgreining. Talan
2.718281828

~
I
o

[a]

Il
=)=

1

nefnist tala Eulers.
Fallid exp(z) = e® kallast ndttirulega veldisvisisfallid.

Skilgreining. Andhverfa nattarulega veldisvisisfallsins kallast nattarulegi logrinn
og er taknadur med In(z).

10 Hornafoll

Grunnhornaféllin eru sinus og kosinus: sin,cos : R — R. Ef vid latum v vera
vigur af lengd 1 sem myndar hornid 6 vid jakvaeda hluta z-assins, ba er cos(6)
skilgreint sem ofanvarp v & z-asinn og sin(f) sem ofanvarp v & y-asinn.

Fleiri hornaf6ll
Notum nt sinus og késinus til pess ad skilgreina fleiri hornaf6ll:

_ sin(z) cot(z) i— cos(z)

tan(z) = cos(x) ta) : sin(x)
1 1

sec(x) == cos(@) cse(x) == )’

Hornafallareglur

o cos?(z) +sin’(z) =1

e sin(z + y) = sin(z) cos(y) + cos(x) sin(y)
e cos(z +y) = cos(x) cos(y) — sin(x) sin(y)

Med pessum premur meginreglum ma svo leida ut nokkrar i viobot:



e sin(z — y) = sin(z) cos(y) — cos(x) sin(y)
e cos(z —y) = cos(x) cos(y) + sin(x) sin(y)
e sin(2z) = 2sin(x) cos(x)

e cos(2z) = 2cos?(z) — 1 = 1 — 2sin®(x).

11 Samskeyting falla
Tokum tvo foll f: A— Bogg:C — D. Gerum rad fyrir ad
g(C)C A

(b.e. 61l g(x) eru 1 formengi f).
Skilgreinum samsetta (composite) fallid f o g:

(fog)(x) = f(9(x))

Dami
Latum f(z) = 322 og g(r) = 22 + 4. Skodum f o g og go f. Hofum:

fog=flg(x)) = f(2x +4) = 3(2z +4)°
= 3(42? + 162 + 16) = 1222 + 482 4 48.

A sama hatt faost:
gof=g(f(x))=g(3z?
=2(32%) +4 = 62% + 4.

Daemi
Latum (g(z) = sinx og f(z) = 22. Skodum f o g og go f. Hofum:

(90 f)(x) =g (f(2)) = g(2®) = sin(2?).
A sama hatt faest:

(fog)(x) = f(g(z)) = f(sinz) = sin® z.
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. Latum A = {aq,a2,a3} og B = {by, by} vera mengi. Hver eftirtalinna
eru varpanir?

(a) f:A— B Dbarsem by = f(a1) og ba = f(az) = f(a3)
(b) f:A— B barsem by = f(a1),by = f(as) og f(a3) er ekki til
(¢) f: B — Abarsem a; = f(b1),as = f(bs) og ag = f(bs)

(d) f: B— Abarsema; = f (

Lausn:

Lidir (a) og (d) eru varpanir. Athugum ad i (b)-1id pa er f(a3) ekki til,
b.e. f varpar ekki 6llum stokum formengisins og er pvi ekki vorpun.
I (c)-1id ba varpast eitt stak i formenginu, by, i tvé mismunandi stok
i bakmenginu, as og asz, og par getur f pvi heldur ekki verid vorpun.
I (a)-1id er f vel skilgreind vérpun sem er ekki einteek, bvi ay og as
varpast i sama stakid og { (d)-lid er han einnig vel skilgreind en ekki
ateek, par sem ekkert stak varpast 1 as.

. Hver eru formengi, bakmengi og myndmangi eftirfarandi falla?

(a) Fallid f i (a)-1i0 i sidasta deemi
(b) f:R—=R, f(x)=sin(x)
©) fRoZ flr)=2

Lausn:

(a) Vio hofum f: A — B svo ad A er formengid og B er bakmengio.
Myndmengid er mengi beirra staka b € B b.a. til sé stak a € A
sem uppfyllir b = f(a). Petta gildir fyrir 6ll stokin i B, par sem
by = f(a1) og by = f(az). Pvi er myndmengid {b;,b2} = B.

(b) Hoéfum formengi = bakmengi = R. Vid vitum einnig ad sinusfallid

tekur gildi & bilinu frd& —1 og upp i 1, svo ad myndmengid er
[—1,1].

(c) Hofum formengi R og bakmengi Z. Eina gildid sem fallid tekur er
talan 2 og pvi er myndmengio {2}.
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3. Segid til um hvort eftirfarandi foll séu eintaek, ateek, gagntaek eda ekkert

af pessu:

() f RoR,, f(z)=2’
(b) f:R—=R, f(z)=—-1lz
() f:R=R, f(z)=-4

d) f:Z—=R, f(zr)==x

(e) f:R—=R, f(z)=5z>+1
Lausn

(a)

Fallio er ateekt en ekki einteekt. Athugid ad hér er formengio R en
bakmengid R, . Fallid er ekki einteekt par sem f(—1) = (=1)? =
12 = f(1) svo ad fyrir tvo olik gildi i formenginu, 1 og —1 b4 er
fallgildio pad sama.

Til pess ad syna ad fallio sé atek purfum vid ad syna ad fyrir
sérhverja jakvaeda rauntolu, y sé til einhver rauntala, =, p.a. 2% =
y. Par sem y er alltaf jakveed, pa getum vid valid z := |/y.

Fallio er gagnteekt. Pad er einteckt pvi vid hofum:

—1lx; = —11z9 = 21 = 25.

bPad er atekt pvi ad ef vio hofum y € R pa getum vid valid x :

1
7Y °8 ba feest

1
flx)=—-1lx = —11- (—ﬁy> =y.

Fallio er hvorki einteckt né ateckt, par sem 0ll stokin 1 formenginu
taka sama fallgildid, —4, og myndmengid er {—4} # R (mynd-
mengid ekki pad sama og bakmengid).

Fallid er eintaekt en ekki atackt. Athugum ad hér er formengio 7Z,

og par sem fallid varpar 6llum stokunum { sig sjalf, pa4 er mynd-
mengio einnig 7Z # R.



(e) Fallid er gagnteekt. Hofum:
f(zy) = f(xs) = 5® +1 =523 + 1

= 53713 = 51’23
= .21313 = 1'23
= T = Ty

svo bad er eintaekt. Fyrir y € R veljum vid x := ¢/ yT_l € R. bPa
faest:
1 ’
f(z) =523 +1=5 (3 yT> +1

y—1
=5.=—+1
5 +

=y—1l+1=y

svo a0 fallid er ataekt.

Daemapasa 3

4. Finnio andhverfur eftirfarandi falla:

(a) f:R=>R, f(zr)=-1lz
x4+ 2
3

(c) [ R—=R, f(z)=>5r*+1

(b) f:R—=R, f(z)=

Lausn:

(a) Setjum y = f(z) og einangrum fyrir x. Faum:
11z = L
= — €T _—— =
Y 119

svoad [FTL:R—=R, f iy = —1—11y er andhverfa fallsins.



(b) Setjum y = f(z) og einangrum fyrir . Faum:

2
y:x;— =3y=x+2
=3y—2=x

svoad f1:R—R, fYy) =3y — 2 er andhverfa fallsins.
(c) Setjum y = f(x) og einangrum fyrir . Faum:
y=>5r+1=y—1=52"

y—1 3
= — =
5 x

sjy —1
5

svoad f[T1:R—-R, [y = ¢ % er andhverfa fallsins.

= X

Dasemapasa 4

5. Finnid skuropunkta eftirfarandi marglida vid z og y-as ef peir eru til:
(a) —22+9z+1
(b) —62% + 72 — 17.
(¢) a®™ 4+ 62™+9

Lausn: Vio finnum skurdpunkt vid y-a4s med pvi ad setja x = 0 inn {
margliduna, en skurdpunkta vid y-as med pvi ad setja margliduna = 0.

(a) Fyrir 2 = 0 faest —0> +9-0+ 1 = 1 svo ad skurdpunkturinn vid
y-as er 1.

Setjum —2? + 92 + 1 = 0. Rifjum upp formulu fyrir lausn &
annarstigs jofnu p.e. jafnan ax? + bz + ¢ = 0 hefur lausnir

—bE Vb —4-ac

2a




Vid byrjum pa ad reikna tt adgreininn:

D=V —4ac=9"—4-1-1=89—4=85.
Par sem adgreinirinn er > 0, b4 hefur jafnan —2z? + 92 +1 = 0
tveer rauntolulausnir, en peer eru pa

—9+4++85 9
2

r ===

—2

B

1
2
og
o T9TVES 1
=2 2
Fyrir = 0 feest —6-02+7-0— 17 = —17 svo ad skurdpunkturinn
vi0 y-és er —17.

2

_9,
2

Setjum —62% + 7z — 17 = 0 og notum sému adferd og 1 (a)-lid.
Vid byrjum pé ad reikna tt adgreininn: D = b? —4ac, og vid faum
—359. Par sem adgreinirinn er < 0, pa hefur jafnan —62% + 72 —
17 = 0 engar rauntolursetur.

Fyrir 2 = 0 feest 02 4+ 6 - 0" + 9 = 9 svo ad skurdpunkturinn vid
y-as er 9.

Setjum z*" + 62" +9 = 0. Vid gerum breytuskipti, p.e. latum
y = z". Athugum ad z*" = (2")? = y?. Jafnan okkar gefur
bvi: y?2 + 6y + 9 = 0. Vid hofum pa annars stigs jofnu sem vid
leysum eins og adur. Adgreinirinn verdur: D = b*>—4ac = 0 svo ad
eina lausnin okkar er y = ’76 = —3. Nu viljum vid leysa jofnuna
2™ = —3, en vid sjaum ad hin hefur ekki lausn ef n er slétt tala,

en lausnina r = {/—3 = — /3 ef n er oddatala.

Daemapasa 5

6. Stofnbrotslidid:

(a)
(b)

2 +1
x(x—1)
1
z?(z+1)



Lausn:

(a) Hofum:
20+ 1 . Al AQ

rz—1) = -1
par sem A;(z — 1) + As(x) =2z + 1, bee.

(A1+A2)$—A1:2$+1

svo ad med pvi ad bera saman studla faum vio:

—A1:1:>A1:—]_
A+ A =2=A—1=2

svo ad As = 3.
Vid hofum pvi fengio:

2z +1 1 3

z(x —1) r x—1

(b) Hofum:
1 A A, A,

+

2@+1) x| 2

r+1
bar sem Aj(x)(x + 1) + Ay(z + 1) + A3(2?) =1, bee.

(Al + A3)$2 + (Al + AQ).%' + AQ =
Med pvi ad bera saman studla faum vio:

Ay =1
A1+A2:O:>A1:—1
A1+A3:0:>A3:1.

Vid hofum pvi fengio:
1 1 1 1

22(x +1) x+x2+x+1'

1.
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7. Segid til um hvort eftirfarandi f6ll séu vaxandi, minnkanndi (og ba
stranglega eda ekki) eda hvorugt.

(a) f(z) =5z

(b) fla) = —5o+3
(c) f(z)=—2"

(d) f(z)=18
Lausn

(a)
(b)

()

Fallid er stranglega vaxandi pvi ef vid gefum okkur z;, x5 € R b.a.
r1 < x9 ba er bry < bxg, bee. f(z1) < f(xg).

Fallid er stranglega minnkandi pvi ef vid gefum okkur z1, x5 € R
b.a. x1 < x9 béa feest:
1 1

TG < Ty = —=T1 > —=T2
2 2

1 1
= ——21+3 > ——l'2+3,

2 2

b.e. f(l‘l) > f(l’g)

Fallio er hvorki vaxandi né minnkandi. Petta sést med pvi a0 taka
til deemis punktana —2, —1, 1 og 2 og bera saman fallgildin. Héfum
—2 < —1og f(-2) = —(-2)’ = ~4 < —1 = —(~1)* = f(-1),
b.e. f(=2) < f(—1). Hins vegar feest: 1 < 2 og f(1) = —12 =
—1>—-4=-22= f(2), be. f(1)> f(2). Vid héfum reyndar ad
fallid er vaxandi 4 neikveeda raunasnum en minnkandi & jakveeda
raunasnuim.

Fallid er baedi vaxandi og minnkandi, en ekki stranglega. Hofum
1 < 19 = f(x1) < f(72) 08 11 < w2 = f(x1) > f(w2) bvi a0
f(l'l) = f(ﬂ?g) = 18 fyrir 6ll 21,25 € R.



8. Segid til um hvort eftirfarandi {61l séu jafnstaed, oddstaed eda hvortugt.

(a) f(z) =5z

(b) fla) = —5o+3
(c) flz) =—a

(d) f(z) =18
Lausn

(a) Fallid er oddsteett pvi ad f(—x) = 5(—x) = —(bz) = —f(z).
(b) Hofum f(—z) = —3(—z) +3 = 32+ 3 sem er hvorki pad sama og
f(x) né —f(z) = 1z — 3 svo fallid er hvorki jafnsteett né oddstaett.

(c) Fallid er jafnsteett pvi ad f(—x) = —(—2)* = —2? = f(x).
(d) Fallio er jafnsteett pvi ad f(—xz) = 18 = f(x).
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9. Reiknio

(a) logy,(1000)
(b) logy(16)
(c) In(e)
Lausn:

(a) Vid hofum 10* = 1000 svo ad log,,(1000) = 3.
(b) Vid hofum 2* = 16 svo ad log,(16) = 4.

(¢) Munum ad grunntala In er e. Vid hofum e = e” svo ad In(e*) =z
(betta er einnig afleiding pess ad follin In(x) og e* eru andhverfur).

10. Einfaldio:

3 1
(a) cos(z + 30°), (hofum cos(30°) = —\é_ og sin(30°) = 5)
1
(b) sin(z + %ﬂ), (héfum cos(2E) = —5 08 Sin(%”) = \/73

)

3
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Lausn:
(a) Notum summureglu fyrir hornafdll:
cos(z + y) = cos(x) cos(y) — sin(x) sin(y).
Faum:
cos(x + 30°) = cos(x) cos(30°) — sin(z) sin(30°)
V3 1

=5 cos(x) — 5 sin(zx).

(b) Notum summureglu fyrir hornafoll:
sin(x + y) = sin(x) cos(y) + cos(x) sin(y).

Faum:

sin (x + 2%) = sin(z) cos (%T) + cos(z) sin (2%)

1
=-3 sin(x) + > cos(x).
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11. Latum f(z) = 3z? og g(x) = 2z + 4. Finnid (go f)(z) og (f o g)(z).

Lausn:
Finnum g o f:
(g0 f)(x) = g(f(x)) = g(32%)
=2(32%) + 4
= 62 + 4.

Finnum svo f o g 4 sama hatt:
(fog)(x) = flg(x)) = f(2z +4) = 3(2z + 4)°

= 3(42® + 16z + 16)
= 1227 + 48z + 48.



12. Latum f(z) := 23 og g(z) := 2z — 1. Hvad er f o g(—2)?
Lausn: Byrjum & pvi ad finna fallid f o g:
(fog)(z) = flg(x)) = f(2x — 1) = (22 — 1)".
Setjum nt —2 inn { pessa marglidu og faum:
(fog)(=2)=(2(-2)—1)°
= (=5)% = —125.
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