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1 Reikningur meo heilum tolum

1.1 Nattarulegu tolurnar

Tolurnar 1,2,3,4, ... kollum vid ndttirulegu tolurnar.

A nittirulegu tolunum héfum vid skilgreindar tveer adgerdir, samlagningu og margfoldun,
pannig ad sérhverju pari (a,b) af ndttirlegum télum a og b er uthlutad ndkvaemlega einni
nattirlegri tolu a + b sem nefnist summa a og b og annari télu ab sem nefnist margfeldi a
og b. Vi tdknum margfeldid einnig med a - b.

Dzemi 1.1.1. (a) Summa talnanna 3 og 4 er 7. Vi0 ritum pvi 3+4 =7
(b) Margfeldi talnanna 3 og 4 er 12 vid ritum pvi3-4 =12

1.2 RoOOun talna

A N hofum vid réoun pannig ad um sérhverjar tvar tolur a og b gildir eitt af prennu:
1. a er minni en b, taknad a < b
2. aerjotn b, tdknad a = b
3. aersterrien b, tdknad a > b

Flestir hafa g6da hugmynd um hvad pad pydir ad ein tala sé staerri en 6nnur. Vid latum po
formlega skilgreiningu fylgja med:

Skilgreining 1.2.1. Nittdrulega talan a er s6gd vera minni en b, ef til er néttirleg tala ¢
pannig ad a + ¢ = b. Natturulega talan a er s6g0 vera steerri en b, ef b er minni en a.

Um rodun néttdrlegra talna gilda tver mikilvegar reglur:

Efa<bpiera+c<b+c (rooun er obreytt vio samlagningu).
Efa < bpéaerac < bc (rooun er obreytt vio margfoldun).

Dzemi 1.2.1. Reglurnar um r6dun eru { raun sdraeinfaldar.

Vid vitum ad 4 < 7, fyrri reglan segir ad pess vegna megi alykta ad 4 4+ 100 < 7+ 100
eda einfaldlega 104 < 107.

Petta er audvitad augljéslega rétt og venjuleg manneskja @tti ekki ad purfa ad visa i reglu
til ad rokstydja pad ad 104 < 107. Pessi regla er pvi adalega notud i békstafareikningi
(algebru) en sjaldan notud { raunverulegum reikningi med tolur.

Seinni reglan er alveg jafn augljés. Vid vitum ad 4 < 7, par af leidandier 4-3 < 7-3 sem
er jafngilt 12 < 21 (sem vid audvitad vissum til ad byrja med).




1.3 Fradrattur

Eins og med rodun hafa flestir goda hugmynd um hvad fradréttur er. Sterdfredingar vilja
samt hafa formlega skilgreiningu 4 6llum hlutum og fyrir fradratt hljdomar hin svona:

Skilgreining 1.3.1. Ef a < b og a+ x = b, pa nefnist talan x mismunur b og a og vid
skrifum b — a = x. Ef hins vegar a > b og a = b+, pa nefnist talan y mismunur a og b
og vid skrifuma —b =y.

Athugum ad eins og er pa hofum vid ekki skilgreint neikvadar tolur. Vid getum pvi ekki
gefid adgerdinni a — b gildi ef b > a. Til demis er adgerdin 6 — 8 ennpd merkingarlaus.
(Pegar neikvedar tolur koma til sogunnar getum vid sagt a0 6 —8 = —2.)

1.4 Talnalinan

Til pess ad gera okkur mynd af nattirlegu t6lunum hugsum vid okkur ad per liggi jafnt
dreifdar 4 linu, sem vid nefnum talnalinu.

.

o 1 2 3 4 .. N

Vid veljum okkur vidmidunarpunkt 0 og mérkum hann 4 linuna. Sidan veljum vid eining-
arlengd 4 linunni og morkum punkt til haegri vid O { einingarfjarlegd og tdknum hann med
1. Sidan er haldid 4fram eins og myndin synir. P4 hofum vid ad a < b ef og adeins ef b er
hagra megin vid a 4 talnalinunni.

Nu er hegt ad lysa reikningsadgerdunum néttirulegra talna sem farslum 4 talnalinunni. Sa
adgerd ad leggja 1 vid tolu m sem 4 sér tilsvarandi punkt & talnalinunni jafngildir pvi ad
taka eitt skref til hagri eftir talnalinunni { punktinn sem svarar til m+ 1. Sé€ talan n 16g0 vid
m er pessi adgerd einfaldlega endurtekin n sinnum. Margféldun er skilgreind 4 sama hatt,
talan mn er skilgreind sem m +m+- ...+ m par sem lidirnir eru n talsins. Til mn svara pa n
stykki af ferslunni frd O { punktinn m.

1.5 Neikvaeoar tolur

Reikningur med natturlegar tolur er 6fullkominn medal annars vegna pess ad ekki er alltaf
hagt ad framkvema frddrdtt. Adgerdin a — b er adeins skilgreind ef a > b.

Til pess ad rdda bot 4 pessu er talnakerfid stekkad pannig ad bett er vid télunni 0, sem
nefnist nill og vid hofum tilkad sem upphafspunkt nattirlegu talnanna 4 talnalinunni, og
sidan er batt vid tolunum —1,—-2, -3, —4,.... Petta stekkada kerfi nefnist heilar tolur.
Tolurnar —1,—2,—3, —4, ... nefnast neikveou tolurnar

Vid gerum okkur einnig mynd af heilum t6lum med pvi ad marka pear 4 talnalinuna. Vid
morkum fyrst nattirulegu tolurnar (og nuall) 4 linuna eins og 40ur. Nast morkum vid nei-
kvadu tolurnar 4 linuna 4 sama mdta og néttirulegu tolurnar, en bara i 6fuga att.

! ! 1 1 1 1 >
T T T T T T >

4 -3 2 -1 0 1 2 3 4 .. 1z



1.6 Forgangsrooun adgeroa

Pegar reiknad er med tolur parf ad framkvama adgerdir 1 réttri r60. Allar reikniadgerdir
sem eru innan sviga skal framkvama fyrst. Svigann ma lita 4 sem sér reikningsdaemi ut
af fyrir sig. Nest skal framkvema margfoldunaradgerdir (og deilingu pegar hun verdur
skilgreind). Ad lokum maé leggja saman og draga fra.

Damil6.d. 1+2-3=1+6=7
(142)-3=3-3=9
(141)-54+3-(2—4))-2=(2-543-(=2))-2=(10—6)-2=4-2=38

1.7 Reiknireglur

Nokkrar reiknireglur gilda um tolur:

(a+b)+c=a+ (b+c) (tengiregla samlagningar),

(ab)c = a(bc) (tengiregla margféldunar),
a+b=b+a (vixlregla samlagningar),

ab =ba (vixlregla margfoldunar),
a(b+c)=ab+ac (dreifiregla),

la=a (1 er margfoldunarhlutleysa).
a+0=0 (0 er samlagningarhlutleysa),
0a=0 (margfoldun meod niilli gefur nill)

[ raun eru petta nokkrar af forsendum strdfredinnar. Med 6drum ordum pd er 6gjorn-
ingur ad sanna par. Med orlitilli athugun @tti hver og einn p6 ad geta sannfert sig um
sannleiksgildi peirra. Raunin er su ad ekki er hagt ad sanna neitt dn pess ad hafa eitthvad
i hondunum til ad byrja med. Einhverstadar parf sterdfredin ad byrja, og sterdfredingar
hafa dkvedid ad hun byrji m.a. med pessum reglum. (Ath. nutimasterdfredi hefur fleiri
forsendur sem ekki verda taldar upp hér.)

Daemi 1.7.1. Préfum reglu ntimer 5 4 listanum (dreifiregluna) fyrir tolurnar a = 3, b =
—9o0gc=5.

Vinstra megin jafnadarmerkisins stendur 3(—9+5) =3 (—4) = —12

Heegra megin jafnadarmerkisins stendur 3- (=9)4+3-5=—-27+15=—12

Vid sjaum pvi ad reglan stemmir.

1.8 Deiling heilla talna

Nu skal skilgreina deilingu 4 formlegan mata:



Skilgreining 1.8.1. Ef a og b eru gefnar heilar tolur, b # 0, og til er heil tala x pannig ad
a = bx, pa segjum vid ad b gangi upp i a eda ad a sé deilanleg med b. Ef slik tala x er til,

a nefnist hiin kvéti talnanna a og b og pa skrifum vid 9 _ xedaa/b=x. Si adgerd ad
b

finna pessa tolu x nefnist deiling.

[ vissum skilningi er deilingaradgerdin ,,6fug"midad vid margfoldunaradgerdina. P.e.a.s.
efa=bxpaera/b=ux.(b#0).

Athugum ad eins og er hdfum vid bara skilgreint heilar tolur. Brotid 7 verdur pvi merk-
ingarlaust nema ad dtkoman sé heiltala. Seinna munum vid skilgreina ra&dar tolur (almenn
brot) og pa getum vid unnid med hvada brot sem er.

Daemi 1.8.1. Til er heil tala x p.a. 3x = 12. Si tala er x = 4 og pvi skrifum vid % =4.
Ekki er til heil tala x p.a. 5x = 12, vid hofum ekki ennpd skilgreint redar tolur (6dru
nafni almenn brot) svo adgerdin 15—2 er merkingarlaus.

1.9 Deiling meo afgangi

EkKi er alltaf haegt ad deila heilli tolu a med heilli tolu b. 1 bili getum vid r4did bét 4 pessu
med pvi ad deila 1 stadinn med afgangi. Formleg skilgreining er:

Skilgreining 1.9.1. Litum a og b vera heiltolur. Adgerdin ad finna heilar télur x og y
pannig ad a = bx+y og 0 < y < b nefnist deiling med afgangi. Vid segjum pd ad b gangi
x sinnum upp { @ med afgangi y

Vid skulum gera tilraun til ad dtskyra adferd til ad deila med afgangi.

Deila skal tolunni b i toluna a meo afgangi

1. Finnum steerstu heiltoluna sem er minni en eda jofn a sem er pannig ao b gegnur upp
i henni. (Hvernig pao er gert er onnur saga, stundum er einfaldast bara ao profa sig
dfram.) Kollum pessa tolu n.

n
2. Setj = —
etjum x p
3. Setjumy=a—n
Nuna gildir jafnan a = bx +y og vid segjum ad b gangi x sinnum upp i a med afgang y

[ barnaskélum landsins er lika kennd adferd sem kallast langadeiling. Peirri adferd er frekar
erfitt ad lysa { texta og pvi verdur sleppt hér.
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Daemi 1.9.1. Deilid 7 upp i 1033 med afgangi, med pvi ad nota:
(a) Adferdina sem er lyst hér ad ofan.

(b) Longudeilingu.

Lausn:

(a)

1. Finnum sterstu tdluna sem er minni en eda jofn 1033 sem er pannig ad 7 gengur
upp 1 henni:
Préfum okkur dfram...
Préfum 7 - 100 = 700, sjdum ad 7 gengur uppi 700 en pessi tala er téluvert minni
en 1033
Profum 7-150 = 1050 svo 7 gengur uppi 1050 en bessi tala er sterri en 1033 vid
hofum pvi gengid adeins of langt, l&kkum okkur adeins.
Préfum 7 - 147 = 1029 svo 7 gengur upp i 1029, pessi tala er minni en 1033 og
na&sta tala sem er pannig ad 7 gengur upp i henni er 1029 +7 = 1036 sem er sterri
en 1033.
Vid sjaum pvi ad 1029 er stersta tala sem er minni en eda jofn 1033 sem er pannig
ad 7 gengur upp { henni. Pvi setjum vid n = 1029

102
2. Latum x = Tg = 147

3. Latum y = 1033 — 1029 =4

Nu sjaum vid ad 1033 = 7- 147 +4 og vid segjum ad 7 gangi 147 sinnum upp i 1033
med afgang 4.
(b)

BN

N

Petta gefur ad 7 gengur 147 sinnum upp i 1033 med afganginn 4.
Med 60rum ordum er 1033 =7-147 +4.

11




2  Frumtoélur (primtolur)

2.1 Frumtolur og frumpattun

Rifjum upp skilgreininguna 4 deilanleika:

Skilgreining 2.1.1. Nattdrleg tala a er s6gd vera deilanleg med nattirulegu tolunni b ef
til er nattiruleg tala x pannig ad a = bx.

Allar tolur a eru deilanlegar med einum og sjalfri sér, pvi ad a = 1 - a. Flestar tolur hafa
fleiri deila, t.d. er 12 deilanleg med premur og fjérum og 15 er deilanleg med premur og
fimm.

Sumar tolur eru hinsvegar adeins deilanlegar med einum og sjélfri sér. Slikar tolur eru
nefndar frumtolur (primtolur), ad einni undanskilinni. Talan 1 er ekki tekin med sem frum-
tala vegna teknilegra dstedna. Setjum skilgreininguna fram 4 formlegan hatt:

Skilgreining 2.1.2. Ef néttiruleg tala p > 2 er adeins deilanleg med einum og sjélfri sér
pa segjum vid ad p sé frumtala.

Nokkrar fyrstu frumtdlurnar eru:
2,3,5,7,11,13,17,19,23,29,....
Sérhverja néttdrlega tolu @ > 2 ma skrifa sem margfeldi frumtalna

a=pip2p3 - Pm

par sem sumar frumtdlur p; geta verid endurteknar. Sem deemi getum vid tekid
7=7, 24=2.2.2.3=2%.3, 250=2.5.-5-5=2.5.

Péttun 4 néttdrlegum tolum 1 frumtolur nefnist frumpdttun.

Engin skilvirk adferd hefur verid fundin til ad frumpétta stérar télur. I raun byggja flestar
adferdir einfaldlega a pvi ad préfa hvort hver frumtala gegnur upp { gefna tdlu. Algengustu
adferdinni verdur lyst hér:

Frumpadtta skal tolu n. Setjum ny = n og stingum ny inni eftirfarandi algrim:
Gdum hvort ad einhver frumtala minni en eda jofn \/n; gengur upp i n;.

o Ef slik frumtala finnst pd skirum vio hana p; og setjum n; 1| = % Sioan skooum vio
niy1 eins og vio skooudum n;.

o Efengin slik frumtala finnst pd er n; sjdlf frumtala. Pd endar algrimurinn. Vio setjum
pi = hj og frumpdttunner n=py-pa---p;

12



Daemi 2.1.1. a) Frumpattid toluna 273.

Lausn:

Latum n; = 273.

2 gengur ekki uppi 273 en 3 gerir pad (sest med préfun), setjum pvi p; = 3 og
ny =23 =91.

3 gengur ekki uppi 91, og 5 ekki heldur. 7 gengur hins vegar uppi 91. Vid setjum pvi
p2:70gn3:97—1:13

Nu er pekkt ad 13 er frumtala svo vid setjum p3 = 13 og algrimurinn endar
Frumpéttunin er pvi 273 =py-p2-p3=3-7-13

b) Frumpattid toluna 101.

Lausn:

Latum n; = 101

2 gengur ekki uppi 101, heldur ekki 3,5 og 7. Nu er v/101 ~ 10,05. Af pessu sést
ad engin frumtala minni en /101 gengur uppi 101. 101 er pvi sjalf frumtala, og
frumpattunin er pvi einfaldlega 101 = 101

3 Brotareikningur

3.1 R®oar tolur

Reikningur med heilar tolur er 6fullkominn, medal annars vegna pess ad ekki er alltaf hegt
ad framkvama deilingu 4n pess ad purfa ad gripa til deilingar med afgangi. Til pess ad bata
ur pvi er talnakerfio steekkad aftur med pvi ad innleida reedar tolur, en per samanstanda af

Ollum brotum d par sem p og ¢ eru heilar tolur og g # 0. Talan p nefnist teljari brotsins en

talan g nefnari pess.
Vid litum & heilu tolurnar sem hlutmengi { r&du tolunum med pvi ad skrifa n = ? fyrir

sérhverja heila tolu n.
Oft geta mismunandi brot tdknad sému toluna:

Setning 3.1.1 Tvo brot L og " t4kna somu rdu tluna paogpviadeinsad p-s=gq-r.
q ~s

Dzemi 3.1.1. Brotin 2 og & eru jofn pvi ad 21-2 =42 0g 6-7 = 42. Med 6drum ordum
er21-2=6-7. Pvi md skrifa 2 = &
Brotin 2 og 2 eru ekki jofn pvi ad 2-16 =32 en 37 = 21. A sterdfredimdli er pad

skrifad 2 # .

13



3.2 Fullstytt brot

t
Audvelt er ad sja ad ef a,b og ¢t eru heilar télur pa gildir % = g. Pegar pessi adgerd

er framkvemd segjum vid ad vid hofum szrytt brotio, ef vid framkvaemum pessa adgerd {
,yofuga att"segjum vid ad vid hofum lengt brotio.

Pad getur verid ruglingslegt ad hagt sé ad tdkna somu toluna med dendanlega moérgum
brotum. Pvi er g6dur sidur ad fullstytta alltaf brotin sin. Fullstytt brot § og 5 eru nefnilega
Jofn pa og pvi adeins ada =cog b =d.

Skilgreiningin a fullstyttu broti er svohljédandi:

Skilgreining 3.2.1. Brot g er sagt vera fullstytt ef ¢ > 0 og ef um allar heilar tolur r, s
pba.s>00g*t = g gildir ad s > ¢

Peim sem eru Gvanir sterdfredi geti fundist pessi skilgreining pung. Flestum n&gir p6 ad
muna adferd til ad fullstytta brot. Einni slikri adferd verdur lyst hér:

Fullstytta skal brot %\ Tekin veroa fjogur skref:

1. Ef n <0 skal margfalda bedi m og n med —1 og halda dfram { skref tvo. Efn >0
skal ekkert gera i pessu skrefi.

2. Frumpdtta skal bddar télurnar m og n. m=py-p2---piog n=qi-qa---q;. Pd er
m _ pi-p2pi
noqrqrq;’

3. Ef einhver frumtala finnst sem er bedi fyrir ofan og nedan strik md stytta hana {
burtu. Allar mogulegar frumtolur eru styttar i burtu.

4. Frumtolurnar sem standa eftir fyrir ofan og nedan strik eru margfaldadar aftur sam-
an og eftir stendur fullstytt brot § = !

n-

Daemi 3.2.1. Fullstyttum brotid S%
Lausn:
Hér munum vid ganga i gegnum skrefin sem er 1yst hér ad ofan.

1. 980 > 0 svo ekkert er gert i pessu skrefi.

2. Frumpattum tolurnar eins og lyst er { kaflanum 4 undan. 525 =3-5-5-7 0g 980 =

oz e, 525 _ 3.5:57
2-2-5-7-7 bvi ma skrifa 980 — 22577

3. Vid sjaum ad hagt er ad stytta it eina fimmu og eina sjou. Eftir stendur brotid 5>

227
sem hefur enga sameiginlega frumtdlu fyrir ofan og nedan strik.

4. 3-5=150g2-2-7=28. Fullstytta brotid okkar er pvi %

Sumum gati fundist vid vera ad eyda fullmiklu pudri { einfaldan hlut. Adferdinni er
skipt 1 fjogur skref til ad einfalda utskyringuna. S4 sem er ordinn vanur reikningi geti
einfaldlega skrifad:

525 3-5-5-7 3.5 15

980 2.2-5.7-7 2-2-7 28
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3.3 Reiknireglur

A redum t6lum m4 leggja saman, draga fra, margfalda og deila. Pessar adgerdir eru fram-

kvaemdar svona:
p r ps+qr p r ps—qr
+-= og - = .

q S qs q s qs
pr_pr . PlA_ps
qg s qs rls  qr

Allar venjulegar reiknireglur gilda 4fram um radar tolur.

Daemi 3.3.1. Reiknum dr brotinu

og fullstyttid pad sidan.
Lausn:

5/2 5/2 5/
Fullstyttum nd brotid:

(433 323 B3 (13/022)_wu_n2_ e
2 5/2 52 245 120

66  2:3.11 11 11
120 2.2.2.3.5 2.2.5 20

3.4 RoO0Oun raeora talna

A heilu tolunum hafa flestir mjog skyra hugmynd um hvad pad pydir ad ein tala sé steerri
en Onnur. Vid vitum til deemis ad 3468 er sterri en 2497 og vid skrifum 3468 > 2497. Petta
finnst flestum augljést og pvi eru utskyringar a pvi af hverju petta gildir oft floknar eda
vandredalegar.

A rdu tolunum eru hlutir ekki jafn einfaldir. Til demis pykir ekki augljést hvor af tlun-
um 51132 og 1205263 er sterri. S4 sem sér pad { hendi sér verdur ad teljast g(’)éur i reikningi. Ein
leidin veri einfaldlega ad sla badar tt‘)lurnar inn { vasareikni og sja ad 5 12 ~ 0,02539 og
% ~ 0,02542. Pa sést ad 1205263 > 512 pvi ad 0,02542 > 0,02539. Margir sterdofredingar
eru Ohrifnir af pessari adferd. Vid viljum geta reiknad hlutina 4 bladi 4n vasareiknis.

Ef tvo brot hafa sama nefnara er audvelt aé skera Ur um hvort peirra er sterra. Vid vitum
ad brotid £ er staerra en 4 og skrlfum D> 1 ef p > g. Petta getum vid sagt pvi ad brotin
hafa samelgmlegan nefnara s. T.d.er 5 staerra en 3 S pvi badi brotin hafa nefnarann 3

Pessa stadreynd getum vid nytt okkur pegar reynt er ad meta almennari gerdir af brotum.
Adferdinni verdur lyst hér:

a c
Bera skal saman brotin A 0g 7

1. Lengjum fyrra brotio meo tolunni d og pad seinna meo tolunni b

ad

a _ad bc
b bd

. c_be
I
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2. Nii hafa beeoi brotin sama nefnarann (sem er bd). Vio getum pvi sagt ad % > 2 ef

ad > bc en ef ad < bc segjum vio ao g < 2

Daemi 3.4.1. Hvort broti0 er sterra % eda %?
Lausn:
Lengjum fyrra brotid med 12 og pad seinna med 4

331236 5 5.4 20
47412 48 %% 127124 18

Nu hafa brotin sama nefnara, 36 > 20 vid segjum pvi ad % > %

3.5 Talnalinan

Til ad sja betur fyrir sér redu tolurnar er gagnlegt ad geta stadsett paer 4 talnalinunni. Vid
purfum ad rada peim pannig ad ; sé haeegra meginn vid 5 p.p.a.a. 7 sé steerri en 5.

Til ad sja fyrir sér hvar brotid § er 4 talanlinunni er best ad taka venjulegu talnalinuna fyrir
heilar tolur og skipta svo bilinu milli 0 og 1 { g jafn stor bil. Byrjum nu { nulli og faerum
okkur til haegri 4 talnalinunni um eitt slikt bil. Pennan punkt kollum vid é. Ef vid ferum

okkur aftur jafn langa vegalengd til hagri erum vid stadsett i punktinum %. betta gerum vid
aftur og aftur par til vid erum buin ad fera okkur p sinnum til hagri 4 talnalinunni. Petta
er punkturinn sem vid kollum 5.

A mynd m4 sj4 talnalinuna prisvar sinnum. Fyrst med heilu tlunum merktar inn. Sidan
brot med nefnara tvo og ad lokum brot med nefnara prja.

e e | 1 Z
l ] ] l l ] ] ] l l ] ] l l ] ] l »
T 1 1 T T 1 1 1 T T 1 1 T T 1 1 T g
8. 7_6_5_4_3_2_10 1 2 3 4 5 6 71 8 . ly
2 2 2 2 2 2 2 22 2 2 2 2 2 2 2 2 2
B T LI o B B B T S N -
—~=2 ., 2 53 2 ,7 72 1012 345 678 91011 12 1
~L230 280 634 2235553335333 333 3 30

Takid eftir ad brot sem tdkna somu tolu lenda alltaf 4 sama stad 4 talnalinunni, eins og buast
ma vid. Ef slikt myndi ekki gilda veerum vid a villigétum.

4 Veldareikningur

4.1 Veldi

Pad getur verid preytandi ad skrifa eitthvad eins og a-a-a-a-a aftur og aftur. Pvi inn-
leidum vid veldi og skrifum @’ { stadinn (af pvi ad a kom fimm sinnum fyrir). Formleg
skilgreiningin 4 heiltdluveldum er svona:
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Skilgreining 4.1.1. Ef a er tala pa setjum vid a® = 1

Ef n > 0 er heiltala setjum vid " = a-a"~!

Ef n <0 er heiltala setjum vid a" = a%n

Talan a 1 sterdtdkninu a” nefnist veldisstofn og talan n nefnist veldisvisir.

Demid4.1.1. (a) 4 =4-4.4=64

11
473 = =
®) 43 64

4.2 Reiknireglur

Vid hofum eftirtaldar reiknireglur fyrir veldi:

Daemi 4.2.1.

22.23.55 =20+3) .55 = 25.55 — (2.5)° = 10° = 100000.

4.3 Reetur

Ef g er jakvad heiltala og a er jakvad tala pa er til nakvamlega ein tala x > 0 pannig ad
x? = a. Pessi tala x nefnist g-ta rétin af a og er tdknud med /a. Um reetur gilda eftirtaldar
reglur:

Vab = y/a- b,

q

SR
5%
SR

&)
IS
<
I
—~
3
IS}
SN—
LS

&
Q
<
<
I
=
Q
S

s
Q
I
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Vid tdknum /a med /a og nefnum pessa sterd ferningsrot eda kvadratrot.

Ferningsrétin af a segir okkur hver kantlengdin er { ferningi med flatarmélid a. Talan +/a
er oft kollud teningsrot eda verpilrot. Teningsrétin af a segir okkur hver kantlengdin er {
reglulegum teningi med rimmal a. Ordid verpill er gamalt og fallegt ord fyrir tening.
Athugid ad returnar virda ekki samlagningu, p.e.a.s. almennt er /a +b # a + /b. Pad
er raunar mjog algengt ad folk geri pa villu { utreikningum ad setja jafnadarmerki a milli
pessara sterda.

Dami4.3.1. V16 =2pviad2* =16
V27 =3 pviad 33 =27
V64 = 8 pvi ad 8% = 64

4.4 Reeoar tolur i veldisvisi

Léatum nu r vera reda t6lu og skrifum hana sem brot af heilum t6lum r = p /g par sem g er
nattirleg tala. Sidan skilgreinum vid a 1 veldinu » med jofnunni

r

a =a v,

L
9 = \/aP.

Fjorda rétarreglan hér ad framan segir okkur ad skilgreiningin sé 6h4d pvi hvada brot vid
veljum sem framsetningunni 4 reedu tolunni r og pridja reglan segir ad a” = (¥/a)”. Med pvi
ad prjéna saman veldareglur og rétareglur er haegt ad syna fram 4 ad veldareglurnar gilda
einnig fyrir reda veldisvisa, en pa parf ad gera rad fyrir ad veldisstofninn a sé jakvedur
eda 0.

Dzemi 4.4.1. Latum a > 0. Einfaldid (a*™)*(a*%)".
Lausn:
Vid beitum veldareglunum og fdum:

(@) (@5 = aF D@D = VT 2 B o (g

Daemi 4.4.2. Latum a,b > 0. Einfaldid
6
Nz

Lausn:
Hér beitum vid reiknireglum fyrir raetur:

V@ V5 = V@V = vl = vavi = vab.
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S Mengi

5.1 Nokkur grunnhugtok um mengi

Mengi er safn adgreindra hluta eda hugtaka sem saman mynda eina heild. Hlutirnir eda
hugtokin sem mynda mengid nefnast stok pess. Ef x er stak { menginu A, pa skrifum vid
x € Aeda A > x. Ef x er ekki stak { menginu A pa skrifum vid x ¢ A eda A ¥ x.

Oft eru mengi sett fram sem upptalning 4 stokum. Til demis er

{1,2,3,...} mengi nattirlegra talna,

{2,4,6,8,10} mengid sem samanstendur af fimm fyrstu jakvadu sléttu télunum og
{2,3,5,7,11} mengid sem samanstendur af fimm fyrstu frumtélunum.

Tvo mengi A og B eru s6gd vera jofn, ef pau innihalda somu stok og vid skrifum pa A = B.
Tomamengio er mengi sem inniheldur ekkert stak. Pad er tdknad med &.

Mengid A er sagt vera hlutmengi { menginu B ef sérhvert stak { A er einnig stak { B. Vid
skrifum p4 A C B eda A C B. Athugid ad hlutmengjatdknin C og C pyda pad sama og eru
notud jofnum hondum { sterdfreditextum.

Dzemi 5.1.1. (a) Setjum A = {1,2,3.n},B={n,2,%,1} 0ogC = {1,%}.

Péd er A = B pvi ad 0ll stok 1 A eru lika i B og 6fugt. Punkturinn hér er sd ad pad skiptir
ekki mdli { hvada rod stokin { menginu eru talin.

Hér gildirlikaC CAogCCB

(b) Setjum A = {Klukka, hestur, raud Toyota} og B = {hestur, green Toyota, klukka}
Nu er A # B pvi ad Toyotan i A er raud, en st i B er gren.

5.2 Yroingar til a0 skilgreina mengi

Stundum getur verid gagnlegt ad skilgreina mengi med stokum sem 01l hafa einhverja
akvedna eiginleika. Vid purfum ad geta taknad petta mengi a einfaldan hétt en stundum eru
stokin 6endanlega morg og pvi dmogulegt ad beinlinis telja pau upp eins og { demunum ad
ofan. Vid leyfum okkur pvi ad skilgreina mengi med pvi ad skrifa svokalladar yrdingar um
x inni menngjasvigana og segja ad x sé stak { menginu ef og adeins ef allar yrdingarnar um
pad eru sannar.

Formlegri leid til ad segja sama hlutinn er:

Heegt er ad setja fram mengi med opinni yroingu p(x), pannig ad mengio samanstandi af
ollum stokum x pannig ad p(x) sé sonn yroing.

Petta verdur best skyrt med demum.

Daemi 5.2.1. (a) Latum A = {x er frumtala ;x hefur 3 { einingasatinu} Nd getum vid
sagt ad t.d. 3 € A, 13 € A 103 € A. Pvi allar pessar tolur eru frumtdlur med 3 1 ein-
ingarsetinu.

Reyndar er hegt ad syna ad A hefur 6endanlega morg stok.
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33 er ekki stak { A (ritad 33 & A) pvi ad 33 er ekki frumtala. 51 er heldur ekki stak { A pvi
ad hun hefur 1 { einingasatinu en ekki 3.

(b) Latum B = {x er bill ;x er Subaru ,x er hvitur}

Bill foreldra hofundar sidan 1 @sku er i pessu mengi pvi hann var hvitur Subaru (og sér
i lagi var hann bill). Billinn sem hofundur horfir 4 dtum gluggan pegar pessi setning er
skrifud er ekki { menginu pvi hann er grenn.

(c) Latum C = {x er heiltala ;x er slétt tala ,x er oddatala}.

Hér er C = @ pvi ad engin tala getur verid bxdi slétt tala og oddatala { einu.

Athugasemd:

1. Pegar mengi er skilgreint med yrdingum verdur ad passa ad par eigi vid. Til demis
er merkingalaust ad skrifa A = {x er heiltala ;x er hvit} pvi ad tolur hafa ekki liti.
Fullyrdingin 2 er hvit tala er hvorki sonn né 6sonn heldur er hiin merkingalaus.

2. Hefd er fyrir pvi ad lata fyrstu yrdinguna fjalla um hvernig hluti er verid ad vinna
med. [ (c)-1id er byrjad 4 pvi ad taka fram ad x sé heiltala. Ef pad veri ekki tekid
fram veri n®sta yrding, x er slétt tala, illa skilgreind midad vid athugasemdina a
undan.

5.3 Pekkt mengi

Ymis mengi eru tdknud med dkvednum békstéfum og dkvednu letri, t.d. talnakerfin. Pau
sem vid hofum pegar fjallad um eru:

N mengi nattirlegra talna.
Z: megni heilla talna.
Q mengi redra talna.

Onnur mengi sem fjallad verdur um seinna eru:

R mengi rauntalna.

C megni tvinntalna.

Um talnakerfin gildir:
NCZcQcRcC

Vid skilgreinum lika fleiri mengi:
Zy ={xe€Z;x>0} Qs ={xeQ;x>0} Ry ={xeR;x>0}

0g
Z_={xe€Z;x<0} Q- ={xeQ;x<0} R_ ={xeR;x<0}.
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54 Adgerodir A mengjum

Ef A og B eru mengi pd tdknum vid mengi allra staka sem eru annadhvort { A eda { B med
AU B. Petta mengi kollum vid sammengi A og B.
Formlega skilgreiningin er:

AUB={x;x€ Aedaxc B},

Mengi allra staka sem eru b&di { A og B er tdknad med AN B. Petta mengi er kallad
Sniomengi A og B.
Formlega skilgreiningin er:

ANB={x;x€Aogxe€ B}

Mengi allra staka sem eru 1 A en ekki 1 B er kallad mismunur (eda mengjamismunur) A og
B. Hann er tdknadur med A \ B
Formlega skilgreiningin er:

A\B={x;x€ Aogx ¢ B}.

Munid ad samtengingin ,,eda* er hér notud eins og alltaf { sterdfredi { merkingunni ,,og/eda“.

AUB ANB A\B

Daemi 54.1. Latum A = {x € Njxerslétttala},B = {x € N;xeroddatala} og
C=1{2,3,5,6,8}

Hér er AUB = N pvi ad allar nattdrulegar tolur eru annad hvort sléttar tSlur eda
oddatolur.

ANB = pvi ad engin tala er bedi slétt tala og oddatala.

A\ B = A pvi ad ekkert stak { A er lika { B og pvi er ekkert dregid fra.

ANC={2,6,8}
C\B={2,6,8}
Athugasemd:

Takid eftir ad { formlegu skilgreiningunum 4 AUB, AN B og A\ B er nostast vid yrdingar.
Fyrsta yrdingin { 6llum skilgreiningunum er eins, hin segir ekkert nema ,,x". Pad er til ad
virda hefdina sem sagt er fra i athugasemd 2 ad ofan. Fyrst parf ad taka fram hvernig stok
mengid getur innihaldid. Mengid sem verid er ad skilgreina getur innihaldid hvers skonar
stok sem er (vid vitum ekki fyrirfram hvers skonar stok eru { A og B) og { stadin fyrir ad
skrifa ,,x ma vera hvad sem er"ritum vid einfaldlega ,,x".
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5.5 Faldmengi

Faldmengi eda margfeldismengi A X B tveggja mengja A og B er skilgreint sem mengi allra
para (a,b) af stokum p.a. a € A og b € B, med yrdingum er petta skrifad:

AxB={(a,b);ac Aogbc B}.

A X Ber skyggt.

Demi 5.5.1. Litum A = {2,3,6}
5
(2,~) erstak { N x Q. Pad er ritad (2, 4_1) eNxQ

\S)

NV N RV IRV IV}
N— N— N—

2
er lika stak i Q x Q pviad 2 = 7er i bAdum mengjunum N og

Y

er lika stak { menginu A x Q

Y

~—~~ o~~~
[\C TN \S)

5
er ekki stak { menginu N x N pvi{ 1 erekkii N

5.6 Fyllimengi

Pegar verid er ad fjalla um hlutmengi A { dkvednu mengi X, pa er mengid X \ A oft nefnt
fyllimengi hlutmengisins A, pad er einnig tdknad A eda CA. Takid eftir ad { framsetning-
unni A° kemur X ekki fram, p6 ad pad skipti 1 raun hofudmali. Mengiod X er kallad almengi
og inniheldur alla hlutina sem verid er ad vinna med. Oftast er 1jést af samhenginu hvad
petta almengi er.

Ef mengi er skilgreint med yrdingum er pumalputtaregla sem segir ad almengid sé dkvard-
ad af fyrstu yrdingunni. Skv. fyrri athugasemdum er pad einmitt yrdingin sem dkvardar
hvers konar hluti unnid er med.

Daemi 5.6.1. (a) Setjum A = {x € N;x er deilanleg med 5}.

Hér ma draga b4 dlyktun ad almengid sé N

Pvier A° = {x € N;x er ekki deilanleg med 5}

(b) Setjum B = {x er ord ;x er nafnord ,x byrjar 4 bokstafnum n}

Hér ma draga b4 dlyktun ad almengid sé mengi allra orda.

Pvier B¢ = {x er ord ;x er ekki nafnord eda x byrjar 4 6drum bokstaf en n}
Onnur leid til ad skrifa B¢ er:

B¢ = {x er ord ;x er ekki nafnord } U {x er ord ;x byrjar ekki 4 bokstafnum n}
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5.7 Meira um adgerdir 4 mengjum

Audvelt er ad sannfera sig um eftirfarandi reiknireglur 4 mengjum:

(AUB)UC =AU (BUC)
(ANB)NC=AN(BNC)

Pessi regla segir ad pad skipti ekki mali { hvada r6d madur tekur sammengi og snidmengi.
Pvi ma skrifa AUBUC eda ANBNC og sleppa 6llum svigum. Sérstaklega skal taka fram
ad almennt gildir:

(AUB)NC #AU(BNC)
(ANB)UC #AN(BUC)

Pad er ad segja pad skiptir hofudmali hvada adgerd er gerd fyrst. Pegar sam- og snidmengj-
um er blandad saman parf pvi alltaf ad nota sviga. Pad ad skrifa AUBNC eda ANBUC er
algjorlega merkingarlaust.

Daemi 5.7.1. Gefin séu mengin A := {1,2,3,4,5}, B := {2,4,6,8,10} og C :=
{6,7,8,9,101.

a) Finnid (AUB)NC.

Lausn: Byrjum & ad finna AU B. Pad er mengi allra staka sem eru stok { 60ru hvoru
mengjanna A, B,p.e. AUB={1,2,3,4,5,6,8,10}.

(AUB)NC inniheldur sidan ndkvamlega pau stok sem eru badi { AUB og C. (AUB)N
C ={6,8,10}.

b) Finnid AU(BNC).

Lausn: Nier BNC = {6,8,10} og pier AU(BNC) ={1,2,3,4,5,6,8,10}. Tokum
eftir ad (AUB)NC # (AUB)NC. Pad er s.s. ekki sama { hvada r60 adgerdirnar eru
framkvemdar ef b&di eru tekin sammengi og snidmengi.

¢) Finnid (ANB)NC.

Lausn: Nier ANB={2,4} ogpder (ANB)NC ={2,4}NC =0.

5.8 Enn meira um adgerdir 4 mengjum

Vid skilgreinum lika sam- og snidmengi af fleiri en tveimur mengjum. Ef n € N og
A1,Az,...,A, eru mengi pa skilgreinum vid sammengi og snidmengi peirra med

n
J Ai = {x; x € A; fyrireitthvert i = 1,...,n}
i=1
n
() Ai = {x;x € A; fyrir séthvert i = 1,...,n}.
i=1

[ raun er U A; bara 6nnur leid til ad skrifa Ay UAy UA3U...UA,
og N, A; er bara 6nnur leid til ad skrifa A NA> NA3N...NA,.

Stundum kemur fyrir ad sterdfredingar vilja taka sammengi af éendanlega morgum mengj-
um. Pad getur ordid ruglingslegt ad ttskyra hvernig pad er taknad i prenti en hér verdur
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gerd heidarleg tilraun til ad gera einmitt pad:

Segjum ad vid hofum eitthvad safn af mengjum (eda mengi af mengjum) pannig ad buid
sé ad merkja 6ll mengin med einhverjum visi (enska: index) dr einhverju visismengi /.
b.e.a.s. 0ll mengin { safninu mé tdkna med A; med i € . P4 er sammengi allra pessara
mengja tdknad med | J;cs A;.

Med yrdingum er petta skilgreint:

JAi = {x;x € A; fyrir eitthvad i € I}
iel
Eins eru snidmengin skilgreind:
(Ai = {x;x € A; fyrir 61l i € I}
iel

Tokum nokkur demi um petta.

Daemi 5.8.1. (a) Latum P tdkna mengi allra frumtalna.
Fyrir sérhvert p € I skulum vid ldta A, vera mengi allra nattirulegra talna sem p gengur
uppi. Med yrdingum skrifum vid:

A, = {n € N; p gengur uppi n}

Hér er visismengid P og

U AP:N\{l}

peP

Pad er af pvi ad sérhver tala { N sem er sterri en 1 er deilanlegri med einhverri frumtélu,
og er pvi i einhverju af mengjunum A,,.

(b) Fyrir sérhvert n € Z skulum vid lata B, vera mengi allra almennra brota sem hafa n
sem teljara pegar pau eru fullstytt. Med yrdingum skilgreinum vid petta mengi:

B,={reQ; Efr= g og g er fullstytt brot pd er a = n}

Hér er Z visismengid og:

UBn:@

nez

Af pvi ad sérhvert almennt brot er i einhverju af mengjunum A,,.

(c) Latum T vera mengid sem hefur sem stok 6ll tré { heiminum. Ef # € T er eitthvad tré
latum vid mengid L, vera mengi allra laufblada 4 trénu 7. Med yrdingum skrifum vid:

L; = {l er laufblad; / er 4 trénu ¢ }
Hér er T visismengid og

|J L: = {l er laufblad; [ er 4 einhverju tréi }
teT
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5.9 Nokkur dsemi

Dzemi 5.9.1. Litum A C X og B C Y. Tdknid fyllimengi AX Bi X x Y.
Lausn:
Fyllimengid samastendur af 6llum tvenndum (a,b) par sem annadhvorta ¢ A eda b ¢ B
eda bxdi, p.e.
(AXB)“=(A°xB)U(AXB)U(A° x B).

Einnig ma tdkna fyllimegnid 4 fleiri vegu, t.d. med (A X B)° = (A° xY) U (X x B°).

Daemi 5.9.2. Téknid A \ B med pvi ad nota snidmengi og fyllimengi.

Lausn:

Oll stok A eru annadhvort i B eda B¢. Pau stok sem eru { A en ekki B eru pvi b&di { A
og B¢, pannig ad A\ B=ANBC.

Daemi 5.9.3. Latum py, py,..., p, vera néttirlegar tolur. Tdknum med p;Z mengi peirra
heiltalna sem p; gengur upp { par sem 1 < i < n. Taknid mengi beirra talna sem eru
deilanlegar med 6llum télunum p1, p2, ..., pp.

Lausn:
Mengi peirra talna sem eru deilanlegar med 6llum tolunum py, ..., p, er snidmengi talna
sem eru deilanlegar med py, p2,...pn. Pe.

n
ﬂ piZ.
i=1

6 Talnakerfin

6.1 Talnakerfin

Nu pegar hofum vid kynnt nokkur talankerfi til sgunnar. Vid skulum rifja pau upp:

1. Fyrst var mengi ndttiirulegra talan kynnt til sogunnuar. Pad er mengio {1,2,3.4...}
og vid tdknum pad med stafnum N. A pessu mengi er haegt ad leggja saman, og
margfalda. Vid reddum um frumpéttun 4 pessu mengi, og einnig hvernig deila skal
med afgangi.

2. A nittdrulegu tolunum er ekki alltaf haegt ad framkvama adgerdina fradratt. Pess
vegna battum vid neikvadu heilu tolunum { talnakerfid okkar 4samt t6lunni 0. Petta
talnakerfi kollum vid heilu tolurnar og tiknum med stafnum Z. A pvi ma gera sému
hluti og & N og par ad auki er hegt ad draga fra.

3. Heilu tolurnar eru 6fullkomnar { peim skilningi ad ekki er hegt ad framkvama raun-
verulega deilingu 4 peim. Pess vegna voru re@du télurnar bunar til. Per eru tdknadar
med Q.

A rzdu tolunum er hagt ad leggja saman, draga frd, margfalda og deila. Frumpattun
verdur hins vegar merkingarlaust hugtak & pessu mengi.
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6.2 Rotin af tveimur

[ fornsld héldu menn lengi ad allar télur vaeru redar tolur. Forn-grikkir tilkudu nzr alla
steer0fredina sina 4 ramfraedilegan mata og peir héldu ad lengdina a sérhverju linustriki
veri haegt ad tdkna sem brot heilla talna, a/b.

Fraeg pjodsaga segir ad dag nokkurn { forn-Grikklandi hafi madur ad nafni Hippasus fundid
t6lu sem er ekki haegt ad tdkna sem almennt brot. Hann hafdi nefnilega fundid tSluna v/2
og fullyrti ad ekki vaeru til heiltdlur a og b pannig ad /2 = a/b.

Honum var drekkt fyrir ad 1ata sér detta slika frasinnu 1 hug.

Toluna /2 m4 tilka rimfredilega sem lengd lang-

hlidar i rétthyrndum prihyrningi med skammbhlidar 1 1

af lengd 1. Ef prihyrningurinn hefur skammhlidar

a=1o0gb=1oglanghlid c segir regla Pypagérasar ' "
okkur nefnilega ad ¢ = V12 + 12 = /2 0 1 V2 2

Pad kemur 1 1j6s ad Hippasus hafdi rétt fyrir sér. Pad
eru ekki til heiltslur a og b pannig ad v/2 = a/b. Sonnunin 4 pvi er frekar einfold og hiin
verdur latin fylgja med fyrir dhugasama lesendur:

betta verour sannad meod motsogn.

Gerum rdd fyrir ad til séu heilar télur a og b pannig ad \/2 = g.
Fullstyttum nii brotio, p.e.a.s. skrifum g = 2 par sem 2 er fullstytt brot.
bar sem 2 er fullstytt getur frumtalan 2 i mesta lagi gengio uppi aora af tolunum c og d
pvi ef hiin gengi upp i pcer bdoar pd veeri brotio 2 ekki fullstytt.

Nui feest
V2 = 2 sem jafngildir dvV2 =c
Ef steedournar beggja vegna jafnadarmerkisins eru settar i annad veldi feest:
2d° = ¢?

Nii sést ad frumtalan 2 gengur uppi toluna c*. Pvi hiytur 2 lika ad ganga upp i téluna c
svo til er heiltala ¢’ pannig ad ¢ = 2¢'.
en pd er

2d* = * = (2c)* = 4(¢)? sem jafngildir d*>=2(c)?

Vid sjdum pvi ad frumtalan 2 gengur uppi téluna d* og par af leidandi upp 1 téluna d.
betta er motsogn af pvi ad vio hofum ni pegar synt ad 2 gengur uppi c en 2 getur ekki

gengio uppi beedi c og d pvi ao 2 var fullstytt brot.
Upphaflega forsendan okkar hlytur pvi ad vera rong!
Vio komumst ad peirri niourstoou ad ekki eru til heilar télur a og b pannig ad /2 = a/b.
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6.3 Rauntolurnar

Af kaflannum 4 undan sést ad mengi r@du talnanna QQ er ekki alveg fullkomid. Pad er eins
og pad vanti tolur inn 4 milli. Mengi r&dra talna er pvi stekkad svo ad ,,engar tolur vanti”.
Petta stekkada mengi kollum vid Rauntolur og taknum med stafnum R.

Tolurnar sem ekki er hagt ad skrifa sem brot heilla talna kollum vid dredar tolur. Vid
pekkjum margar éredar tolur, t.d. er talan ,/p 6red fyrir allar frumtdlur p. Talan 7 er
lika 6raed. Ekkert tdkn er notad fyrir éraedar tolur, heldur tdknum vid pad einfaldlega med
mengjamismuninum R \ Q

A vissan hétt m4 faera rok fyrir pvi ad 6radu tolurnar séu miklu fleiri en raedu tolurnar. Sa
rokstudningur verdur hins vegar ad bida betri tima.

A mynd m4 sja ymsar tolur stadsettar 4 talnalinunni:

W[oo =+

-4 -3 —2_%—1 0 % 1\/52 83x 4 ... R

Athugasemd:
Hér var mengi rauntalna ekki skilgreint formlega. Su skilgreining er allt of flokin til ad
setja fram hér.

6.4 Reiknireglur

A mengi rauntalna m4 leggja saman, draga frd, margfalda og deila. Somu reiknireglur gilda
4 rauntolunum og 4 hinum talnakerfunum, vid skulum rifja par upp:

(a+b)+c=a+(b+c) (tengiregla samlagningar),

(ab)c = a(bc) (tengiregla margféldunar),
a+b=b+a (vixlregla samlagningar),

ab = ba (vixlregla margfoldunar),
a(b+c)=ab+ac (dreifiregla),

a+0=a (0 er samlagningarhlutleysa),
la=a (1 er margfoldunarhlutleysa).
0a=0 (margfoldun meod niillu gefur nill).

A mengi rauntalna er lika r6dun. Um pessa rédun gilda nokkrar reglur sem audvelt er ad
sanna:

efa<bogb<c,pdera<c (rooun er gegnvirk),

efa<bpiera+c<b+c (rooun er obreytt vio samlagningu),

efa<bogc>0,paderac < bc (réoun er obreytt vio margfoldun
meo jdakveeori tolu),

efa<bogc<O0,paderbc <ac (réoun snystvio pegar margfaldao er
meo neikvaori tolu).

6.5 Oendanleiki

Oll pau talnakerfi sem vid hofum raett hér, nittirlegu télurnar, heilu tolurnar, redu tolurnar
og rauntSlurnar, eru dendanleg og dtakmérkud, ymist { eina eda tver attir. 1 efri 4ttina
pydir pad ad fyrir hverja tolu a { einhverju pessara mengja ma finna adra tolu b { sama
mengi pannig ad a < b. Pegar vid viljum hagnyta okkur pennan eiginleika purfum vid pvi
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ad taka { notkun nytt tdkn o, sem vid kollum éendanleikatakn. Vid getum hugsad okkur ad
pad batist vid rauntdlurnar pannig ad o > a fyrir 6ll @ { R (og par med 6ll a { N, Z og Q
vegna pess ad vid litum 4 pau sem hlutmengi { R). A sama hétt og neikvadu tolurnar eru
fengnar frd hinum jakvaedu hofum vid —oo pannig ad —o < a fyrir 6ll a { R.

Hafa ber 1 huga ad  og — eru ekki tolur og ekki er rétt ad nota par sem slikar. Vid getum
ekki an frekari umhugsunar notad pessi takn { utreikningum po freistingin geti verid mikil.
Sem demi um 6vaenta hegdun pessara tdkna parf —oo alls ekki ad vera samlagningarand-
hverfa «, p.e. jafnan —o 4 o0 = 0 parf ekki ad gilda.

6.6 Bil i rauntolunum

Latum 7 vera hlutmengi { R. Vid kollum hlutmengid 7 bil ef
»engin got eru 1 7. Med 6drum ordum, vid segjum ad mengid
o I sé bil ef ad vid getum tdknad ped 4 talanlinunni med breidu
a b linustriki med engum gétum. A hvorn endapunkt striksins setj-
Ja,b] um vid annad hvort fylltan hring eda tdman, eftir pvi hvort sa
endapunktur sé med { bilinu eda ekki. Ef punkturinn 4 ad vera
med setjum vid fylltan hring, annars téman.
Formlega skilgreiningin & bili er svohljédandi:

Skilgreining 6.6.1. Hlutmengi / { R kallast bil ef ad fyrir sérvert a,b € I og c € R p.a.
a<c<bpagidircel

Til a0 tdkna bil { prenti parf ad nota tveer tdlur og hornklofana | og |. Hér verda nokkur bil
utskyrd 1 toludu mali:

Bilid [a, b] er mengi allra rauntalna sem eru 4 milli a og b, medtaldar eru tolurnar a og b.
Bilid |a, b| er mengi allra rauntalna sem eru 4 milli @ og b en hér eru a og b frataldar.

Bilid ]a, o[ er mengi allra talna sem eru steerri en a, hér er a ekki tekid med.

Sidan er hagt ad snia hornklofunum 4 allskonar vegu til ad {4 allskyns bil.

Hér er temandi listi yfir allar gerdir af bilum skilgreind med yrdingum:

Ef a,b € R og a < b, pé skilgreinum vid:

la,p|={xeR;a<x<b} (opid bil),
[a,b] ={xeR;a<x<b} (lokao bil),
[a,b|[={xeR;a<x<b} (hdlf-opio bil),
la,b) ={x€R;a<x<b} (hdlf-opio bil),
| —wal={xeR;x < a} (opin hdlflina),

|—w,al={xeR;x<a} (lokud hdlflina),
la,o[={xeR;x>a} (opin hdlflina),
[a,0[={x€R;x>a} (lokuo hdlflina),

| —o0,0[=R (0ll rauntalnalinan),
la,a] = {a} (eins punkts bil).

28



6.7 Efri og nedri mork

Einn af grundvallareiginleikum rauntalna er setningin um efra og nedra mark.

Talan S er kollud efra mark mengisins A utaf eiginleika hennar, { tdludu mali er hin minnsta

talan sem er starri en eda jofn sérhverju staki { A.
Eins er tala s { steersta talan sem er minna en eda jofn sérhverju staki i A.

Par sem rauntdlurnar voru ekki skilgreindar formlega er 6mogulegt ad sanna pessa reglu
hér. P6 er hagt ad segja ad 1 vissum skilningi pa var skilgreiningin 4 rauntdlunum valin

pannig ad haegt veri ad sanna pessa reglu.

6.8 Nokkur demi

Skerid ur um hvort eftirfarandi tolur eru reedar eda draedar:
@a+x

(b) ax

(©) V/x

Lausn:

vid pvi alltaf skrifa p/q i stadin fyrir a

(@

Gerum 40 fyrir ad p/q -+ x sé red tala og synum ad pad leidi til métsagnar.
Par sem p/q+ x er r&d pé eru til heilar télur r og s p.a.

P +x= d sem jafngildir x=l_P_T7

q S S q Sq

Daemi 6.8.1. Gerum rad fyrir ad a sé r@0 tala n sé nattdruleg tala og ad x > 0 sé orad.

Par sem a er r&d ma skrifa a = p/q par sem p og ¢ eru heilar tolur. T lausninni munum
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En pad er métsogn pvi ad gr — sp og sq eru heilar tolur, og parsem x er 6red 4 ekki ad
vera hagt ad skrifa x sem brot af heilum t6lum. Pvi hlytur upphaflega forsendan okkar
ad vera rong og pvi hlytur p/qg + x ad vera ored tala.

(b)

Gerum 40 fyrir ad gx sé red tala.

P4 eru til heilar tolur r og s p.a.

B r/s _rq
r/a ps

QS

x=" sem jafngildir X
s

En pad er motsdgn pvi ad x er ored. Pvi er gx ored tala.

(©)
Gerum rad fyrir ad /x sé red.
P4 eru til heilar tolur r og s p.a.

Vx = d sem jafngildir  x= (C)” =—
s s s"

sem er métsogn pvi x er 6red. Pvi er {/x 6red tala.

Daemi 6.8.2. Litum R, = {r € R;r > 0}. Fyrir sérhvert r € R, pd skilgreinum vid
mengid A, = [—r,r].
Lysid menginu
A
reRy

A einfaldan hatt.
Lausn:
Tokum eftir ad fyrir allar jakvaedar tolur r pd er O € [—r,r]. Med 6drum ordum pa er
0 €A, fyrir6ll r e Ry.. Enpd er 0 € N,cr, A, skv. skilgreiningu.
Gerum nu 140 fyrir a0 x sé einhver tala sem er sterri en 0. P4 er [j6st ad x & [—x/2,x/2].
Med 60rum ordum er x & A, ;. Sér i lagi er x ekki { 6llum mengjunum A,, r € R .En pé
erx ¢ ﬂr€R+ A
A svipadan hatt sést ad ef x < 0 pd er x & Nrer, Ar-
Vid hofum pvi sé€d ad O er eina talan sem er { menginu ,cr, A,
Vid getum pvi skrifad

ﬂ A= {0}

FER+

Daemi 6.8.3. (a)

Finnid efra mark mengisins

A = {x € R; x er sterra en nill og x> < 2}.
(b)

Finnid efra mark mengisins

B = {x € R; xer sterra en nill og < 2}.
Lausn:
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(@)

Med orlitlu innszi er audvelt ad giska 4 ad S = /2 gti verid efra markid. Vid skulum
syna ad svo er. Til ad gera pad purfum vid ad syna ad v/2 uppfylli bada eiginleikana {
skilgreiningunni.

1. Latum a € A. P4 er a®> < 2 skv. skilgreiningunni 4 menginu A. En pa er likaa < /2
svo ad fyrra skilyrdid er uppfyllt.

2. Gerum rad fyrir ad L sé eitthvad annad stak sem ad er pannig ad L > a fyrir 6ll
acA.
Vid vitum ad talan /2 er { A pvi ad (v/2)? = 2 < 2 svo ad sér { lagi gildir L > /2.
Seinna skilyrdid er pess vegna einnig uppfyllt.

Vid sjaum ni ad v/2 er efra mark 4 A og vid skrifum pess vegna
SUpA = V2

(b)
Vid byrjum 4 svipadan hatt og 1 (a)-1i0. Vid giskum meira segja 4 somu toluna. Seinni
lidurinn verdur adeins pyngri.

1. Latum a € A. P4 er a® < 2 skv. skilgreiningunni 4 menginu A. En pa er likaa < /2
pad hefur sér 1 lagi 1 for med sér a < v/2 svo ad fyrra skilyrdid er uppfyllt.

2. Latum nu L vera adra tolu sem er pannig ad L > a fyrir 61l a € A. Vid viljum syna
ad L > /2.
Gerum r4d fyrir ad L < v/2 og synum ad pad leidi til métsagnar.
Par sem L < /2 pd er til tala u sem er pannig ad L < u < /2.
Paeru? < (v/2)>=2svoad u € A.
Fyrst ad u € A pa er L > u. En pad er métsogn pvi ad u var valid minna en L.
Forsendan L < +/2 hlytur pvi ad vera rong og vid komumst ad peirri nidurstédu ad

L>2.

Vid sjaum ni ad v/2 er efra mark 4 B og vid skrifum pess vegna

supB = V2

7 Staeour

7.1 Summu- og margfeldistaknio

Stundum kemur fyrir ad sterdfredingar vilja leggja saman marga lidi.

Til demis L1 .
14+2+3+4+...+100 0 — -4+ +=
+243+44...+ eda 4+ 5 + 5 +...+ 7

[ badum pessum deemum ztti ad vera augljést hvad summan pydir p6 ad svona pripunktur
sé ekki alvoru sterdfreditakn.

[ fyrra dzeminu er verid ad leggja saman allar tolur fra einum uppi hundrad og i seinna
deminu er verid ad leggja saman einn & moéti sérhverri tolu fra fjérum uppi attatiu-og-sjo.

Stundum vinnum vid samt med fléknari gerdir af summum og pd dugar svona tdknmal
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skammt.
Pess vegna innleidum vid summutaknid >

Segjum ad vid viljum leggja saman allar tolur af gerdinni n(n+ 1) par sem n gengur fra
einum uppi hundrad. Einhverjum gati dottid { hug ad skrifa

1-(14+1)42-241)+3-3+1)+4-(4+1)+...+100- (100+1) =2+6+12+20+...+ 10100

en petta pykir ekki snyrtileg leid ad tdkna summu. Pess vegna skrifum vid frekar

100

> n(n+1)

n=1
Fyrir nedan summutaknid stendur n = 1 sem merkir ad breytisterdin sem vid vinnum { er
n og ad vid byrjum { einum. Fyrir ofan summutéknid stendur hundrad sem pydir ad vid
endum summuna pegar n = 100. Hegra megin vid summutdknid stendur sidan formilan
fyrir sérhvern lid { summunni.
Summurnar sem teknar voru fram i byrjun kaflans yrdu tdknadar med

100

> on=1+2+3+..4100
n=1
0g
827:1
n:4n

Stundum lendum vid { sému vandredum med 16ng margfeldi. Pess vegna innleidum vid
margfeldistdknid [] sem er notad 4 sama hatt og summutaknid en bara fyrir margfeldi.
Pannig er

100 87
1 111 1
Hn:1.2.3.4...1()() H_:_ ....... e

n=1 n=4
0og

100
[[n(n+1)=1(1+1)-22+1)-3(3+1)---100(100+ 1) =2-6-12---10100
n=1

Daemi 7.1.1. (a)Reiknio:
5
o
——
(b) Reiknid:
4
H (14n)
n=1
Lausn:
(a)
5
o= (3P4 (-2 + (1) 0P+ 12427 432 4 42 5
n=-3
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=94+4+14+0+1+44+9+16+25=069
(b)
4
[TaO+n)=0+1)(1+2)(1+3)(14+4)=2-3-4-5=120
n=1
8 Jofnur

8.1 Lidun og pattun

Lioun kallast pad pegar sterdtdkni sem samanstendur af einum 1id er breytt { fleiri lioi.
Dreifireglan segir okkur hvernig lidun er framkvemd. Litum 4 nokkrar reglur um lidun:

Hér hofum vid skrifad nidur jofnur sem segja ad sterdtdknin sem standa beggja vegna
jafnadarmerkisins séu sama talan fyrir 6l moguleg gildi 4 breytunum a, b, c og d . Vid
skulum skoda i smdaatridum hvernig reiknireglunum er beitt til pess ad syna fram 4 ad
fyrsta jafnan gildi:
(a+b)(c+d)=(a+b)c+ (a+b)d (dreifiregla),
=c(a+b)+d(a+b) (vixlregla fyrir margfoldun),
=ca+cb+da+db (dreifiregla),
=ac+bc+ad+bd (vixlregla fyrir margfoldun),
=ac+ad+bc+bd (vixlregla fyrir samlagningu).

bdttun er andhverf adgerd vid lidun. Pa er steerdtakni med fleiri en einum lid breytt { jafngilt
sterdtdkn sem samanstendur adeins af pattum. Pad md hugsa sér ad pattun sndist um ad
beita dreifireglunni afturdbak, ab+ac = a(b+c), og taka petti sem eru sameiginlegir 61lum
lidum ut fyrir sviga.

Dzemi 8.1.1. Lidid (x — 1) (x4 1)2.

Lausn:

Vid byrjum 4 ad margfalda saman tvo sviga, notum samokareglu til ad margfalda saman
tvo fyrstu svigana

x=DEx+1)?=x=Dx+D)E+1) = =Dx+1)=x(x> =1+ (x*=1)

:x3—x+x2—1 :x3—|—x2—x—1.
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Daemi 8.1.2. Lidid (x+4)2(x —4).
Lausn:
Notum samokareglu og sidan ferningsreglu ((a — b)? = a®> — 2ab + b?):

(x4+4)%(x—4)> = ((x+4)(x—4))* = (* = 16)? =x* —2-16x% + 16> = x* — 32x+256.

Dzemi 8.1.3. Pittid x° — 2x% + x.

Lausn:

Vid sjaum strax ad x gengur upp { marglidunni og eftir ad hafa tekid x utfyrir m4 nota
ferningsreglu ((a — b)? = a®> — 2ab + b?).

X =22t x=x(x*—2x+1) =x(x—1)%

Dzemi 8.1.4. Pattid x* — 1.
Lausn:
Vid beitum samokareglunni og faum

A=+ D -D =P+ D+ D (x—1).

Marglidan x*> + 1 er Spattanleg 1 rauntdlunum.

9 Qjofnur og tolugildi

9.1 Téolugildistaknid

Latum x vera rauntdlu. Fjarlegd tolunnar x frd nallpunktinum & talnalinunni kéllum vid
tolugildi eda algildi tolunnar x. Vid tdknum pad med |x|. Athugum ad fjarlaegd getur ekki
verid neikvad svo ad |x| > 0 fyrir 61l x.

Frekar augljost pykir ad ef x er jakvad pd er |x| = x. Ef hinsvegar x er neikvad pa fast
t6lugildi hennar med pvi ad ,taka minusinn af henni”. I raun er jafngilt ad margfalda hana
med —1 pvi ad pd,, hverfur minusinn af henni”. Med tdknmadli er tolugildid skilgreint

svona:
x efx>0
x| =

—x efx<O

Daemi 9.1.1. 5 >0 svo ad |5| =5.
—3<0svoad|—3|=(-1)(~3)=3.
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9.2 Reiknireglur fyrir tolugildistaknio

Um t6lugildismerkid gilda nokkrar reglur:

Tokum sérstaklega eftir prihyrnings6jofnunni. Almennt gildir ekki |a| + |b| = |a + b|.
Pagd sést til demis ef vid préfum ad setjainna = -3 og b =8
paer|a|+|b|=|-3|+|8|=3+8=11

enla+bl=|-3+8=I5/=5

Petta er p6 1 samrami vid prihyrningséjofnuna pvi ad 11 > 5

Athugum ad fyrir tolur a og b pd md tilka toluna |a — b| sem fjarlaegd a fra b 4 talnalinunni.
T.d. ef a =3 og b = 10 pa er fjarlegdin 4 milli pessara talna 4 talnalinunni 7. Pad er {
samrami vid reikninga okkar

3—10|=|—-7|=70g|10-3|=17|=17.

Daemi 9.2.1. Finnid 611 x sem uppfylla |x+4| = 10.

Lausn:

Vid komum med tvaer lausnir:

(a) Jafnan |x+4| = |x — (—4)| = 10 segir okkur ad fjarlegdin milli x og tdlunnar —4 er
10. Pvier ljést ad x = —14 eda x = 6.

(b) Jafnan |x+ 4| = 10 pydir:

Annad hvorterx+4 =10edax+4 = —10

Fyrri jafnan hefur lausnina x = 6 og su seinni x = —14.

Deaemi 9.2.2. Finnid 611 x sem uppfylla |x —3| =[x+ 7|.

Lausn:

Vid komum med prjdr lausnir:

(a) Rumfredilega pydir jafnan |x — 3| = |x — (—7)| ad fjarlegd tolunnar x frd 3 er j6fn
fjarlegdar x fra —7.Pa hlytur x ad vera talan sem er mitt 4 milli 3 og —7 & talnalinunni.
Med 6drum ordum er x medaltal pessara talna:

:3+(—7)

X =-2

(b) Skiptum { prjd tilvik:
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1. Efx<—7péderx—3<00gx+7<0
Samkvamt skilgreiningu er pvi
x—3]=—(x—3)=—-x+3o0g
x+7=—-(x+7)=—x—-17.
Eftir stendur jathan —x+ 3 = —x — 7 sem jafngildir 3 = —7 sem er fraleitt.
Jafnan hefur pvi enga lausn x sem uppfyllir x < —7

2. Bf -7<x<3pderx—3<0o0gx+7>0

Samkvamt skilgreiningu er pvi |x —3| = —(x—3) = —x+3 og
x+7|=x+7.
Eftir stendur jafnan —x 43 = x4 7 sem hefur lausnina x = —2.

3. Efx>3pderx—3>00gx+7>0
Samkvamt skilgreiningu er pvi
|x—3| =x—3 og |x+ 7| = x+7 Eftir stendur jafnan x — 3 = x+ 7 sem jafngildir
—3 =7 sem er frileitt.
Jafnan hefur pvi enga lausn sem uppfyllir x > 3

(c) Setjum badar hlidar jofnunnar { annad veldi. Pa ey0dast tolugildin skv. reiknireglu og
eftir stendur:
(x—3)2=(x+7)*

sem jafngildir
K —6x+9=x"+ 14x+49
eda
—20x =40
x=-2

Ef pessari lausn er stungid inni upphaflegu jofnuna pa sést ad petta er lausn sem virkar.

Athugasemd:

Takid eftir ad { lausn (c¢) { deminu hér 4 undan pa enda ég 4 pvi ad préfa lausnina sem ég
fékk. Pad er af pvi ad pegar jofnur eru settar { annad veldi geta skapast ,.falskar lausnir”.
bvi parf alltaf ad athuga hvort lausnirnar sem fengust séu raunverulegar lausnir.

Skodum til demis jofnuna 4x = 8.

Pessi jafna hefur augljoslega bara eina lausn x = 2.

Ef einhver myndi asnanst til ad setja pessa jofnu { annad veldi fengi hann jéfnuna 16x> = 64
sem jafngildir x> = 4 eda x = +2.

Hér skapadist falska lausnin —2 sem er ekki lausn 4 upprunalegu jofnunni. Upphaflega
lausnin er hinsvegar ennpa til stadar.

9.3 Venjulegt og riumfradilegt medaltal

Flestir kannast vid venjulegt medaltal talna:

Skilgreining 9.3.1. Ef a;,ay,...a, eru tolur pa er venjulegt medaltal peirra talan

a+ay—+...+ay,
n
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Ventanlega hafa feerri heyrt um rimfradilegt medaltal. Pad er medaltal sem er frekar notad
i prosentu eda vaxtareikningi. T.d. pegar bankar tala { daglegu talu um medalvexti 4 lanum
pa eru peir i raun ad tala um rdmfraedilega medaltalid.

Skilgreining 9.3.2. Ef ay,a;, ...,a, eru jdkvaedar rauntolur pa er rimfraedilegt medaltal

peirra talan
"/a] a---ay

Um pessi medaltol gildir freg ¢jafna sem segir ad venjulegt medaltal af jakvedum raun-
tolum er alltaf stzerra en rimfredilega medaltalid. I tdknmali skrifum vid petta sem:

Setning 9.3.1 Ef aj,a»,...,a, eru jakvadar rauntdlur pa er

a1 t+ay+...+a,
n

> Jaray---ay

Mjog audvelt er ad sanna petta fyrir tver tolur. Vid skulum gera pad hér en sleppum
sonnuninni fyrir fleiri tolur:

Pekkt er ao tala i 60ru veldi er alltaf jakveo. Ef a og b eru jakveoar rauntolur gildir pvi
(Va—vb)*>0
Ef reiknaod er uppiir 60ru veldinu feest:
(a—2Vab+b) >0
Feerum nii 2v/ab yfir jafnadarmerkid og deilum i gegn med 2 til ad fd

“;bzw_b.

Daemi 9.3.1. Finnum venjulegt og rimfraedilegt medaltal talnanna
2,3,8,27

Lausn:
Venjulegt medaltal peirra er

2+3+8+27 _40_10
4 4

Rumfraedilegt medaltal peirra er

V2-3-827=v2-3.25.33=v24.34 = Vet =6

Athugum ad petta er { samrami vid ¢jofnuna um venjulegt og rimfredilegt medaltal.
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