Dzemi 9.3.2. Synum ad fyrir allar jakvadar rauntolur x gildir 6jafnan x + )l—c >2

Lausn:

Stingum t6lunum x og % inni 6héfnuna um venjulegt og rimfredilegt medaltal. P4 fium
vid:

x+1/x S x~l
2~ X
Ferum tvistinn yfir til ad fa:
1 1
x+->2 x-—=2V1=2
X X

10 Linur i plani

10.1 Punktar og linur i plani

Punktar og linur eru medal peirra vidfangsefna sterdfredinnar (ndnar til tekid flatarmynda-
fredinnar) sem vid hofum géda tilfinningu fyrir dr daglegu lifi. Einmitt pess vegna er mjog
erfitt a0 gera sér grein fyrir hvar madur 4 ad byrja pegar rett er um slika hluti: Vid vitum
01l hvad linur og punktar eru pannig ad allar tilraunir til ad skilgreina pad formlega virka
stir@ar, klaufalegar og 6parfar vid fyrstu syn.

Milid er hins vegar ekki alveg jafn einfalt og @tla meatti. Til pess ad geta med gédu moti
stundad kerfisbundnar athuganir 4 raimfredi parf f6lk ad koma sér saman um nakvemlega
vid hvad er étt og par duga 6ljosar tilvisanir i alpekkta hluti skammt.

St leid sem pegar upp er stadid hefur ordid fyrir valinu til ad fast vid ramfredi er ad
skilgreina punkta og linur 1t frd nokkrum einfoldum grundvallareiginleikum peirra, gefa
sér ad nokkrar einfaldar stadreyndir (svokalladar frumsendur) gildi og vinna sig ut frd peim.
Mikilvegustu frumsendurnar um punkta og linur { hefdbundinni flatarmyndafredi eru:

e 1 gegn um tvo 6lika punkta liggur ndkvaemlega ein lina.

e 1 gegn um hvern punkt liggur niakvemlega ein lina samsida gefinni linu.

A frumsendunum og pvi sem af peim leidir m4 sidan byggja afganginn af alpekktu rim-
fredinni sem vid hofum tilfinningu fyrir dr daglegu lifi.

Punktar { ramfradi hafa enga sterd og linur { rimfradi teygja sig dendanlega langt { hvora
att. Ef A og B eru tveir punktar og ¢ er lina sem liggur um punktana pa er sa hluti linunnar
sem liggur 4 milli punktanna kalladur strikio eda linustrikio fra A til B.

Yfirleitt er ekki gerdur greinarmunur 4 linu annars vegar og mengi peirra punkta sem liggja
4 linunni hins vegar. Um hvern punkt A liggja tver halflinur samsida gefinni linu ¢, ein {
hvora étt, og samanstendur 6nnur af peim punktum linunnar m sem liggur um A samsida ¢
sem eru 6drum megin vid A en hin af peim sem eru hinum megin. Punkturinn A er sjalfur
innihaldinn 1 bAdum héalflinunum.

10.2 Hnitakerfio

Til ad geta betur tadknad punkta og linur { sléttunni pa innleidum vid hnitakerfi. Hnitakerfid
er 1 raun st mynd sem vid gerum okkur af menginu R x R.
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RxR
Tver talnalinur eru lagdar { kross pannig ad par standi horn-

réttar & hvora adra og skerist i nullpunktum sinum. Larétta
talnalinan er oftast k6llud x-dsinn og su 160rétta y-asinn.

Til ad marka punkt (a,b) inn 4 svona hnitakerfi pa teiknum vid
160rétta linu i gegnum punktinn a 4 x-dsnum og larétta linu {
gegnum punktinn b 4 y-dsnum. Par sem linurnar skerast mork-
um vid punktinn (a,b).

A mynd til hlidar m4 sja hvar punkturinn (4,2) hefur verid 012345 6
markadur inn { hnitakerfid.

(4,2)

O — WA WL O

R ——

y
10.3 Jafna linu i hnitakerfinu 5
Til ad takna linur { hnitakerfinu er algengt ad nota y= 1 x—1
jofnur. 3 2
Jafna linu er jafna af gerdinni ax+ by = ¢ par sem 1 /

a,b,c € R eru fastar.

Vid skulum nu ttskyra af hverju pessi jafna er _3
s0gd jafna beinnar linu.

-5
Pad verdur best gert med demi:
Daemi 10.3.1. Skodum jofnuna
1
5% +y=-1
Hérera= —1/2,b =1 0g c = —1 midad vid framsetninguna ad ofan.

Finnum nu nokkur gildi 4 x og y sem uppfylla pessa jofnu og morkum samsvarandi punkta
(x,y) 1 hnitakerfio.

Ef x =0 og y = —1 pd stenst jafnan. Vid mérkum pvi punktinn (0, 1) { hnitakerfid.

Ef x =2 og y = 0 pd stenst jafnan. Vid morkum pvi punktinn (2,0) { hnitakerfid.

A sama hitt getum vid markad punktana (—6, —4), (—4,—3), (=2,-2), (4,1) og (6,2) {
hnitakerfid pvi ad ef ad pessum hnitum er stungid inn{ jofnuna pa stenst hun.

Pad hefur verid gert hér til hlidar.

Pegar pessir punktar hafa verid markadir inn sést ad peir liggja 4 beinni linu. [ 1jés kemur
ad allir punktar sem eru lausn 4 pessari jofnu liggja & pessasri linu. Pad sem meira er pa
eru allir punktar & pessari linu lausn 4 upphaflegu jofnunni. Pess vegna segjum vid ad
jafnan

! + 1
——X — —
2 y

sé jafna linunnar sem fram kemur & myndinni til hlidar.

[ mengjafraedilegum skilningi pd er myndin af linunni { hnitakerfinu { raun mynd af menginu

1
L={(x,y) e RxR; —ix—l-y: —1}

10.4 Hallatala og skurdpunktur vio asa
Ef b # 0 og breytan y er einangrud dr jofnunni

ax+by=c
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Pa fest

a ¢
AR
Vid getum endurskyrt fastana i pessari j6fnu, setjum 2 = —a/b og s = ¢/b svo ad jafnan
liti betur ut
y=hx+s

Midad vid pessa framsetningu pd er fastinn 4 oftast kalladur hallatala linunnar og fastinn s
tdknar skurdpunkt vid y-4s.

Audvitad er asteda fyrir pessum nafngiftum.

Fastinn /4 kallast hallatala linunnar pvi ad med honum er hagt ad tilka hversu mikid linan
hallar. Nefnilega ef (xo,yo) er einhver punktur 4 linunni pd getum vid fullyrt ad punkturinn
(x0,50) + (1,h) = (xo+ 1,y0 + &) sé & linunni.

Med 60rum ordum, ef ad vid vitum einn punkt 4 linunni pa getum vid fundid pann nasta
med pvi ad faera okkur fyrst einn til hagri { hnitakerfinu og sidan £ upp.

Formlega skilgreiningin 4 hallat6lu linu er svohljédandi:

Skilgreining 10.4.1. Ef/ er lina { hnitakerfinu sem er ekki 160rétt pa er til fasti 4 pannig
a0 fyrir sérhverja tvo punkta (x;,y;) og (x2,y2) 4 linuni pa er

Y2 —yi
X2 —X1

=h

Pessi fasti kallast hallatala linunnar /.

Fastann s er audveldara ad utskyra. Pessa tolu kollum vid skurdpunkt vid y-4s af pvi ad
pessi tala segir okkur hvar linan sker y-dsinn. Linan mun skera dsinn { punktinum (0, s).
Pad sést af pvi ad ef ad punktinum (x,y) = (0, s) er stungid inni j6fnuna

y=hx+s

Pa fest
s=h-0+s eda s=s

svo jafnan stenst.

Skurdpunkt vid x-as er audvelt ad finna. Vid einfaldlega setjum y = 0 inn{ jofnu linunnar

og leysum ut x.
O=hx+s gefur x:—%

Skurdpunktur linunnar vid x-dsinn er pvi punkturinn (—s/k,0)

Daemi 10.4.1. Teiknid linuna 3

y=2x—3
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Lausn:

Skurdpunktinn vid y-ds fest beint utdr jofnunni. Hann hefur hnit (0, —3). Vid mérkum
hann pvi inné hnitakerfid. Hallatala linunnar er tveir. Vid f&rum okkur pess vegna einn
til heegri og tvo upp frd skurdpunktinum og morkum (0+ 1, —3+2) = (1, —1) innd hnita-
kerfid.

Skv. jofnu ad ofan fest svo ad skurdpunktur vid x-ds er (—(—3)/2,0) = (3/2,0). Vid
morkum hann lika inné hnitakerfid.

Hallatala linunnar er tveir vid getum pvi markad punktinn (3/2+1,0+2) = (5/2,2)
innd hnitakerfid.

Nu erum vid buin ad marka fjora punkta innd hnitakerfid og { gegnum pd ma teikna linu.
Athugum ad tveir punktar nagja til ad skilgreina linu, pad hefdi pvi verid nég ad finna
einhverja tvo af pessum fjérum punktum sem fundnir voru { deminu.

10.5 Meira um jofnu linu

Stundum faum vid gefna tvo punkta (x1,y;) og (x2,y2) og purfum ad finna jéfnu linunnar
sem gengur { gegnum bd. Pad er gert 4 eftirfarandi hatt:

Finna skal jofnu linu sem gengur i gegnum punkta (x1,y1) 0g (x2,y2)-
1. Hallatala linunnar, h, feest meod formiilunni

_ =N
X2 — X1

h

2. Skuropunktur vio y-ds, s, fest svo meo formiilunni

s=y;—x1h

Jafna linunnar verour pdy = hx+s.

Audvelt er ad rokstydja af hverju petta virkar. Hallatalan er reiknud beint dtir formlegu
skilgreiningunni sem gefin var 4 henni ad ofan.

Sidan parf ad reikna ut fastan s. Vid vitum ad linan gengur { gegnum punktinn (xj,y;) svo
jafnan y; = hxj + s parf ad ganga upp. Vid getum pvi einangrad s ur pessari jofnu til ad fa
s =y1 — hx.

Daemi 10.5.1. Finnid jofnu linunnar sem gengur i gegnum punktana (1,2) og (13,17).
Lausn:

1. Hallatala linunnar er
17—-2 15

T13-1 12

£
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2. Skurdpunktur vid y-4s fest med
5 5 3
=1-2.2=1-=_=
’ 4 272
Jafna linunnar er pess vegna

5 3

= —X— —

)

Daemi 10.5.2. Latum / vera linuna sem gengur i gegnum punktana (—2,3) og (1,12).
Finnid jofnu linu sem gengur { gegnum punktinn (2,2) og er samsida linunni /.

Lausn:

Kollum linuna sem vid erum ad leita ad m. Pad ad linurnar [ og m séu samsida pydir ad
par hafa somu hallatolu. Til ad finna hallatélu linunnar m nagir pvi ad finna hallatolu
linunnar /.

Hallatalan er:

12-3 9
h = — = — = 3
1-(-2) 3
Jafna linunnar m er pvi af gerdinni
y=3x+s

en vid eigum eftir ad finna s.
Gefid er ad punkturinn (2,2) er 4 linunni svo jafnan parf ad standast pegar (x,y) = (2,2)
er stungid inni hana. Med 6drum ordum er

2=3-2+s sem jafngildir s=2—-6=—4

Jafna linunnar m er pvi
y=3x—4

10.6 Skurodpunktur linu

Oft getur verid gagnlegt ad finna skurdpunkt tveggja lina sem eru ekki samsida (ef par eru
samsiOa pa er enginn skurdpunktur til).

Mjog gagnlegt er ad pekkja jofnu linanna ef markmidid er ad finna skurdpunkt peirra.
G.rf. ad jofnur linanna / og m séu gefnar:

l: aix+byy=c

m: ax+by=cp

Nu er litid 4 pessar jofnur sem svo ad fastarnir ay,a»,by,by,c1,c2 séu pekktir. Pvi ma
lita 4 jofnur linanna sem tvar jofnur med tveimur 6pekktum sterdum, x og y. Lausnin 4
jofnuhneppinu verdur skurdpunktur linanna, en hin er:

b2c1 — b1c2 ajcy —ascq
ayby —azby ayby —axby
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Daemi 10.6.1. G.rf. ad [ sé linan sem gengur i gegnum punktana (1,2), (3,3). Latum m
vera linuna sem er gefin med jofnunni 2x+ 3y = 5.

Finnid skurdpunkt / og m.

Lausn:

Byrjum 4 pvi ad finna jofnu linunnar /.

Hallatala hennar er

3-2 1
h:—:—
3—-1 2
Jafna [ er pa af gerdinni
1
[: ==
y 2x+s

og s feest med pvi ad setja pekktan punkt 4 linunni inni pessa jofnu. Vitad er ad (1,2) er

4 linunni svo ag: 3
2 —_ = 1 f = —
> +s sem getur S >

Jafna [ er pvi

1 3
l: y:§X+§

Jafna m er pekkt
m: 2x+3y=35

Litum 4 jofnur linanna sem tver jofnur 1 tveimur 6pekktum sterdum, x og y og reynum
ad leysa ur.
Vid hofum ni pegar einangrad y dr jofnu /. Stingum pvi inni jofnu m:

1 3 . o 7 9
2x+3 (Ex—l— 5) =5 sem jafngildir Ex—i— 3= 5

Sem gefur svox =1/7.
Ef pessu gildi 4 x er stungid inni jofnu linunnar / fest

Skurdpunktur linanna er pess vegna:

(x,y) = (%%)

11 Prihyrningar og hornafoll

11.1 Horn

Horn nefnist si mynd sem fast pegar tvaer halflinur eru dregnar tt frd sama punkti. Pessi
punktur er kalladur oddpunktur hornsins, en hélflinurnar armar pess.
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Sterd hornsins er mealt { grddum eda bogaeiningum. Gradur eru C
tdknadar med merkinu ,,° ” en einfaldlega er skrifad ,,Rad” fyrir
bogaeiningar. Eins og er pA munum vid nota gradur { alla reikninga
okkar en { seinni koflum munum vid skipta yfir { bogaeiningar sem
i vissum skilningi er mun nattirulegri malieining 4 horn.

Ein grada er skilgreind sem einn-prjuhundrudogsextugasti hluti ur
hring.

Med 60rum ordum er 360° heill hringur.

Pé verdur horn sem er 180° bein lina og horn sem er 90° kéllum vid rétt horn.

Horn sem er sterra en 0° en minna en 90° k6llum vid hvasst horn en horn sem er sterra en
90° en minna en 180° kollum vid gleitt horn.

ZABC = 60°
B A

Segjum ad prir punktar { sléttunni, A,B og C, séu gefnir. Hornid sem myndast pegar farid
er frd A til B og svo i C er oft tdknad med ZABC.
Lengd linustriksins milli punktana A og B er oft tiknad med |AB|

11.2 Topphorn og grannhorn

bPegar tvar linur skerast myndast fjogur horn. Hornin sem standa
4 moéti horu 6dru kallast topphorn. Horn sem standa hlid vid hlid
kallast grannhorn.

A mynd til hlidar eru o og y topphorn

B og d eru lika topphorn.

o og B eru grannhorn.

Fleiri grannhorn eru § og y, y og d eda a og d.

Um topphorn og grannhorn gilda einfaldar reglur:

Setning 11.2.1 1. Topphorn eru jafnstor.

2. Summa grannhorna er 180°.

11.3 Prihyrningar

Ferill sem samanstendur af premur linustrikum sem matast tvd og tvo { premur hornum
nefnist prihyrningur.

Algengast er ad tdkna hornpunkta prihyrningsins med storum stofum, oftast A,B og C.
Hlidar prihyrningsins eru tdknadar med litlum bokstéfum sem samsvara néfnum horn-
punktana. Pannig er hlidin sem stendur & moéti hornpunktinum A oftast 14tin heita a, hlidin
sem stendur 4 moéti B latin heita b o.s fr.

Algengt er ad nefna prihyrninga eftir hornpunktum synum med litid prihyrningsmerki fyrir
framan. Pannig er prihyrningur med hornpunkta A, B og C oft kalladur prihyrningurinn
AABC.
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Athugum ad hefd er fyrir pvi ad tdkna horn prihyrninga y C
med sama tdkni og er notad fyrir hornpunktinn. Imynd-

um okkur til demis prihyrning { hnitakerfinu sem hef- 7 a
ur hornpunkt { (1,3) og samsvarandi horn 58°. Nefn- b
um pennan hornpunkt A. P4 md badi skrifa A = (1,3) 5 B

og A = 58°. Vid tdknum semsagt b&di hornpunktinn og
hornid sjalft med bokstafnum A. Petta ®tti ekki ad valda 3
misskilningi pvi ad ut fra samhengi a alltaf ad sjast hvort
um er ad reda hornid eda punktinn. 1

. ( . 01 3 5 7 X
Prihyrningur er sagdur rétthyrndur ef eitthvert horna hans

er rétt (sem er 90°).
Prihyrningur er sagdur jafnarma ef tver hlidar hans eru jafnlangar.
Prihyrningur er sagdur jafnhlida ef allar hlidar hans eru jafn langar.

o\

Rétthyrndur prihyrningur Jafnarma prihyrningur Jafnhlioa prihyrningur

A myndum er rétt horn yfirleitt tdknad med litlum kassa i hornid eins og 4 myndinni hér ad
ofan.
Um prihyrninga gilda pessar einféldu reglur:

Setning 11.3.1 1. Hornasumma prihyrnings er 180°.

2. Prihyrningur er jafnarma p.p.a.a. tvo horn hans séu jafn stér. Hornin sem eru jafn
stor standa & méti jafnstérum hlidum.

3. Prihyrningur er jafnhlida p.p.a.a. 61l horn séu 60°.

Deemi 11.3.1. Gefid er ad |AB| = 3.

Einnig er gefid ad punktarnir B, C og D liggja 4 beinni linu.

Finnid |BC]|.

Lausn:

Hornasumma prihyrnings er 180°. Vid beytum peirri reglu & prihyrninginn DEC til ad fa
ZECD = 180° —90° — 65° = 25°

Nu eru hornin ZECD og ZACB topphorn svo ad pau eru jofn. Vid faum pvi ZACB = 25°.
Af pessu sést ad prihyrningurinn ABC er jafnarma. Skv. reglu um jafnarma prihyrninga
eru pa linustrikin AB og BC jafnlong svo ad |BC| =3
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25° C

65°

114 Regla Pypagorasar

Regla Pypagorasar er saraeinfold, hin segir:

Regla Pypagorasar a sér lika andhverfu, hin hljomar svona:

Sonnunin a reglu Pypagorasar er klassisk og verdur gert skil 4 henni hér:

Rooum fjorum rétthyrndum prihyrningum upp pannig o .
ao peir myndi ferning eins og d myndinni til hlioar.
Kollum flatarmdil ferningsins F. Heegt er ad meela a c
flatarmdl pessa fernings d tvo mismunandi vegu. I fyrsta
lagi er flatarmdl hans jafnt hlidarlengdinni i d0ru veldi:

F=(a+b)?=d>+b*+2ab

[ 60ru lagi er heegt ad leggja saman flatarmdl b
.. y . . . P o x e . ml
allra fjogurra prihyrninganna og ferningsins i miojunni a b
sem hefur hlidarlengd c, en pd feest ad flatarmdlio er

b
F=4. %—I—cz =2ab+c*
N hofum vio fengio ao

a® +b* +2ab = 2ab + ¢* sem gefur a®+b* =2
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Dami 11.4.1. Gefinn er rétthyrndur prihyrningur med skammhlid 4 og langhlid 5. Finn-
10 hina skammhlid prihyrningsins.

Lausn:

Ko6llum Spekktu hlidina x. Af reglu Pypagérasar faest pa 5% = x? 4 4%. Faerum yfir jafn-
adarmerkio til a0 f4 x> =52 — 42 =25—-16 =0.

P4 er 1jost ad x = V9=3

Dzemi 11.4.2. Athugid hvort prihyrningur med hlidarlengdir 5,6,7 er rétthyrndur.
Lausn:

Vid notum reglu Pypagérasar, prihyrningurinn er rétthyrndur ef og adeins ef 72 = 6> 4 52,
en 72 = 49 og 5% + 6 = 61 svo ad prihyrningurinn er ekki rétthyrndur.

11.5 Fjarleego milli punkta i hnitakerfi

Latum nd P; = (x1,y1) og P» = (x2,y2) vera tvo punkta {
y hnitakerfinu. Nu er hagt ad nota reglu Pypagoérasar til ad
finna fjarlegdina a milli peirra.
Morkum punktinn (x2,y;) innd hnitakerfid og kollum
hann Pz. P4 sést ad punktarnir Pj, P», P; mynda rétthyrnd-
an prihyrning.
Fjarleegdin milli punktanna P; og P3 er |x; — x|, m.§.0. er

|P1P3| = |x2 —xi|
Fjarleegdin milli punktanna P, og P; er |y, —y;|, m.6.0. er

1 1 |P2Ps| = [y2 =y
x| x, X Petta eru skammhlidarnar { prihyrningnum, af reglu

Pypagoérasar fest na beint eftirfarandi regla:

Setning 11.5.1 Fjarlegdin milli punktanna Py = (x1,y;) og P> = (x,y>) 1 hnitakerfinu
er

IPPs| = /(00 — x1)2 + (y2 — y1)?

Daemi 11.5.1. Hver er fjarlegdin milli punktanna (1,2) og (5,7) { hnitakerfinu?
Lausn:

Hérerxi =1,x2=5,y1=20gy, =7.
Setjum petta inni jofnuna ad ofan og faum ad fjarleegdin milli punktanna er

V(5 —1)24(7-2)2 =v16+25 = V41 ~ 6,403124
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11.6 Einslaga prihyrningar

Setjum fram skilgreininguna 4 einslaga prihyrningum:

Skilgreining 11.6.1. Tveir prihyrningar eru sagdir einslaga ef ad oll hornin peirra eru
jafnstor.

Pessi skilgreining pydir ad tveir prihyrningar eru einslaga ef peir eru eins { laginu. Peir
mega vera misstdrir og annar ma snda 6druvisi en hinn en pad eina sem skiptir mali er ad
peir hafi jafnstor horn.

Einslaga prihyrningar
B B'

C/

AI
Um einslaga prihyrninga gildir mjog mikilveg regla:

Athugum ad ef tvo horn 1 prihyrningi eru pekkt pé faest pad pridja sjalfkrafa pvi ad horna-
summa prihyrnings er fasti, 180°. Pess vegna fast ad ef tveir prihyrningar hafa tvo jafnstér
horn pé verda sjédlfkrafa sidustu hornin jafnstér. M.6.0. pad nagir ad athuga hvort ad tvo
horn séu jafnstor til ad skera ur um hvort prihyrningarnir séu einslaga.

Dami 11.6.1. Gefinn er rétthyrndur prihyrn-
ingur ABC med rétt horn { C. Gefid er ad
|AC| = 4 og |AB| = 5. Latum D vera punktinn &
strikinu AB pannig ad strikid DC verdi hornrétt
a AB.

Finnid |CD|
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Lausn:
Notum reglu Pypagdrasar til ad finna |BC]|.

|BC|> = |AB|* — |AC|* =5 —4>=25-16=9

Vid faum pd |[BC| = /9 =3

Berum nu saman prihyriningana AABC og AACD. Peir hafa badir eitt horn sem er 90° og
peir hafa eitt sameiginlegt horn. Nefnilega hornid ZBCA. Pessir prihyrningar hafa pess
vegna tvo horn eins og eru pvi einslaga. Vid getum pessvegna beitt reglunni ad ofan.
Madur verdur ad passa sig ad velja hlidarnar rétt.

Hér samsvarar hlidin BC { AABC hlidinni CD i AACD. Hlidin AB { AABC samsvarar svo
hlidinni AC { AACD. Samkvamt reglu um einslaga prihyrninga er pvi:

|CD| B |BC|

|AC|  |AB]
0 BC| 312
CD|=|AC|— =4.2 = =

Deemi 11.6.2. Litum ABC og DEF vera einslaga prihyrninga med ZBAC =
ZEDF, /ABC = /DEF, /BCA = ZEFD. Latum |AB| = 10, |DE| =5, |BC| = 6. Finn-
i0 |EF|.

Lausn:

Par sem prihyrningarnir eru einslaga vitum vid ad

|AB| B |DE|
|BC|  |EF|
sem umritast {
EF| = |DE||BC| B 5-6 3
- |AB| 10 7

11.7 Hornafollin

[ pessum kafla munum vid skilgreina hornafollin sin(a), cos(a), tan(o) og cot(c) fyrir
eitthvad horn a sterra en 0° en minna en 90°. Pad parfnast sma undirbinings.

Latum o vera horn p.a. 0° < a < 90°. Teiknum nu einhvern rétt-

hyrndan prihyrning AABC med rétt horn i C, pannig ad hornid A B
sé jafnt horninu a. Merkjum hlidarnar sem a, b og ¢ samkvamt
hefd. Skodum nu hlutfallid a/c. ¢ a
Tokum eftir pvi ad petta hlutfall er eingdngu had horninu o en er
ekki had pvi hvernig rétthyrndi prihyrningurinn var teiknadur. A b C

Med 60rum ordum, hefdum vid teiknad 6druvisi rétthyrndan pri-
hyrning AA’B'C’ med rétt horn { C’' og pannig ad hornid A’ er jafnt horninu o pd veeru
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prihyrningarnir AABC og AA’B'C’ einslaga og pvi fengist

a d
C/

Par sem ad petta hlutfall er eingéngu had o en ekki sjalfum prihyrningnum getum vid pess
vegna skilgreint
) _a
sin(at) = -
Par sem AABC er einhver prihyrningur teiknadur eftir leidbeiningunum ad ofan.

A sama hétt m4 sja ad hlutfollin b/c, a/b og b/a eru eingéngu had upphaflega horninu o.
Pess vegna skilgreinum vid:

sina = & = métleg skammhlid deild med langhlid,
c
b

cosa = — = adleg skammhlid deild med langhlid,
c

tano = g = moétleg skammhlid deild med

adlegri skammbhlid,

cota = — = adleg skammhlid deild med
a

moétlegri skammhlid.

Hér er hlidin a kollud métleg skammhlid pvi ad pad er skammhlidin sem liggur & moti
horninu A. Hlidin b er kollud adleg skammhlid ut af svipudum dstedum og hlidin ¢ er
kollud langhlid rétthyrnda prihyrningsins eins og adur.

Athugasemd 1:

A islensku eru hornaféllin borin fram svona:
Hornafallid sin er borid fram ,,sinus”.
Hornafallid cos er borid fram ,,kdsinus”.
Hornafallid tan er borid fram ,,tangens”.
Hornafallid cot er borid fram ,,k6tangens”.

Athugasemd 2:

Hornaféllin m4 finna 4 6llum alvéru vasareiknum. Adur en reiknad er med hornaféllum {
vasareikni skal athuga hvernig vasareiknirinn er stilltur. Haegt er ad stilla hann 4 grédur,
radionur eda adrar melieiningar 4 horn. Ef vasareiknirinn er stilltur 4 a0ra melieiningu en
verid er ad vinna med fast kolvitlausar nidurstodur.

B
Dzemi 11.7.1. Gefinn er rétthyrndur prihyrn-
ingur AABC me0 rétt horn 1 C. Gefid er ad horn- ¢ a
i0 A er 22° og b = 6. Finnid a og c.
22°
A b=6 C
Lausn:
Nu er
20°)=2=12
tan( G
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svo ao:
a=6tan(22°) ~ 2,42416

Einnig fest

b 6
2°) == =-
cos(22°) s
svo ad: 6
= ————6,47121
¢ cos(22°)
Hornafallareglur

Um hornaf6llin gilda nokkrar reglur sem audvelt er ad sanna:

Sonnum petta:

Fyrir alla lioina munum vio velja prihyrning AABC sem er pannig ao hornio C sé 90°,
hornid A sé jafnt o. og vio ldtum hlioarnar heita a, b og ¢ { samremi vio hefo. Fyrir ofan
er mynd af honum.

1. Skv. skilgreiningu pd er sin(a) = a/c, cos(a) = b/c og tan(a) = a/b.
bvi feest:
sinfa)  a/c ac a
= = — = — =
cos(a) bfc bc b an(a)

2. Skv. skilgreiningu pd er tan(a) = a/b og cot(a) = b/a.
bvi feest:

b 1 1
cot(a) = a % - tan(cat)

3. Munum a0 prihyrningurinn sem unnio er med er rétthyrndur svo um hlioar hans
gildir a*> +b* = .
Vio faumm pess vegna:

b\* (a\2 & B A+ P
2 -2 b a _ ¢ _
cos” (o) + sin (oc)_( ) +( ) 2+t 3 3 1



4. Ldtum f =90° — ..
Tokum eftir pvi ao i prihyrningnum AABC er A = a, C = 90° og pvi feest
B=180°—-90°—a=90°—a=p.
Nii er heegt ad finna sin(B) beint it frd skilgreiningu midad vio prihyrninginn AABC.
Vio hofum vixlao hornum, svo ad adleg skammhlio vixlast vio motlega skammhlio
en langhlioin helst si sama.
bvi feest:

sin(90° — o) = sin(p) = % = cos(a)

5. Roksemdarfeerslan er sii sama og 1 lio fjogur.

11.8 bekkt horn

A pessu stigi { sterdfraedi er frekar 6mogulegt ad reikna 1 hondunum sinusa eda késinusa
af flestum hornum. Pvi latum vid yfirleitt vasareikninn sja um pad fyrir okkur.

P6 eru nokkur horn sem audvelt er ad reikna. D@mi um slik horn eru 30°, 45° og 60°. Hér
kemur tafla yfir gildi hornafallanna { pessum hornum.

o | sina | cosa | tana | cota
NN
45° | 21 2 |

EIRRAE

[ pessum kafla munum vid syna hvernig ttkomurnar sin(45°) = @ og sin(60°) = @ eru
fengnar. Ef buid er ad syna petta pa fest afgangurinn af toflunni audveldlega med pvi ad
nota reglurnar { kaflanum 4 undan. Vid malum med pvi ad duglegir nemendur spreyti sig 4
pvi ad fylla ut tofluna.

Byrjum 4 sin(45°):
B
Teiknum rétthyrndan prihyrning AABC sem hefur rétt horn 1 C,
hornid A er 45° og hlidarlengdin b er 1.
Skv. skilgreiningu er pa sin(45°) =b/c=1/c. ¢
Tokum eftir ad B = 45°. a
Tvo horn prihyrningsins eru jatn stdr, og pvi er hann jafnarma, pvi
era=1. 45° o

Nd notum vid Pypagéras til ad fi c = Va2 + b2 = /12412 =2 A b=1 C
og ad lokum fast:

b
sin(45°) = -=

N

Reiknum nd sin(60°)

Teiknum rétthyrndan prihyrning AABC sem hefur rétt horn i C,
hornid A er 60° og hlidarlengdin |AC| er 1.
P4 er skv. skilgreiningu sin(60°) = |BC|/|AB].
Speglum nd prihyrningnum yfir hlidina BC og morkum nyjan
60°

60°

QT
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punkt A’ par sem punkturinn A lendir.

Pier [CA'| = |AC| =1 og |AA| = 2.

Tokum eftir ad i prihyrningnum, AABA’ eru tvé horn 60° svo pad pridja er lika 60°. Pri-
hyrningurinn AABA’ er pess vegna jafnhlida svo allar hlidar hans eru jafn langar. Vid vitum
ad |AA’| =2 svo ad |AB| =2.

Nu getum vid notad Pypagéras 4 prihyrninginn AABC til ad finna hlidina |BC|.

|BC| = \/|AB|2 — |AC]> = /22 —12=/3

En nd héfum vid allar upplysingar til ad reikna sinusinn

..o |BC] V3
sin(60°) = ﬁ =

11.9 Flatarmal prihyrnings

Flestir nemndur @ttu ad pekkja klassiksu jofnuna til ad reikna flatarmadl prihyrnings

Hun er notud pannig ad fyrst er valin hlid 4 prihyrningnum sem vid
kollum grunnlinu. Nest er teiknad strik frd hornpunktinum sem er C
motlegur grunnlinunni, nidur 4 grunnlinuna pannig ad grunnlinan

og strikid eru horrétt. Petta strik er kallad had prihyrningsins og

oftast tdknad med h.

Midad vid prihyrninginn til hlidar pd er grunnlinan hlidin ¢ og b h
h&din nzr uppi topppunktinn C. Hér yrdi flatarmalid %

[ reikningi kemur oft fyrir ad hadin 4 er ekki gefin og pa getur

4 Fe

verid vandasamt ad reikna flatarmalid, { peim tilfellum geta horna- 4 c
follin komid okkur til hjélpar.
Kollum fétpunkt hedarinnar { prihyrningnum Pc. Med pvi ad skoda prihyrninginn ACP¢
sést ad 5
sin(A) = 5 eda  h=bsin(A)
Flatarmdl prihyrningsins verdur pess vegna
ch

|
F 5 = Ecbsm(A).

Hér hofum vid leitt 1t nyja reglu fyrir flatarmal prihyrnings:
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Daemi 11.9.1. Gefinn er rétthyrndur prihyrningur med langhlid 13 og skammhlid 5.
Finnid flatarmdl prihyrningsins.

Lausn:

Vid byrjum 4 ad finna hina skammhlidina. Hiin er v/132 — 52 = /144 = 12. P4 er audvelt
ad reikna flatarmélid. A =12-5- % = 30.

Dami 11.9.2. Gefinn er prihyrningur AABC med a =3 b = 8 og C = 60°. Finnid flatar-
malio.

Lausn:

Skv. toflu ad ofan pd er sin(60°) = ? pvi faum vid

=6V3

o[%

1
F =absin(C) = 3 -3-8-sin(60°) = 12-

11.10 Sinus- og kdsinusreglurnar

Skodum adeins betur jofnuna fyrir flatarmal prihyrnings.

Hun gefur %ab sin(C) = %ac sin(B) = %bc sin(A)

Ef vid margdldum i gegnum pessa jofnu med sterdinni ﬁ faest freg regla sem er oftast
kollus sinusreglan:

Ad lokum setjum vid fram fraega reglu sem er oftast kollud kdsinusreglan:

Takid eftir hvad késinusreglan likist reglu Pypagoérasar. Per eru eins fyrir utan ad { késin-
usreglunni bzetist vid lidur —2abcos(C). I rauninni er regla Pypagérasar bara sértilvik af
késiusreglunni. I seinni koflum munum vid nefnilega framlengja hornaf6llin pannig ad
vid getum reiknad késinus af horni sem eru sterri en 90°. P4 kemur 1 1j6s ad cos(90°) = 0.
Pannig ad ef C = 90° er stungid inni késinusjofnunna faest regla Pypagdrasar.
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Pad er ekki mjog flokid ad sanna késinusregluna: A

Teiknum upp prihyrninginn

AABC pannig ad hann hafi hlioina a sem grunnlinu. b h
Merkjum inn heedina h og nefnum fotpunkt heedarinnar Py.
Ef prihyrningurinn ACAPy er skodadur sést ao Py
CP ¢ a
cos(C) = % eda |CP4| = bcos(C)

Athugum einnig ad a = |CP4| + |PsB| svo ao
|PsB| = a— |CP4| = a—bcos(C)
Notum nii reglu Pypagorasar d sitthvorn prihyrninganna ACAP4y og ABAP} til pess ao fd
W =b—|CPs*> og  h*=c*—|PyB?
Setjum pessatr jofnur saman til pess ao fd:

b* — |CP4> = ¢* — |PABJ?

Setjum ni inn gildin d |CPs| og |PsB| sem vid vorum biin ad reikna til pess ad fd
b? — (bcos(C))? = ¢* — (a—bcos(C))?

Degar reiknad er uppiir sviganum sést ad lidurinn b* cos2(C ) dettur it og eftir stendur

b? = c? —a® +2abcos(C) sem jafngildir  ¢* = a*+b* —2abcos(C)

Daemi 11.10.1. Hvasshyrndur prihyrningur ABC hefur hlidarlengdir ¢ = |AB| =5, a =
|BC| =6, b= |CA| =17. Finnid cos(£LABC).
Lausn:
Samkvaemt késinusreglu er b = ¢ 4 a*> — 2accos(/ABC). Med pvi ad fera yfir faum
vioste F+at—bp* 5P+6°-7" 12 1

oS AABC) = e T 256 e 5
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Dami 11.10.2. Teiknum ferhyrning ABCD
sem er pannig ad |AB| =5, |[BC| =6, |AD| =8,
/ABC = 100° og ZACD = 40°.

Finnid |AC| og sin(ZCDA).

Athugasemd:

Vid erum ekki biin ad skilgreina hvad cos(100°)
er pvi hornid er of stort, vid skulum samt leyfa
okkur ad stimpla pvi innf vasareininn pvi ad { raun
gilda sinus og késinusreglan fyrir 611 horn.

Lausn:
Notum fyrst késinusregluna 4 prihyrninginn AABC til ad finna |AC|. Skv. henni gildir:

|AC|> = |AB|? + |BC|? — 2|AB||BC| cos(LABC)

—=5246%—2-5-6c0s(100°) = 61 — 60cos(100°)

svo ad

|AC| = /61 — 60 cos(100°) ~ 8,450969806.
Notum ni sinusreglu 4 prihyrninginn AACD til ad finna sin(ZADC):

sin(ZADC)  sin(ZACD)
|AC|  |AD|

svo ad

sin(ZACD) _ sin(40°)
lAD] 8

sin(ZADC) = |AC]| 8,450969806 ~ 0,679022335.

12 Flatarmyndir, flatarmal og raimmal

12.1 Flatarmal ymissa forma

Flatarmal rétthyrnings:

Flatarmal samsioungs:



Flatarmal hrings:

Flatarmal sporbaugs:

Flatarmal prihyrnings:

Flatarmal prihyrnings (2):

F = —a-bsin(a).

13 Foll

13.1 Varpanir og foll

Vorpun er eitt allra miklvagasta hugtak sem notast er vid { sterdfredi. Mjog mikilvegt er
ad nemendur reyni ad skilja petta hugtak til fullnustu og geti tileinkad sér notkun pess.
Utskyringar 4 vorpun eru pvi midur oftast frekar torskiljanlegar peim sem eru évanir stard-
fredi, en med demum og @fingu skyrast hlutir betur.

Latum X og Y vera mengi. Vorpun fra X 1 Y er regla sem uthlutar sérhverju staki { X né-
kvaemlega einu staki { Y. Hefdin er ad takna slika vorpun (reglu) med bokstaf.

Ef f er vorpun fra X i Y og x € X, pa tdknum vid med f(x) stakid i ¥ sem reglan (vorpunin)
f uthlutar stakinu x.

Mengid X kallast skilgreiningarmengi eda formengi vorpunnarinnar og mengid Y bakmengi
hennar.

f Varpanir eru tdknadar med ymsum hetti, til demis

fiXx—v, XLy eda XV, xef).

Athugasemd:
bPegar bakmengid, Y, er hlutmengi { mengi raun-
talna, R, pd tolum vid stundum um fall, en ekki
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vérpun. I raun er fall bara dkvedin gerd af vorpun.

Dzemi 13.1.1. (a)

Latum X =R og Y = R. Skilgreinum nua vorpun (reglu) 4 R. Sem segir ad sérhverju staki
x 1 R verdi tthlutad stakinu x> { Y. K6llum pessa vorpun f

Pessi vorpun (regla) tthlutar t.d. stakinu 2 { X stakinu 22 =4 { Y, og hiin tthlutar stakinu
91 X stakinu 9> = 81 { Y. Pess vegna skrifum vid f(2) =4 og f(9) = 81

Oftast vilja menn p6 geta skrifad pessa reglu i tdknmali 4 fljotlegan hatt, og nenna ekki
a0 skrifa textann sem hefur verid skrifadur { pessu demi. Fljétlegri leid til ad skilgreina
pessa vOorpun hefdi verid ad skrifa:

f:X—=Y, flx)=x*

Athugum ad hér er bakmengid R svo ad f er fall.

(b)

Varpanir eiga oft vid um eitthvad annad en tolur, tokum demi um pad:

Latum A vera mengi allra {slenskra orda og B vera mengi allra fslenskra bokstafa. Skil-
greinum nu vorpun 4 A sem uthlutar sérhverju ordi i A fyrsta bokstafnum { pvi. Kollum
pessa vorpun g.

Pessi vorpun uthlutar ordinu ,.,hundur” bdkstafnum ,h” og pess vegna skrifum vid
g(hundur) =h

Pessi vorpun uthlutar ordinu ,kirkja” boékstathum ,k” og pess vegna skrifum vid
g(kirkja) = k.

[ lidnum 4 undan nddum vid ad skilgreina vorpunina f med formilunni f(x) = x*>. Hér
er engin formula til og vid verdum ad lata okkur negja ad dtskyra hana med ordum.

(©)

Stundum pegar vid erum ad vinna med endanleg mengi getum vid skilgreint vorpun med
pvi ad dkveda hvad hun gerir stak fyrir stak. Tokum d&mi um petta:

Latum W = {1,2,3} og Z = Q. Skilgreinum nt vorpun /4 fra W { Z med reglunni:

h varpar stakinu 1 { stakid %

h varpar stakinu 2 { stakid éﬁ

h varpar stakinu 3 { stakid 8

Hér erum vid buin ad skilgreina vorpun (reglu) med pvi einfaldlega ad akveda hvad vorp-
unin (reglan) gerir vid hvert stak { formenginu.

Fljétlegri leid til ad gera sama hlutinn hefdi verid ad skrifa:

Latum & vera vorpunina frd W { Z sem er skilgreind med

3 11

HD=5  h@)=55;  h(3)=8

Athugum ad hér er engin sjdanleg formula eda regla til ad tengja saman stokin tvo og tvo,
reglan er bara buin til stak fyrir stak.

Athugasemd:
I sterdfraedi sem er 4 einhvern hatt hagnyt er langoftast hagt ad skilgreina varpanirnar eda
follin sem unnid er med utfra formilu eins og 1 1id (a).

Mikilvagt er ad skilja ad adrar varpanir og foll eru samt til.
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13.2 Graf vorpunar

Graf vorpunarinnar f er hlutmengi i faldmenginu Y
X x Y sem skilgreint er med y= f(x)

{(x,f(x)) eX xY;xeX}.

Athugum ad samkvamt skilgreiningu er graf ekkert
nema mengi, en ekki eins konar mynd eins og margir {(x,y) eX xY;y=f(x)}

gera sér hugmynd um.

Pegar f er fall fra R { R pa er hinsvegar hagt ad sja

fyrir sér petta graf myndraent og oft er mjog gagnlegt ad teikna upp mynd af grafinu sem
hlutmengi { R x R.

Pegar teiknud er mynd af grafi falls, er { daglegu tali oftast talad um ad teikna upp fallid.
Pad ad teikna upp fall er saraeinfallt:

Teikna skal mynd af fallinu f

1. Valdir eru nokkrir punktar x1,x2,x3,...,x, { R.
(I raun md velja pessa punkta hvernig sem er en ef madur vill fa géda mynd af fallinu
er best ad fara eftir dkvednum reglum. I seinni kafla eru iitskyrdar reglur til ad velja
pessa punkta.)

2. Tolurnar f(x1), f(x2), f(x3),...f(xs) eru reiknaoar iit.
3. Punktarnir (x1, f(x1)), (x2, f(x2), (x3, f(x3),...(%n, f (X)) eru markadir i hnitakerfid.

4. Ferill er teiknaour sem fer i gegnum alla punktana. Pessi ferill parf ad fara sem
beinustu leio d milli punkta, en ekki telst goour siour ao setja horn d ferilinn.
Reynt ao fara dkvedinn milliveg milli pess ao ldta ferilinn fara sem beinustu leio d
milli punkta og ldta hann ,,beygja sem minnst”

13.3 Adgeroir a follum

Latum f og g vera einhver foll frd mengi X yfir { ¥ = R. P4 getum vid notad reikniadgerd-
irnar 4 R til ad skilgreina ny foll. Vid skilgreinum summu, mismun og margfeldi fallana
med:

Skilgreining 13.3.1.

(
(

+2)x) =f(x)+g(x), x€X,
—g)(x)=f(x)—glx), xeX
(fe)(x) = f(x)g(x), x€X.

f
f

<

Ef g(x) # O fyrir 6ll x € X, pd getum vid einnig skilgreint kvdra ! fallanna f og g med
8

formalunni

]—C(x):@, xeX

g g(x)
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Athugasemd:

Sumum sem eru ekki ordnir vanir hugtakinu ,,fall” geti fundist pessar skilgreiningar skritn-
ar, eda fundist vid ekki vera ad skilgreina neitt. Petta er vissulega mjog augljos og néttdru-
leg skilgreining en samt naudsynleg.

Tokum sem deemi fyrsta 1idinn (f + g)(x) = f(x) 4+ g(x). Utskyrum { ordum hvad petta
pyadir.

Hér er verid ad bua til nytt fall (nyja uthlutunarreglu) 4 X. Nyja fallid (Nyju tthlutunar-
regluna) kollum vid f + g. Pad tthlutar sérhverju staki x € X stakinu sem er fengid med
formdlunni f(x) + g(x).

13.4 Lotubundin foll

Vid segjum ad fall sé lotubundid ef pad { vissum skilningi endurtekur sjalft sig aftur og
aftur, formleg skilgreining er:

Skilgreining 13.4.1. Fall f : R — R er sagt vera lotubundid med lotu a ef a € R og
fx+a)=f(x) fyrirollx € R

Sérstaklega skal taka fram ad pegar vid segjum ad einhver tala a sé lota einhvers falls f pa
er ekki par med sagt ad pad s€ minnsta mogulega lotan. Fall med lotu 4 getur lika haft lotu
2.

Vid sjdum lika ad ef a er lota einhvers falls a pa verdur 2a lika lota fallsins pvi ad fyrir 61l
x faest

flx+2a) = f((x+a)+a) = f(x+a) = f(x)

Audvelt er ad sja ad svona er hegt ad halda afram fyrir allar heilar tolur og vid faum reglu:

Setning 13.4.1 Litum f: R — R ver lotubundid fall med lotu a, pa er f(x+na) = f(x)
fyrir 6ll n € Z og 6ll x € R.

Oft er pagilegt ad notfara sér petta hugtak til ad skilgreina ny foll:

Daemi 13.4.1. Latum f : R — R vera fallid sem er med lotu 2 og er skilgreint med
formdlunni:

fO =k of  xe[-11]
Tokum eftir ad formulan er adeins tekin fram fyrir bilid [—1, 1[ en hin nagir samt til ad
skilgreina f otvirett 4 6llu R pvi ef x er tala sem er ekki 4 pessu bili getum vid alltaf

fundid f(x) med pvi ad notfeera okkur pad ad pad er med lotu 2. Til demis ef reikna 4
f(5) pa getum vid notfaert okkur lotu fallsins til ad reikna:

£(5) = f(=143-2) = f(=1) = | 1] = |

Tokum eftir ad vid purftum ad ,,feera okkur” inn 4 svedi par sem ad formulan fyrir f var
gefin. Hér ad nedan er mynd af fallinu. Upphaflega lotan sem gefin er med formulu er
morkud innan vid punktalinur.
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13.5 Jafnstaeo og oddstaeo foll
Skilgreinum jafnsted og oddstad foll:

Skilgreining 13.5.1. Latum f: R — R vera fall.
Vid segjum ad f sé jafnstett ef f(—x) = f(x) fyrir 61l x € R
Vid segjum ad f sé oddsteett ef f(—x) = —f(x) fyrirollx € R

Skodum pessar skilgreiningar myndrant.

Fall er sagt jafnstett ef myndin af grafi pess er eins sitt hvoru megin vid y-asinn.

Fall er sagt oddstett ef myndin af grafi pess verdur speglud um x-as ef fart sig er yfir
y-asinn.

Daemi 13.5.1. Skerid dr um hvort follin séu jafnstaed, oddsted eda hvorugt.
(@)

f: R— R gefid med f(x) = x>

(b)

g: R — R gefid med g(x) =x
(©)

h: R — R gefid med h(x) = x> +x°

Lausn:

(@)

f er jafnsteett pvi ad fyrir 6ll x € R gildir f(—x) = (—x)? = x> = f(x)

(b)

g er oddstzett pvi ad fyrir 61l x € R gildir g(—x) = (—x)*> = —x> = —g(x)

(©)

Hér er h hvorki jafnstett né oddstett. Til ad syna pad purfum vid einfaldlega ad finna
demi um x pannig ad h(—x) # h(x) og h(—x) # —h(x).

Ef ad vid préfum x = 2 fadum vid ad h(2) = 12, h(—2) = —4.

Vid sjaum pd ad h(—2) # h(2) og h(—2) # —h(2).

3
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Dami 13.5.2. Skilgreinum fall f: R — R med:

0 efxerored tala
1 efxerreo tala

) = |

(@

Skerid ur um hvort f er jafnstett, oddstett eda hvorugt.

(b)

Finnid allar lotur fallsins f.

Med 60rum ordum, finnid einfalda framsetningu 4 menginu:

{a € R; aer lota fallsins f}

Lausn:

(a)

Augljost er ad ef x er rad tala pa er —x lika red tala.

Vid faum pess vegna ad fyrir allar reedar tolur x er f(x) = 1 og f(—x) = 1. Pess vegnaer
f(x) = f(—x) ef x er rad.

Eins sést ad f(x) = f(—x) ef x er ored tala.

Allar tolur eru annad hvort redar eda éredar svo ad vid hofum fengid

f(=x)=f(x) fyrir 61l x € R
Med 60rum ordum pa er fallid jafnsteett.

(b)

Skiptum daminu { tvo lidi:

1. Synum fyrst ad sérhver r&d tala er lota fallsins f.
Latum a vera r&da tolu.
Vid purfum ad syna ad fyrir 61l x € R pa gildi f(x+a) = f(x).
Ef x er lika r@0 tala pa er audvelt ad sja ad summan x + a er lika r&d tala pess
vegna feest f(x+a) = f(x) fyrir 6l reed x
Ef x er ored tala pa er audvelt ad sja ad x 4 a er lika 6red. Pess vegna gildir
f(x+a) = f(x) fyrir 61l 6red x.
Oll x € R eru annadhvort red eda 6rad, og pvi hofum vid synt ad

fx+a)=f(x) fyrirollx € R
Med 6drum ordum pa er a lota fallsins f.

2. Synum nast ad engin 6red tala sé lota fallsins f
Latum a vera 6reda tolu.
Vid purfum ad syna ad til er tala xg p.a. f(xo+a) # f(xo).
Latum xo = —a, pa er xo 6red svo ad f(xp) =0.
Hinsvegar er f(xo +a) = f(—a+a) = f(0) =1 pvi ad 0 er rz0 tala.
Vid hofum fengid ad f(xo +a) # f(xp) svo ad fallid hefur ekki lotu a.

Aflidum 1. og 2. sést ad a er lota fallsins f p.p.a.a. a sé raed tala.
Med 60rum ordum er
{a € R; aer lota fallsins f} = Q
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13.6 Einhalla foll

Fall er sagt vera vaxandi ef myndin af grafi pess gerir ekkert nema vaxa.

Skilgreining 13.6.1. Liatum X C R, o0g f: X — R vera fall.

e Ef um sérhver x1,x, € X sem eru valin pannig ad x; > x, gildir

f(x1) > f(x2)

Pé er f sagt vera vaxandi fall.

e Ef um sérhver x1,x, € X sem eru valin pannig ad x; > x, gildir

fx1) < f(x2)

paer f sagt vera minnkandi fall.

e Ef ad ¢jofnurnar fyrir fallgildin { skilgreiningunum varu strangar vari f sagt vera
stranglega vaxandi/minnkandi fall.

e Fall sem er annad hvort vaxandi eda minnkandi er sagt vera einhalla.

e Fall sem er annad hvort stranglega vaxandi eda stranglega minnkandi er sagt vera
stranglega einhalla.

14 Margliour

14.1 Margliour

Marglida er fall p: R — R sem tdkna md med formulu af gerdinni
p(x) = apx" +ap XNt aix+ag

Par sem n € NU {0} studlarnir a; eru rauntdlur og a, # 0.

Nittdrulega talan n kallast stig marglidunnar. Stig marglidu p er tdknad med deg p.
Marglidan er s6gd vera stodlud ef a, = 1.

Um marglidur gildir mikilveg regla:

Setning 14.1.1 Latum p(x) = a,x" + ... +a1x+ap og q(x) = byyx™ + ... + b1x + by vera
maraglidur af stigi n og m.

Ef p(x) = g(x) fyrir 61l x € R pd er n = m og

apg=by,a1=by,...,a,=by
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Pessi regla segir { toludu mali ad marglidur eru jafnar p.p.a.a. allir studlar peirra séu jafnir.
Til ad sanna pessa reglu parf annadhvort pekkingu { linulegri algebru eda nota sér sam-
felldni marglidunnar og prepun. Petta eru hugtok sem er ekki btiid ad kynna ennpa og pess
vegna verdur sonnuninni sleppt hér.

Daemi 14.1.1. (a)
4
p(x) = 3x° +mx? — — er demi um marglidu. Hér er ag = —‘3‘, a) =m,a5 =3 0ga; =

az = a4 = 0 Pessi marglida hefur stig 5. Hun er ekki stodlud pvi ad as = 3

(b)
g(x) = 3* er ekki marglida.

14.2 Nullstoovar marglioa

Ef p er marglida og xp er tala p.a. p(xo) = 0 pa segjum vid ad xo sé niillstoo eda rot
marglidunnar p.

Sumar marglidur hafa engar nillstodvar eins og t.d. marglidan p(x) = x> 4 1 (sem sést af
pvi ad talan x? er sterri en O fyrir 611 x).

Adrar marglidur hafa margar nillstodvar, eins og til deemis marglidan g(x) = x*> — 1 sem
hefur nullstodvarnar x =1 og x = —1.

Fjoldi nillstodva marglida er p6 takmarkadur eins og fram kemur { eftirfarandi reglu:

Setning 14.2.1 Litum p vera marglidu af stigi n. Fjoldi mismunandi nidllstodva marglio-
unnar p er pa i mesta lagi n.

Marglidur koma oft fram pegar reynt er ad lysa néttirunni med sterdfredi, og pvi teljast
marglidur vera mikilvaeg foll.

Pad er pvi mjog gagnlegt ad geta fundid allar nullstodvar gefinnar marglidu p. Pegar allar
nullstodvar marglidu p eru fundnar er { daglegu mali talad um ad leysa margliduna p.

Til eru einfaldar formaulur til ad leysa allar fyrsta og annars stigs marglidur. Par verda tt-
skyrdar 1 naestu koflum.

Einnig eru til adferdir til ad leysa pridja og fjérda stigs marglidur en par eru toluvert flokn-
ari og verda ekki skyrdar hér.

[langan tima reyndu stzerdfredingar ad leysa marglidur af fimmta stigi og hzrra. Arid 1823
tokst manni ad nafni Niels Henrik Abel hins vegar ad sanna sldandi nidurstodu. Honum
tokst ad sanna ad ekki er hegt ad leysa almennar marglidur af stigi fimm og harra. Pad er
nidurstada sem gridarlega flokid er ad sanna. Pad eitt ad setja pessa nidurstodu formlega
fram telst vera allt of flokid fyrir pennan texta.
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14.3 Fyrsta og annad stig marglioa
Fyrsta stigs margliour
Fyrsta stigs marglida er fall af gerdinni p(x) = ax+ b, par sem a # 0 og b € R. Pessi

marglida hefur 1 mesta lagi eina nuillstod. Pessa nullstod er audvellt ad finna. Madur ein-
angrar einfaldlega x dr jofnunni ax+b = 0 og fer x = —b/a.

Daemi 14.3.1. Finnid nillst6d marglidunnar p(x) = 4x+ 8.
Lausn:
Leysum ur jofnunni 4x + 8 = 0. Fdum:

4x = -8 sem jafngildir x=-=-2

Marglidan hefur eina nullstod x = —2

Annars stigs margliour

Latum p(x) = ax?> + bx +c par sem a # 0 og b,c € R vera marglidu af stigi tvd. Talan
D = b?> — 4ac nefnist pa adgreinir marglidunnar. Lausn marglidunnar p parf ad skipta { prjui
tilvik.
1. Ef D < 0 pé hefur marglidan p enga niillst6d
—b
2. Ef D = 0 pé hefur marglidan p eina nuillstod x = g
a

3. Ef D > 0 p4 hefur marglidan p tver nullstodvar:

_—b+VD ~b—+/D

Xy =

o 2a 08 2a

Sonnunin 4 pessu er ekki ykja flokin:

Einangra parf x iitiir jofnunni ax> + bx +c = 0. Ef deilt er med a bdou megin
Jjafnadarmerkis feest jafnan

b
x2+—x—|—£:O
a a

Nii leggjum vio toluna 4b—; — < vid bdou megin jafnadarmerkis til ao fd

b b b ¢

2, 0 07 b
x+ax+4a2 4a’> a

Ferningsreglan er notud vinstra megin jafnadarmerkisins og heegra megin eru brotin 16g0
saman til ao fd:

( N b>2 b% —4ac
X+— | =———
2a 4q?

Skiptum nu 1 prju tilvik:
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1. Efb* —4ac < 0 pd er sterdin vinstra megin jafnadarmerkisins jakveed en sii sem er
heegra megin er neikveo. jafnan hefur pvi enga lausn.

2. Ef b* —4ac=0 pd stendur eftir jafnan:

b\? N b
x+—] =0 sem jafngildir x+—=0.
2a 2a

betta gefur svo x = —
2a

3. Efb*> —4ac > 0 pd md taka rét badu megin jafnadarmerkis til ad fd:

b Vb? —4ac
X o =g T
2a 2a

sem jafngildir

B —b++/b?—4ac

2a

X

Dzaemi 14.3.2. Leysid jofnuna 2x> +3x — 5 = 2.

Lausn:

Vid komum j6fnunni 4 stadlad form med pvi ad fera yfir jafnadarmerkid, p.e.

2x%> 4+ 3x —7 = 0. P4 getum vid stungid 6llu saman inn { lausnarformilu annars stigs
jofnu. Hérera=2,b=30gc="7

—34+/32-4.2.(-7)  -3+65
2:2 4

X =

Lausnirnar eru ’3;” 63 og *3? 63,

144 Pattun marglioa

Ef tver marglidur p og g eru lagdar saman eda onnur dregin fra hinni verdur ttkoman ny
marglida. Margfeldid pqg verdur einnig ny marglida, en pad sama verdur ekki sagt um deil-

ingu. Ef p og g eru marglidur pa er fallid p almennt ekki marglida.

Petta svipar daltid til heilu talnanna og alveg eins og med heilar tolur getum vid skilgreint
ad ein marglida gangi upp { annari:

Skilgreining 14.4.1. Litum p og ¢ vera marglidur. Ef ad til er marglida 4 pannig ad
p = hq ba segjum vid ad marglidan g gangi upp { marglidunni p. Pa skrifum vid lika

gzheéap/q:h
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Athugum ad sérhver marglida p gengur uppi sjalfasigpviad p=1-p

Pad ad skrifa marglidu g sem margfeldi marglida af legra stigi kallast pdttun marglidu.
Marglida g er s6g0 opdttanleg ef engin marglida af legra stigi en g gengur upp i g.
Marglida er s6g0 vera fullpdttud ef ad biid er ad skrifa hana sem margfeldi af 6pattanlegum
marglidum.

Pad getur verid mjog gagnlegt ad pdtta marglidur. Pess vegna er gagnlegt ad vita fyrirfram
hvort pad sé 1 hofud haegt ad patta marglidu. Eftirfarandi regla segir til um pad:

Pad getur verid erfitt ad patta marglidur, eftirfarandi regla gerir manni p6 1ifid toluvert
1éttara:

Pessi regla nytist vel vid ad patta marglidur. Sértilvik af pessari reglu er nefnilega:

Dzemi 14.4.1. Fullpéttid p(x) = x> 42x—5.
Lausn:
Hérera=1,b =2 ogc= —5. Stingum pessu inni lausnarformilu annars stigs jofnu.

—244/22—-4.1-(-5 —2++v24 242

L2y (=3) _ _ Vo 1ive
2 2 2

Samkvamt reglu getum vid pvi pattad:

p(x) = (x—(=14+V6)) (x— (=1 =v6)) = (x+1—v6)(x+ 1 +6).




14.5 Deiling me0 afgangi

Eins og 4 heiltolunum er deiling 4 marglidum ekki fullkomin { peim skilningi ad ef einni
marglidu er deilt med annari feest ekki alltaf marglida tt. Vid skilgreinum pvi deilingu med
afgangi til ad hjalpa okkur:

Skilgreining 14.5.1. Latum p og g vera marglidur. P4 eru til marglidur s og r pannig ad
p=gqs+r og degr < degq

Pad ad finna pessar marglidur s og r kallast deiling med afgangi.

Hegt er ad nota adferd sem er mjog lik 1ongudeilingu med heiltolur til ad deila marglidum
med afgangi.

Daemi 14.5.1. Deilid med marglidunni ¢(x) = x+4 { margliduna p(x) = x* 4 2x — 4 med
afgangi.

Lausn:

Med l16ngudeilingu fest eftirfarandi

X —dxr+16x —62.

X+ 4) x* +2x —4
—x*—4x’
— 43
4x3 +16x2
16x* +2x
— 16x% — 64x
—62x —4
62x +248
244

Petta segir okkur ad s(x) = x> — 4x? + 16x — 62 og r(x) = 244. Vid getum ni skrifad:

X 2x—4 = (x+4)(x° —4x® + 16x — 62) 4 244.
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Dzmi 14.5.2. Finnid allar reetur marglidunnar p(x) = x> 4+x — 10. Gefid er ad x = 2 er
rot.

Lausn:

Vid vitum ad par sem x = 2 er r6t & marglidunni pa gengur marglidan x — 2 uppi marglio-
unni p. Notum marglidudeilingu til ad patta p.

2 4+2x +5
x—2) X3 +x—10
— x> 4242
232 +x
—2x% +4x
5x—10
—5x+10
0

Af pessu sjaum vid ad
p(x) = (x—2)(x* +2x+5)

Finnum nd nillstodvar marglidunnar x> + 2x+5. Vid notum til pess lausn annars stigs

marglidu. Faum:
_ 24V22-4-1-5  -2+4/-16
B 2 - 2
Vid sjaum ad adgreinir annars stigs marglidunnar er minni en —16 < 0.
Marglidan x? 4 2x + 5 hefur pvi engar nillstodvar. x = 2 er pvi eina nillstdd upprunalegu
marglidunnar p.

X

14.6 p/q-adfero

Engin almenn leid er til sem ad leysir marglidur af hdum stigum. Eftirfarandi regla getur
p6 nyst okkur stundum:

Setning 14.6.1 Litum r(x) = a,x" +a, 1"~ ' + ...+ ajx + ao vera marglidu af stigi n
(an # 0) med heiltolustudla. Ef ad rad tala p/q er ndllstod marglidunnar r pa gengur p

uppi ap og g gengur uppi a,.

Pessi regla segir okkur ad ef ad vid viljum finna einhverja nillst6d marglidu r(x) = a,x" +
ap 1X" ' ... +ax+ap pd er radlagt ad ,.giska” fyrst 4 nillstodvarnar af gerdinni g par
sem p gegnur uppi ap og g gengur uppi a,.

Dzaemi 14.6.1. Finnid einhverja ndllst6d 4 marglidunni r(x) = 2x* — 5x°> —2x> — 9
Lausn:
Mengi allra talna sem gengur uppi télunni 2 er A = {1,—1,2,—2}. Mengi allra talna sem
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gengur uppi tolunni 27 er B={1,—1,3,-3,9,-9}

g—aéferé segir okkur ad vid eigum ad giska 4 nullstod af gerdinni § par sem p € B og
qgeA.

Oll moguleg brot af slikri gerd eru 4 -6 = 24 talsins, hins vegar ma { raun sleppa 6l1-
um minustélum { 6dru hvoru menginu pvi annars tviteljum vid margar tolur. Sleppum
minustdlunum { A og pd eru 12 moguleikar:

1’27172°1’2717271'27 172
Stingum 6llum pessum tdlum inni margliduna r:
r(hy=r(1)=-14

—_

r(%) =—10

r(5) =r(-1) =4
(3)=-32

() =r(3) =0

(3) =4
r(3)=r(-3)=270
(3)=%

r(3) =r(9) = 9306
r(3) =315

r(2) =r(-9) = 16596
()=

Med pessari adferd fundum vid eina nillst6d. Nefnilega ndllstodinax =3 pviad r(3) =0.

15 Inngangur a0 raedum follum
15.1 Reaeo foll
Ef r er fall sem tdkna m4 med formulu af gerdinni

A"+ a, 1 XN+ +aix+ag
bux™ by 1 x" 14+ .+ bix+ by

r(x) =

Pa segjum vid ad r sé reett fall.
[ pessari formilu er n,m € NU {0}, studlarnir a; og b; eru rauntolur fyrir 611 i og fremstu
studlarnir mega ekki vera 0, p.e.a.s. a,, b, # 0.

Petta er bara 6nnur leid til ad segja ad fallid r kallist raett fall ef til eru marglidur p og g p.a.

r=q
Stofnbrotslioun

Latum p og g vera marglidur og latum r = g. Ef marglidurnar p og ¢ eru af haum stigum
getur reda fallid r oft verid erfitt vidureignar. P4 er gagnlegt ad geta skrifad » sem summu
af einfaldari redum follum. Eftirfarandi regla getur pa stundum verid gagnleg:
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Pegar pessari reglu er beitt pd segjumst vid vera ad stofnbrotslioa reda fallid p/q.
Vid sonnum pessa reglu ekki beint en lysum adferdinni til ad stofnbrotslida hér:

Stofnbrotslioa skal reeda fallio g par sem p og q eru margliour og

q(x) =cpX" + ...+ c1x+co
er af stigi m
1. Finnum allar niillstéovar margliounnar q.
Ef marglioan hefur feerri en m niillstoovar heettum vio pvi ad pd virkar pessi adfero

ekki.
Ef m olikar niillstoovar finnast kollum vio peer ay,a, ..., ay.

2. Deilum margliounni q uppi margliouna p meod afgangi til pess ad finna margliour s
og p1 sem eru pannig ad degp; < degq og p = sq+ p1. Pd md skrifa:

p(x) p1(x)
— =s5x)+
q(x) ) q(x)
3. Skilgreinum nyja margliou q' med pvi ad setja
g (x) =mey X" ' (m—1Dep 1 X" 24 42 cox+1-¢;

4. Reiknum it stuolana by, b, ..., b,, meo formiilunni

PR ILCI R ——

q'(ai)
5. Nu mad skrifa
b b b
PO _ gy by by e
q(x) xX—a; x—a X—ap

Athugasemd
Peir sem eru komnir adeins lengra { sterdfredi og pekkja diffrun munu taka eftir ad {
adferdinni ad ofan pa er nyja marglidan ¢’ diffurkvétinn af marglidunni g.

Daemi 15.1.1. Stofnbrotslidid raeda fallio

=2
X422 —x=2

Lausn:
Hérer p(x) =x* —2 0g q(x) = x* + 222 —x - 2.
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1. Finnum ndllstodvar q.

p/q-adferd sem lyst var { sidasta kafla segir okkur ad vid eigum ad préfa hvort

tolurnar —1,1, —2,2 séu nullstodvar marglidunnar ¢:

g(=1)=0 ¢q(1)=0 ¢g(-2)=0 g(2)=12

Hér fundum vid prjar mismunandi nuallstodvar, g hefur stig 3 svo vid getum haldid

afram. Vid setjuma; = —1,a, =1 ogaz = —2.
2. Deilum g uppi p med afgangi:

x—2.

x3—|—2x2—x—2) x* -2
—xr =28 %42

2 42 4+2x—-2

20 +4x* —2x—4

5x2 -6

Skv. pessu getum vid skrifad
p(x) = (x=2)g(x) +(5x* — 6)
Vid setjum pi(x) = 5x*> — 6 og s(x) = x — 2.
3. Skilgreinum margliduna

d(x) =31 +2. 227 1l =3x% pax—1

4. Reiknum ut:

po_Pil@) _pi(=) 5 (=1)*-6 -1
@) 41 3 (124 (- -1 -2
_pifa)  —1 o _pilaz) 14

b2 = q'(az) 6 g b= q(a3) 3

5. Lausnin okkar er pess vegna:

xt—2 - 1/2 +—1/6+14/3
= X —
X422 —x—2 x+1 x—1 x+2
- 1 1 14
= X — —

26+1) 6(—1)  3x+2)
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16 Visisfoll

16.1 Visisfoll
Visisfall er fall f: R — R sem skrifa ma med formulu af gerdinni
fx)=da

Par sem a > 0 er rauntala.
Pad er fatt haegt ad segja um visisfoll eins og er. Hofundur rddleggur nemendum ad rifja
upp veldareglurnar sem segir frd i kaflanum um veldareikning.

17 Andhverfur falla

17.1 Andhverfa vorpunar

Skilgreining 4 andhverfu vorpunnar er svohljédandi:

Skilgreining 17.1.1. Litum A og B vera gefin mengi og f : A — B vera vorpun.
Ef til er vorpun g : B — A pannig ad

flg(b))=0> fyrir 611 beB

og
g(fla)=a fyrir 611 acA

pa kallast fallid g andhverfa vorpunarinnar f.
Andhverfa vorpunarinnar f er oft taknud med f~!.

[ vissum skilningi er andhverfa vérpunarinnar f si vorpun sem gerir ,,akktirat 6fugt” vid
pad sem vorpunin f gerir.

Ef vid férum aftur { ordalag kaflans um varpanir og foll pa er vorpunin f~! si regla sem
tthlutar sérhverju staki f(a) { B stakinua { A.

Tokum demi um petta:

Dzemi 17.1.1. Litum A vera mengi allra fslendinga og B vera mengid sem inniheldur
allar islenskar kennitolur.

Skilgreinum nid vérpun k : A — B sem tthlutar sérhverjum Islendingi kennitolu sinni.
P4 er andhverfan k~' : B — A og hiin tithlutar sérhverri fslenskri kennitolu fslendingnum
sem & pd kennitolu.
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Dzemi 17.1.2. Skilgreinum fall f: R, — R, med formdlunni f(x) = x.

Finnid andhverfu fallsins f.

Lausn:

Skilgreiningarmengid er hér jadkvedu rauntdlurnar, rétarfallid var { raun skilgreint sem
andhverfa pessa falls.

Andhverfan er f~!(x) = /x, stadfestum pad:

Fyrir sérhvert x € R, er (1/x)? = x.

Fyrir sérhvert x € R er Va2 =x.

Andhverfan hefur verid stadfest.

Dzemi 17.1.3. Skilgreinum fall f: R_ — R, med formdlunni f(x) = x.

Finnid andhverfu fallsins f.

Lausn:

Tokum eftir ad petta er ekki alveg sama fallid og 1 deminu 4 undan pvi ad skilgreining-
armengid er annad, nud er sk11gre1n1ngannengi6 neikvadu rauntdlurnar. Vid sjdum ad ef
x er neikved rauntala pa er Va2 =

Tlldzemlsefx——?spafeest\/_z—\/ 2=19=3=—(-3)=—x.

Pess vegna er andhverfufallid { petta sk1pt16 1=\

Stadfestum pad:

Fyrir sérhvert x € R, pder (—/x)> = (\x)*> =x

Fyrir sérhvert x € R_ pd er —Vx2 = —(—x) =x

Petta stadfestir andhverfuna.

Dami 17.14. Latum f: R — R vera fall gefid med formdlunni
1) = x4

Finnid andhverfu fallsins.
Lausn:
Skrifum y { stadin fyrir f(x) { formulu fallsins.

y=x+4
Einangrum x dr pessari jofnu
x=y—4
betta gefur okkur ad andhverfa f er
) =x—4.

Dami 17.1.5. Latum f vera fall gefid med formuilunni

x+5
x—2

fx) =
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Finnid andhverfu fallsins.
Lausn:
Skrifum y { stadin fyrir f(x) { formulu fallsins

_x+5
y_x—2
Einangrum nu x { pessari jofnu:
Faum
y(x—=2)=x+5

Margfoldum uppur sviganum og f&rum yfir jafnadarmerkio til ad fa
yx—x=542y
Tokum x utfyrir sviga vinstra megin
x(y—1)=5+2y
Deilum i gegn med (y — 1) til ad fa

5+2y
X=—7>
y—1
Nu hofum vid einangrad x ur upphaflegu jofnunni. Andhverfufallid okkar er pa

B 5+2x
ox—1

)

(Athugum ad pegar skilgreiningarmengi falls er ekki tilgreint m4 gera rad fyrir ad pad
sé stersta mogulega skilgreiningarmengid. Skilgreiningarmengi f yrdi pess vegna hér
R\ {2}. Tveir er dregid frd menginu pvi annars yrdi deilt med nilli. Skilgreiningarmengi
andhverfufallsins f~! yrdi R\ {1} ttaf somu dstadu.)

18 Lograr

18.1 Lograr

Latum a vera jakvada rauntolu og f: R — R vera visisfall gefid med formulunni

f)=da

Petta fall 4 sér andhverfu sem ad vid kollum a-logrann og er tdknadur med

log,

Skv. skilgreiningu 4 andhverfu { kaflanum 4 undan er a-logrinn pess vegna fallid sem
uppfyllir:
log,(a") =x fyirollx e R

og
d°%® = x  fyirollxe R,
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Pegar nemandi er bedinn um ad reikna 4t t6luna log,(x) fyrir gefin x og a er spurningin {
toludu mali pessi:

L hvada veldi parf ad setja a svo ad titkoman verdi x?”
Par sem ad vid vinnum { tugakerfi & pessari jord pd er talan tiu stundum hafin yfir adrar

tolur. Pess vegna er tiu-logrinn oftast bara kalladur logrinn dn pess ad taka fram toluna tiu
og hann er tdknadur med log { stadin fyrir log.

Daemi 18.1.1. Reikind
(a) log,(8)

(b) log;(81)

(c) log(10°)

Lausn:

(a)

I toludu mali er spurningin pessi:
L hvada veldi parf ad setja tvo svo ad titkoman verdi 4tta?”

Audvelt er ad reikna ad 2% = 8, svarid er pess vegna 3 og pess vegna skrifum vid
log,(8) =3

(b)

Audvelt er ad stadfesta ad 3* = 81, pess vegna er
logs;(81) =4

(©)

Hér er engin tala sett { index svo ad vid drogum pd alyktun ad vid séum ad vinna med tiu-
logrann. Svarid er eiginlega gefid { sjalfri spurningunni pvi ad { toludu maéli er spurningin
pessi;

I hvada veldi parf 10 ad vera til pess ad titkoman verdi 10%”

Pag ®tti ad vera 1jost ad svarid er 6 og pess vegna skrifum vid

log(10°%) = 6.

18.2 Lograreglur

Um logra gilda nokkrar reglur:

Setning 18.2.1 Fyrira,b,x,y € R} ogr € R gildir:

1. log,(1)=0
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Sonnum pessar reglur og tokum svo nokkur demi:

1. Fyrir sérhverta € R, pd er a® = 1, pess vegna er

log,(1) =0

2. Vio purfum ad syna ad ef talan a er hafin upp i veldio —log,(x) pd verdi iitkoman
1/x.
Pad feest beint af veldareglum og skilgreiningu d logra:

a—loga(x) _ (aloga(x))—l — = 1/x
3. Vio purfum ad syna ad ef talan a er hafin upp i veldio log,(x) +log,(y) pd verdi

titkoman xy.
bad feest beint af veldareglunum og skilgreiningu d logra:

023102 0) _ glog(x) . glozy) — 1y

4. Fest beint af lioum 2 og 3 nefnilega:
log, (x/y) = log,(x) +1log,(1/y) = log,(x) —log,(y)

5. Vio purfum ad syna ad ef talan a er hafin upp i veldio rlog,(x) pd feest itkoman x":

arloga(x) ( aloga(x))r —

6. Vio purfum ad syna ao ef talan a er hafin upp i veldio log,(x)/log,(a) pd fest iit-
koman x.
Athugum ad fyrir 6ll a,b € Ry gildir a = b'°%(@) | bess vegna fest:

logy, (x) logy, (x) logy, (x)
as@ — (plozs(@) )@ — 5@ Gy@ — plogs) —

Athugum ad 4 flestum vasareiknum er ekki hagt ad reikna alla logra. Yfirleitt er bara takki
fyrir tiu-logrann sem er tdknadur med log. Pess vegna er reikniregla sex hér ad ofan mjog
mikilvag pvi ad hiin segir sér 1 lagi ad fyrir sérhverta € R er

_ log(x)
log,(x) = Tog(a)’
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Dami 18.2.1. Reiknid an vasareiknis:
(a) logs(50) + logs(3)

(b) log,(49) -log(2)

(©) (logj,(1))"

Reiknid med vasareikni:

(d) log;(22)
(e) log,(5)
Lausn:

(a)

Vid notum reiknireglur prji og fjogur:
1
logs(50) +10g5(§) =logs(5%-2) —logs(2) =logs(5%) +logs(2) —logs(2) = logs(5%) =2

(b)

Notum reiknireglu sex:

logy(49) - logs (2) = % logy(2) = log; (49) = logy (7%) = 2

(©)
Notum reiknireglu eitt:
(logp(1))* =0 =0

(d)

Notum reiknireglu sex, stingum steerdinni log(22)/log(7) inni vasareikninn og faum

log;(22) ~ 0,629532003

(e)

Notum reiknireglu sex, stingum sterdinni log(5)/log(2) inn{ vasareikninn og faum

log, (5) ~ 2,321928095.

19 Hornafoll og einingarhringurinn

19.1 Bogaeiningar

Hingad til hofum vid i 6llum reikningum okkar notad malieininguna grdour til pess ad
meala horn. Samkvamt skilgreiningu pa skiptir hin hringnum { prjihundrud-og-sextiu
jafna hluta og einn slikur hluti er kalladur ein grada.
Hvernig talan 360 vard fyrir valinu er ekki vitad fyrir vist. Kenningar segja ad pessi tala
sé komin fr4 Babilon sem notudu tugakerfi byggt 4 tolunni 60 en ekki 4 tolunni 10 eins og
vid. Sumir benda 4 ad i tunglméanudi séu 30 dagar, og ad i arinu séu 12 manudir, og halda
ad talan 360 = 12 - 30 sé komin padan.
Sterofredilega séd pykir talan 360 ekkert merkilegri en adrar tolur og pvi engin asteda
til ad bua til mzlieiningakerfi byggt 4 henni. I raun er til miklu néttdrulegri leid til ad
skilgreina nyja melieiningu 4 horn. Pessa nyju malieiningu kollum vid bogaeiningu og
htn er skilgreind 4 eftirfarandi méta:
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Skilgreining 19.1.1. Latum o vera horn. K6llum oddpunkt hornsins O.

Teiknum hring med geisla 1 med midju { punktinum O. Armar hornsins skera hringinn {
tveimur punktum A og B.

Sterd hornsins a er pd jafnt lengd bogans a milli punktanna A og B. (Ilengd hans eins og
hann veri maldur med malbandi.)

A myndinni til hlidar sést mynd af horni c.. Biid er ad teikna
inn einingarhring 4 myndina og merkja inn skurdpunktana A
og B. Sterd hornsins a er jafnt lengd bogans milli A og B sem
er feitletradur.

Samkvamt pessari skilgreiningu pa verdur heill hringur
27t bogaeiningar pvi ad pad er ummal hrings med geisla

1.
Horn beinnar linu er t bogaeiningar og rétt horn er 5 boga-
einingar.

z

Stundum er melieiningin Rad notud fyrir bogaeiningar. I
hreinni sterdfredi er samt sterkari hefd fyrir pvi ad lata horn
vera einingarlaus og skrifa einfaldlega ZABC = x { stadin fyrir ZABC = x Rad.

Vesnlin milli grada og bogaeininga er svona:

Rad — 360\° o 2m Rad
*Rad = | x-— og X=X 7oy Rad.
Dzemi 19.1.1. (a)Skrifid § Rad { gradum.
(b) Skrifid 70° { bogaeiningum.
Lausn:
(a)
T m 360\°
— R = —_—. — = °©
¢ ad < 6 m > 30
(b)
o 21 7

19.2 Einingarhringurinn og hornafollin

Munum ad hringurinn sem er midju i punktinum (0,0) { hnitakerfinu og geisla einn er kall-
adur einingarhringurinn.

[ pessum kafla munum vid nota einingarhringinn og bogaeiningar til ad skilgreina horna-
follin 4 nyjan mata.
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Nii er markmidio ad skyra steerdirnar cos(a.), sin(at), tan(a) og cot(a):

Eftirfarandi iitskyring virkar adeins ef unnio er i bogaeiningum:
Teiknum einingahring i hnitakerfio.

Setjum blyantinn okkar i punktinn (1,0) og feerum hann rangselis eftir einingarhringnum
par til blyanturinn er biiinn ad feerast um vegalengdina o. (Ef o er neikveo tala forum vio

réttseelis um vegalengdina —a.).
Hér er i lagi po ao o. sé stor tala og vio forum marga
hringi i kringum einingahringinn.
begar blyanturinn er biinn ao ferdast um vegalengdina

o pd stoppum vio og morkum punktinn P innd hnitakerfio 1

par sem stoppaod var.

Koésinus af hornina o er niu skilgreindur sem x-hnit
punktsins P, og sinus af horninu o er skilgreindur sem
y-hnit punktsins P.

Vio skilgreinum svo tan(a) og cot(o.) med forilunum

(cos(at) #0)

(sin(ct) #0)

Skodum adeins hvernig pessi ttskyring tengist hornum.

Pegar vid feerum blyantinn eftir einingahringnum erum vid 1 rauninni ad mela hornid sem
hefur oddpunkt { hnitinu (0,0), hefur jakveda hluta x-assins sem arm og hefur sterdina o
ef pad er malt { bogaeiningum. Vid hofum teiknad petta horn innd myndina og par sést ad
efri armurinn gengur { gegnum punktinn P sem fékkst { ttskyringunni hér ad ofan.

Setjum fram formlegri skilgreiningu 4 hornafollunum:

Skilgreining 19.2.1. Ef 0 < a < pa latum vid E = (1,0) og O = (0,0).
neikvatt og er pannig ad ZEOP = a..

Vid skilgreinum cos(at) sem x-hnit punktsins P.

Vid skilgreinum sin(o) sem y-hnit punktsins P.

fyrir a € [0, 7]

fyrir a € [0, 7]

Veljum nd punktinn P sem er { fjarlegdinni einn fra O, sem hefur y-hnit sem er ekki

cos : R — R er 2mn-lotubundna jafnsteda fallid sem uppfyllir skilgreininguna ad ofan

sin: R — R er 2rn-lotubundna oddsteda fallid sem uppfyllir skilgreininguna ad ofan

Taka skal fram ad pessi skilgreining er algjorlega { samrami vid skilgreiningu hornafalla

sem sett var fram { kaflanum um prihyrninga.

19.3 Pekkt gildi 4 hornafollum

Skodum nti nokkur gildi 4 o { samhengi vid ttskyringuna 4 hornaféllunum hér ad ofan.
Munid ad vid latum blyant byrja { punktinum (1,0) og feerum okkur eftir einingarhringnum

eins langt og o segir til um, og endum { punkti P.
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1. Ef o =0 pd feerum vid okkur ekki neitt. Vid endum { sama punkti og vid byrjum { og
pess vegna verdur P = (1,0). Pess vegna er cos(0) = 1 og sin(0) = 0.

2. Ef o = /2 pé feerum vid okkur rangselis um fjérdung af hringnum (ummal hringsins
er 2m). Vid endum semsagt { topppunkti hringsins sem hefur hnit P = (0,1) svo
cos(m/2) =0 og sin(w/2) =1

3. Ef a = m pa ferum vid okkur rangs&lis um halfan hring. Pa erum vid stddd { punkt-
inum P = (—1,0) svo ad cos(x) = —1 og sin(x) =0

Svona gatum vid lengi haldid afram.
[ kaflanum um prihyrniga leiddum vid it sinus fyrir tvé horn { vidbét, setjum upp toflu

sinx | cosx | tanx | cotx

e WA ~a ala Of =
—_ N|§N|§ = O

S tom gy ol =
oH- = & |

G-t e

194 Myndir af hornafollum

Mikilvegt er ad nemandi geti séd fyrir sér hornaf6llin 4 marga mismunandi vegu. Ein
leidin er ad sjd fyrir sér einingarhringinn, en pad er einnig mikilvaegt ad pekkja myndirnar
af grafi peirra ef litid er 4 pau sem venjuleg foll. Pau lita svona tit:

y
1 sin(x)
X
-3 -2 -1 1 2 3N4 5 6 71 8
- ~_
y
1 cos(x)
X
-3 -2 -1 1 2 3 45 6 71 8
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3 tan(x)

cot(x)

Takid eftir ad 61l f6llin eru lotubundin med lotu 2.

Takid lika eftir ad kdsinusinn litur nestum alveg eins Gt og sinusinn, eini munurinn & grof-
unum er ad buid er ad hlidra 6dru til hlidar um s midad vid hitt.

Sinusinn og késinusinn eru takmorkud foll, takmorkud af einum ad ofan og minus einum
ad nedan.

Tangensinn og kétangensinn eru ekki takmorkud heldur stefna pau 4 plis eda minus éend-
anlegt & sumum stodum. Pad eru stadirnir sem késinusinn eda sinusinn eru null

19.5 Hornafallareglur

Um hornaf6llin gilda margar reglur sem gagnlegt er ad muna, margar peirra er hagt ad sja
fyrir sér myndrent med einingahringnum. Vid skulum taka demi um nokkrar slikar, og
rokstydja par { samrami vid utskyringuna ad ofan

(1) Rokstydjum ad
cos(a) = cos(—a) og sin(a) = —sin(—a) y

einingarhringnum um vegalengdina o og morkum par punktinn Pj,

Vid byrjum i punktinum (1,0). Farum okkur fyrst rangselis eftir Py
feerum okkur svo rangs@lis um o og moérkum par inn P». Audvelt er /

a0 sjd fyrir sér ad punktarnir munu hafa sému x-hnit en y-hnit annars K —a
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hefur gagnstett formerki midad vid y-hnit hins. En pad er einmitt
pad sem ad vid erum ad reyna ad rokstydja.

(2) Rokstydjum ad

cos(mt—a) = —cos(a) og sin(mt — a) = sin(a) Y

Vid moérkum inn tvo punkta innd hnitakerfid. P P
Py morkum vid med pvi ad fera okkur um hornid T — o, en pad er
gert med pvi ad fera sig fyrst rangs®lis um & en svo aftur til baka a

réttselis um hornid o.
P> morkum vid innd hnitakerfid med pvi ad faera okkur um hornid a
rangsalis.

Pa er audvelt ad sja ad P og P> hafa somu y-hnit en x-hnit peirra hafa
gagnsted formerki. En pad er einmitt pad sem vid erum ad reyna ad
rokstydja.

Pad er hagt ad rokstydja allskonar fleiri reglur 4 audveldan mata.
Hér verda nokkrar slikar settar fram, hofundur hvetur nemendur til ad reyna ad sja pessar
reglur fyrir sér myndrant.

Athugum ad allar reglur sem voru settar fram { kaflanum um prihyrninga gilda einnig al-
mennt fyrir hornafoll.

19.6 Andhverfur hornafallanna

Skodum adeins jofnuna
sin(x) =0

Segjum ad vid myndum vilja einangra x dtdr pessari jofnu. Nu geti einhver stungid upp a
ad x = 0 sé lausnin pvi ad sin(0) = 0.

Pad er p6 adeins ad hluta til rétt pvi ad pessi jafna hefur { raun éendanlega margar lausnir.
x = m er lika lausn 4 pessari jofnu og einnig x = 2.

Raunin er ad n - it er lausn 4 pessari jofnu fyrir 61l n € Z.

Pad sem meira er pa eru petta allar lausnirnar. Pess vegna skrifum vid stundum

sin”1(0) = {nm; n€ 2}
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Petta gildir um fleiri t6lur en 0. Jafnan sin(x) = a hefur nefnilega 6endanlega margar lausn-
irixfyrirolla € [—1,1].

Hinsvegar er audvelt ad sjd ad ndkvaemlega ein af pessum lausnum er tekin af bilinu [—t/2, pi/2].
Vid skilgreinum pess vegna nytt fall Arcsin sem ad er pannig ad

Arcsin(a) = xp
P4 og pvi adeins ad xo sé talan af bilinu [—x/2,7t/2] sem uppfyllir j6fnuna
sin(xg) = a
Arcsin er pessvegna halfgerd andhverfa sinusfallsins vegna pess ad
sin(Arcsin(x)) = x fyrir oll x € [—1,1]

hin ner pé ekki ad verda algjor andhverfan pvi ad pad ofuga gildir ekki. P.e.a.s. ekki er
heegt ad fullyrda ad Arcsin(sin(x)) sé jafnt og x.
T.d. er sin(2w) = 0 og Arcsin(0) = 0 og pvi fast

Arcsin(sin(2m)) = Arcsin(0) =0

Vid skulum nu skilgreina andhverfur allra hornafallanna formlega:

Skilgreining 19.6.1. 1. Arcsin: [—1,1] = [-n/2,7/2]
er fallid sem uppfyllir

sin(Arcsin(x)) = x fyriroll x € [—1,1]

2. Arccos: [—1,1] — [0,
er fallid sem uppfyllir

cos(Arccos(x)) =x  fyrir6llx € [—1,1]

3. Arctan : [—o0,00] — [—7/2,7/2]
er fallid sem uppfyllir

tan(Arctan(x)) =x  fyrir 61l x € [—o0, o0]

4. Arccot: [—o, 0] — [0,7]
er fallid sem uppfyllir

cot(Arccot(x)) =x  fyrir 6ll x € [—o0, 0]

Tokum sérstaklega eftir bakmengjum fallanna.

Hér er bakmengi Arcsin fallsins bilid [—m/2,7t/2] pvi ad Arcsin(a) er lausnin 4 jofnunni
sin(x) = a sem er tekin af pvi bili.

Hinsvegar er annad bakmengi fyrir fallid Arccos pvi ad Arccos(a) er lausnin 4 jéfnunni
cos(x) = a sem er tekin af bilinu [0, x|

Bakmengi Arctan og Arccot eru valin af somu dstedum.

Tokum einnig eftir formengjunum.
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Formengid fyrir Arcsin og Arccos er bilid [—1, 1] pvi ad f6llin cos og sin taka bara gildi 4
pvi mengi. Jafnan sin(x) = 2 er til deemis Sleysanleg pvi ad sinusfallid er alltaf minna en
einn.

Formengid fyrir Arctan og Arccot er hinsvegar bilid [—oo, | pad er af pvi ad pessi {6l
eru 6takmorkud, jafnan ran(x) = a hefur lausn fyrir 61l a. Samanber myndina af grofum
fallanna fyrir ofan.

Mikilvaegt er ad geta séd fyrir sér andhverfur hornafallanna & mynd.
Hér eru myndir af peim:

Arcsin(x)

~1 -05 0.5 1
1+ Arccos(x)

1 Arctan(x)

X

-3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 7 8
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20 Vigrar

20.1 Vigrar

Latum Py = (x1,y1) og P» = (x,y2) vera tvo punkta { plani

og drogum strik frd P; til P, og gefum pvi stefnu fra P til P,
P;. Petta stefnubundna strik nefnist vigurinn frd Py til P, og /
er taknad med P; P, og 4 mynd teiknum vid hann sem or fra | P PP,

P, til P>. Talan x, — x| nefnist ldhnit eda x-hnit vigursins og

talan y, — y; nefnist lo0hnit eda y-hnit hans. Radtvenndin
(x2 —x1,y2 —y1 ) nefnist hnit vigursins. [ sumum békum eru hnit vigra adgreind fra hnitum

punkta med pvi ad skrifa pau med annars konar svigum [a,b] eda sem délka {Z} Petta

skiptir litlu mali, pvi 4 samhenginu 4 alltaf ad vera 1jost hvort radtvennd er hnit punkts eda
hnit vigurs.

Hugsum okkur nid ad vid tokum einhverja adra punkta Pz og Ps. Ef stefnubundna strikid
fra P til P4 er pannig, ad pegar P3 er hlidrad yfir Py, pa hlidrast P4 i P>, pa segjum vid ad
PP, og P3Py skilgreini sama vigur. Ef petta gerist pa eru hnit P; P, pau sému og hnit P3Py.
Vigur er pvi stefnubundid strik sem hefur engan fastan upphafs- eda lokapunkt. Ef hann
er ritadur { planid sem vigur frd einum punkti til annars, pa eru hnit hans pau sému hvar
sem hann er teiknadur. Venja er ad tdkna vigra med feitu letri a, b, c.... Nullvigurinn 0 er
vigurinn sem hefur hnitin (0,0).

Sérhver punktur P { planinu skilgreinir vigurinn OP fra upphafspunkti O til P. Hann nefnist
staoarvigur punktsins P. Hnit hans eru pau sému og hnit punktsins P.

20.2 Polhnit vigra

Algengast er ad tdkna vigur med rétthyrndum hnitum (x,y) par
sem x tadknar larétta faerslu og y tdknar 16drétta feerslu sem vig- y v=(x,y)
urinn stendur fyrir eins og lyst er ad ofan.
Stundum er p6 hentugra ad tdkna vigurinn med svokolludum r
pOlhnitum af gerdinni (7,0)p41. 0
[ pélhnitaframsetningu er fyrra hnitid, r, 14tid standa fyrir lengd

vigursins. 0 1 X

Seinna hnitid, 0, er 14tid standa fyrir stefnuhorn vigursins, en

stefnuhorn vigurs er skilgreint sem hornid sem vigurinn myndar midad vid jakvada hluta
x-assins ef upphafspunktur hans er settur i upphafspunk hnitakerfisins O.

Med audveldri prihyrningafradi sést ad vensl milli rétthyrndu hnita og pélhnita gefins vig-
urs eru gefin med

= /x2 +y2
x =rcos0,

y =rsin0.

Daemi 20.2.1. (a) Finnid pdlhnit vigursins (4,3).
(b) Finnid pdlhnit vigursins (—4,3).
(¢) Finnio rétthyrnd hnit fyrir vigur med pélhnit (5,7/3)p61
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Lausn:
(a) y

Ef vigurinn er teiknadur upp sést ad stefnuhorn hans, 0
er 4 bilinu [0,7/2] ef melt er { bogaeiningum.

Med einfaldri prihyrningafraedi sést ad tan(0) = % svo ad |
6 = Arctan(2) ~ 0.643501108. r
Lengd vigursins er r = /32 +42 =5, 11

Hnit vigursins { p6lhnitum eru pess vegna 0

t t t ‘x
(5, 0.643501108) 1. 1 2 3 4

Lausn:
(b)
Hér sést 4 mynd ad stefnuhornid (sem er merkt & mynd y
med 60) er 4 bilinu [7t/2, 7). 471
Hornid sem er merkt med o inn 4 myndina er audvelt ad
finna med prihyrningafraedi. Vid hofum tan(a) = 2 svo N 3
a0 |

o = Arctan(3) = 0.643501108 }

En pder 6 =m— o = 2.498091545 l 11
Lengd vigursins fest sidan med jofnunni i

r = v/32 442 = 5 P6lhnit hans eru pess vegna . *3 *2 *1

(5, 2.498091545) 1.

Lausn:

(©)
Mun einfaldara ad skipta ur polhnitum { rétthyrnd hnit en 6fugt.
Hér setjum vid einfaldlega inn { jofnurnar

x=rcos(0) = 5005(%)5 .

N =
N\g I
Ll Ol wm

y = rsin(6) = SSin(g) =5

Svo rétthyrndu hnitin eru

3
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20.3 Vigrareikningur

A mengi vigra { plani getum vid skilgreinum vid adgerdirnar samlagningu og fradratt. Vid
skilgreinum einnig margféldun vigurs vid tolu.

Skilgreining 20.3.1. Litum a = (a;,ay) og b = (b,b) vera vigra. Litum ¢ € R vera
rauntolu. Summa og fradrattur vigranna eru skilgreind med

a+b=(a;+bi,a+by)

a—b= (al—bl,az—bz)

Margfoldun vid tolu er sidan skilgreind med

t-a=(tay,tay)

Pessar sterdir eiga sér ramfradilegar tulkanir.

Summu tveggja vigranna a og b ma tilka ramfredilega sem vigurinn sem nar fra upp-
hafspunkti vigursins a til endapunkts vigursins b eftir ad upphafspunktur b hefur verid
stadsettur { endapunkti a

Vigurinn a — b ma tilka rimfraedilega sem vigurinn sem ner frd upphafspunkti a til upp-
hafspunkts b ef peir eru stadsettir pannig ad peir hafi sama lokapunkt.

Vigurinn ta ma tilka rimfredilega sem vigurinn sem hefur sému stefnu og vigurinn a en
er t-sinnum lengri.

Nokkrar reiknireglur gilda um vigra sem eru sannadar med pvi ad beita tilsvarandi reikni-
reglur fyrir rauntélur:
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Daemi 20.3.1. Reiknid (1,2)+5(-2,5).
Lausn:
Vid byrjum 4 ad margfalda og leggjum sidan saman hnit fyrir hnit:

(1,2) +5(=2,5) = (1,2) + (—10,25) = (—9,27).

204 Innfeldi vigra og horn

Innfeldi vigra er adgerd 4 vigrum sem uthlutar tveimur vigrum a = (aj,az) og b = (by,b7)
rauntdlunni sem er gefin med formulunni

a-b=aby+arbs

Horn milli vigranna a og b er skilgreint pannig ad peim er hlidrad i sameiginlegan upphafs-
punkt og ut frd hvorum fyrir sig er 6endanleg hélflina dregin. Hornid milli halflinanna er
skilgreint sem hornid milli a og b.

Lengd vigursins a er svo eins og fyrr var sagt gefin med formulunni

la = /ai + 45

Vid fyrstu syn er ekki augljést ad innfeldi vigra hafi einhverja rimfredilega tilkun. I 1j6s
kemur p6 ad innfeldid er mjog natengt lengd vigranna og horninu 4 milli peirra. I pessum
kafla verdur fjallad um pessi tengsl.

Byrjum 4 pvi ad setja fram prjar einfaldar reglur:
1. |aj>*=a-a
2. |a+b|?>=|a]>+|b|*>+2a-b
3. la—b|?>=|a]*+|b]>—2a-b
Sonnum per:
1. |a*= (V& +a3)? =a}+d} =aja +amar =a-a

2. |a+b|? = (a1 +b1,a2+b2) > = (a1 +b1)* + (a2 + b2)?
= a? 4+ b3 4 2a1by + a3 + b3 +2a0by = |a|? + |b|? +2(a1b1 +azb,)
= |a]®>+|b|>+2a-b

3. |.‘:l—b|2 = \(al —bl,az—b2)|2 = ((ll —b1)2—|— ((lz—bz)z
= a% —I—b% —2a1by +a%+b% —2arby) = ‘3‘24— |b‘2 — 2(a1b1 —|—a2b2)
—=|al>+|b>—-2a-b

Skodum nu adeins betur jofnuna { reglu prjd hér ad ofan. Ef innfeldid a-b er einangrad
utdr pessari jofnu faest jafnan

1
a-b= §(|a|2+ [b]> —[a—b|*)

Heagra meginn jafnadarmerkis { pessari jofnu koma einungis fram lengdir 4 vigrum og 1j6st
er a0 par breytast ekki p6 svo ad vid snium eda hlidrum hnitakerfinu. Pvi sjaum vid ad
eftirfarandi regla gildir:
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Med pessa reglu sér til hjilpar er audvelt ad sanna adalreglu pessa kafla. En hin segir
einfaldlega

Sonnum petta:
y

Ldtum a og b vera vigra og 0 vera hornio
d milli peirra. Eftir a0 hnitakerfinu hefur verio hliorao
0g sniiio [ kringum pd md gera rdo fyrir ad vigurinn
a sé samstefna x-dsnum. Pd verour 0 stefnuhorn
vigursins b og hnit peirra verda pd gefin meo

b = (|b|cos 6, |b|sin6)

X

a=(a,0) og b= (|b|cos(0),[b|sin(6))
En pd er innfeldi vigranna

a-b = |a||b|cos(0)

Sértilvik af pessari reglu er oft notad { sterdfradi, pad er sértilvikid pegar vigrarnir a og b
eru hornréttir hvor 4 annan. Pekkt er ad kdsinus af réttu horni er ndll og pess vegna getum
vid sett fram eftirfarandi aukasetningu:

Daemi 20.4.1. a) Reiknid innfeldi vigranna (1, 1) og (2,1)?
b) Reiknid (1,2) - ((—2,1) — (12,0)).

Lausn:

(a)

Vio reiknum (1,1)-(2,1)=2-14+1-1=24+1=3.

(b)

Reiknum:

(1,2)-((=2,1) = (12,0)) = (1,2) - (=14, 1) =1 (=14) +2- 1 = —12
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Daemi 20.4.2. Finnid késinusinn af horninu 6 milli (1,2) og (2,1).
Lausn:
Vid notum jofnuna (1,2)-(2,1) =1(1,2)][(2,1)]cos() og med pvi ad einangra faum vid

(L2210 V55 5

cos(0) = 8,?'(2,1) 2+2 4

20.5 Prihyrningséjafnan

Audséd er ad { prihyrningi er sérhver hlidarlengd minni en eda jofn summu hinna tveggja.
Ein pekktasta ¢jafna sterdfredinnar er prihyrningséjafnan, en hiin lysir pessari stadreynd {
buiningi vigra:

Sonnum petta.

1. Paod er pekkt stadreynd ad |cos(0)| < 1.
Med adstoo reglunnar ad ofan fdum vio pess vegna:

a-b = |a|[b|cos(6) <|a|[b|
Af bessu feest svo:
la-+b[*=[al*+ |b|* +2a-b < [a* + [b* +2]a| [b| = (|a] +[b])?
Nii eru bdaoar sterdirnar |a+b| og (|a] + |b|) jakveodar svo ad
|a+b| <a|+[b]
2. Meo pvi ad nota lidinn d undan feest
laj=|a+b—b|=|(a—b)+b| <|a—b|+ b
Sfeerum yfir jafnadarmerkio og faum
a| —[b|<|a—b[ (%)

A sama hdtt feest
b| —a| < [b—al

En su jafna jafngidlir
—(|la] = 1|b|) < |a—b| ()

Nii feest af (%) og (x%) ad
|la] = [b]| < |a—b].

20.6 Vigrar og hornafoll
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Latum 0 vera eitthvad horn og skodum vigurinn y
ep = (cos(B),sin(0))

Pekkt hornafallaregla segir ad cos?(0) +sin?(0) = 1 fyrir ) S eg = (cos(0),sin(0))
0l1 6 og pess vegna er audvelt ad finna lengd eg sin(0)

leg| = \/c052(e) +sin?(0) =V1=1

@n)
- -—-—-----2
=

Skv. skilgreiningu & hornafollunum sést lika ad stefnu-
horn vigursins eg er 0 (sjd mynd.)
Pesar upplysingar munum vid notfera okkur til ad sanna summureglur fyrir hornaf6llin:

1

(@]
=}
w
~—~
D
~—

Sonnum petta:

1. Skooum vigranna

eq = (cos(a),sin(a))  og  ep=(cos(B),sin(B))

Annar hefur stefnuhorn o en hinn 3 svo hornio d milli peirra er |o.— f|.
Samkveemt reglu ad ofan feest pess vegna

eq - ep = |eq|ep|cos(|a— )
Nt vitum vio a0 lengdir peirra er einn og innfeldio reiknum vio it frd hnitunum.

Vio faum:
cos(a) cos(B) + sin(a) sin(p) = cos(|o.— B|)

Nii er kosinus jafnsteett fall svo ao af pessu feest
cos(a — ) = cos(a) cos(P) + sin(a) sin(f)
2. Stingum —p inn fyrir B { regluna i lionum d undan til pess ao fd
cos(a+B) = cos(at) cos(—f) + sin(a) sin(—f)
Nii er kosinus jafnsteett fall og sinus er oddsteett fall svo ao

cos(a+B) = cos(a) cos(p) — sin(a) sin(f)
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3. I kaflanum um hornafill voru settar fram reglurnar

sin(x) = cos(g —X) 0g cos(x) = sin(g —X)

Vio munum nota pessa reglu i tvigang og vio munum einnig nota lidinn d undan:

. T 11
sin(la—p) = cos(i —(a—p)) = COS((E —a)+B)

= cos(g —a)cos(p) — sin(g —a)sin(f) = sin(a) cos(p) — cos(a) sin(B)
4. Stingum inn —@ i stadin fyrir B { regluna d undan
sin(ae+ B) = sin(a)cos(—p) — cos(a) sin(—f)
Nii er kosinus jafnsteett fall og sinus oddsteett fall svo ao

sin(at+B) = sin(a) cos(B) +cos(a) sin(B)

Nu er mjog audvelt ad sanna reglurnar um tvéfold og half horn:

Sonnum petta:
1. Stingum inn o. = x 0g = x 1 i tvo 1 reglunni d undan og fdaum
cos(2x) = cos(x) cos(x) — sin(x) sin(x) = cos?(x) — sin?(x)

Nii notum vid pekktu regluna cos®(x) + sin®(x) = 1.
Af henni feest annarsvegar:

cos(2x) = cos?(x) — sin?(x) = (1 — sin?(x)) — sin®(x) = 1 — 2sin’(x)
0g hinsvegar:
cos(2x) = cos?(x) — sin’(x) = cos?(x) — (1 —cos?(x)) = 2cos?(x) — 1
2. Stingum inn o. = x og B = x { lio fjogur i reglunni d undan og fdum

sin(2x) = sin(x) cos(x) + cos(x) sin(x) = 2sin(x) cos(x)
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