3. Skiptum ut x fyrir x/2 i reglunni
cos(2x) = 2cos?(x) — 1
og fdum
cos(x) = 2cos?(x/2) — 1
einangrum cos(x/2) og fdaum

1
cos(x/2) ==+ %
4. Skiptum it x fyrir x/2 i reglunni

sin(2x) = 1 — 2sin*(x)
og fdum
sin(x) = 1 —2sin?(x/2)
einangrum sin(x/2) og fdum
sin(x) — 1

sin(x/2) =+ >

21 Formengi og varpmengi, eintaekni og ataekni

21.1 Myndir og bakmyndir

Latum f: X — Y vera einhverja vorpun.
Rifjum upp ad mengid X kallast formengi vorpunarinnar og ad mengid Y kallast bakmengi
hennar.

Latum nu A vera eitthvad hlutmengi { X, og B vera eitthvad hlutmengi{ Y.
Pa getum vid skilgreint mengin:

fA) = U{f(@)} ={f(a); a € A}

acA
0g
' (B):={xeX; f(x) €B}.

Mengid f~!(B) er i raun mengi allra peirra staka sem vapast { mengid B.
Athugum ad fyrir 611 hlutmengi A oog B mun gilda:

f(Aycy oz  fYB)CX.

21.2 Eintaekar og atekar varpanir

Latum f: X — Y afram vera einhverja vorpun.

Latum nu yg € Y vera eitthvad stak { bakmenginu. Oft er getur verid gagnlegt ad vita hvort
hagt sé ad finna einhverja lausn 4 jofnunni

J(x)=yo

p.e.a.s. hvort haegt sé ad finna eitthvad xo € X p.a. f(xo) = yo.
Ef ad pessi jafna hefur lausn fyrir sérhvert yp € ¥ pd segjum vid ad vorpunin s€ dtcek.
Formlega:
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Skilgreining 21.2.1. Vorpun f: X — Y er sogd vera atek ef fyrir sérhvert y € Y er til
x € X pannig ad f(x) = y.

Skodum nt aftur jofnuna

f(x) =0
Oft getur verid gagnlegt ad vita hvort pessi jafna hafi margar lausnir. Stundum getur pad
nefnilega verid til vandrada ef til eru tvo 6lik stok x; og xo 1 X p.a. f(x1) = f(x2) = yo.
Vid segjum ad voOrpunin sé einteek ef ad pessi jafna hefur { mesta legi eina lausn fyrir
sérhvert yp € Y.
Formlega:

Skilgreining 21.2.2. Vorpun f: X — Y er s0gd vera eintek ef fyrir sérhverty € Y er til
i mesta lagi eitt x € X pannig ad f(x) =y.

Skodum nt jéfnuna einu sinni enn

f(x) =50
Ef ad pessi jafna hefur ndkvemlega eina lausn fyrir sérhvert yp € ¥ pa segjum vid ad vorp-
unin sé gagntek. Tokum eftir ad pad gerist bara ef vorpunin er ba&di eintekt og atekt:

Skilgreining 21.2.3. Vorpun f: X — Y er s0g0d vera gagntek ef hin er b&di eintek og
atzek.

Skodum pessi hugtok adeins betur { mengjafredilegum skilningi.

Skilgreining 21.2.4. Litum f: X — Y vera vorpun.
Skilgreinum mengid £~ ({y}) med:

TN ={xeX; f(x) =y}

Vorpunin f er sogd vera dtek ef ad mengid £~ ({y}) inniheldur a.m k. eitt stak fyrir 611
yeY.

Vorpunin f er sogd vera eintzk ef ad mengid f~!({y}) inniheldur { mesta lagi eitt stak
fyrirollyeY.

Vorpunin f er sogd vera gagntek ef ad mengid f~!({y}) inniheldur ndkvemlega eitt
stak fyrirolly € Y.

Nu er melt med pvi ad nemendur rifji upp skilgreininguna 4 andhverfu vorpunnar.
Andhverfa vorpunnar f var { vissum skilningi ,,fallid sem gerir akkurat 6fugt vid pad sem
f gerir”.

Med mengjafraedilegu skilgreininguna 4 gagntaku falli er hagt ad setja fram nyja skilgrein-
ingu 4 andhverfu vorpunnar
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Efvorpun f: X — Y er gagntek pd skilgreinum vid andhverfu hennar f~': Y — X d
eftirfarandi hdtt:
Fyrir sérhvert y € Y ldatum vio f~'(y) vera étvireett dkvardada stakio { menginu £~ ({y}).

Dzemi 21.2.1. Skerid tr um hvort eftirfarandi foll séu eintek dtak eda gagntek.
@f:R=-R  flx)=x*

b)g: Ry =R flx)=x

@©@h:R=Ry  f(x)=x

@k: R, -R,  fx)=x*

Lausn:

(@)

Jafnan x> = —1 hefur enga lausn f rauntélunum. Pess vegna er f ekki ataekt.

Jafnan x> = 1 hefur tveer lausnir x = 1 og x = —1 pess vegna er f ekki eintzkt.

Sér i lagi er f ekki gagntaekt.

(b)

Jafnan x> = —1 hefur enga lausn f rauntélunum. Pess vegna er g ekki atekt.

Jafnan x? = a hefur enga lausn ef a er ekki jakvatt en 1 mesta lagi eina jakvaeda lausn ef

a er jakvett. Fallid g er pess vegna eintekt.
Fallio g er ekki gagntakt.

(©)

Fyrir sérhvert jakvett a € R pa hefur jafnan x> = a lausn, fallid /4 er pess vegna dtakt.
Jafnan x*> = 1 hefur tver lausnir, nefnilega x = 1 og x = —1. Pess vegna er fallid 4 ekki
eintakt.

Fallid h er ekki gagntakt.

(d)

Fyrir sérhvert jakvatt a € R pa hefur jafnan x?

Fallid k er pess vegna gagntekt.
Sér 1 lagi er pad atakt og eintekt.

= a ndkvamlega eina jdkvada lausn.

22 Samskeyting falla

22.1 Samskeyting falla

[ pessum kafla kynnum vid til sogunnar nyja adgerd 4 mengi varpanna. Nefnilega sam-
skeytingu peirra.
Skilgreiningin telst frekar audveld

Skilgreining 22.1.1. Litum f: X — Y og g: Y — Z vera varpanir.
Vid skilgreinum pa vorpun go f : X — Z med:

gof(x)=g(f(x)) fyrir 6ll x € X.

Tokum eftir ad bakmengi f og formengi g parf ad vera pad sama. Annars myndi pessi
skilgreining ekki virka.
Skodum til demis vOrpunina k sem varpar {slenskum ordum { fyrsta bokstaf sinn og fallid
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f:R — R gefid med f(x) = x°.

Hér myndi hvorki f o g né go f vera skilgreint af augljésum asteedum.

Vid getum nu sett fram skilgreininguna 4 andhverfu falls enn einu sinni med adstod sam-
skeytingu varpanna.

Skilgreining 22.1.2. Latum f : X — Y vera vorpun. Vorpun g: Y — X Kkallast
andhverfa vorpunarinnar f ef ad:

gof(x)=x fyrir 6l xeX

0g
fogly)=y fyrir 611 yeyY

Andhverfa f er tdknud med f~! ef hin er til.

Daemi 22.1.1. Litum f: R — R vera gefid med f(x) = x> +x

og g: R — R vera gefid med g(x) =x+3

Finnid fogoggo f

Lausn:

fogx)=f(g(x))=f(x+3)=(x+3)>+ (x+3) =x>+6x+9+x+3=x>+Tx+ 12
og

go f(x) = g(f(x) = g® +x) = (¥ +x) +3 =2 +x+3.

23 Markgildi falls

23.1 Markgildi falls

Adur en ad vid skilgreinum markgildi falls formlega skulum vid taka dzemi til ad ttskyra
hver hugmyndin er.

Skilgreinum fall:
sin(x)

g R0} SR gl =%

Tokum eftir ad vid latum fallid g ekki vera skilgreint { punktinum x = 0 pvi ad annars veri
deilt med nulli.

Pad getur hinsvegar verid dhugavert ad skoda hvernig fallid hagar sér ndlegt punktinum
x=0.

Teiknum mynd af fallinu g: y

Vid notum vasareikninn okkar til ad reikna /Fﬁ*\’\- g(x) = sin(x)

nokkur gildi 4 g og merkjum innd hnitakerfid
punktana (x, g(x)). 0.5+
Athugum ad fallid er jafnstett svo ad g(—x) =
g(x) fyrir 61l x.

g(—1)=g(1)~0,841470984
g(—0,5) = g(0,5) ~ 0,958851077

=

-1 =05 0.5 1
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g(—0,25)
g(—0,1)=g

(0,25) ~0,989615837
(0,1) ~ 0,998334166.

Takid sérstaklega eftir pvi ad fallid virdist ekki fara upp eda nidur { dendanleikann pegar
vid ndlgumst gildid x = 0.
Ollu heldur p4 virdist fallid stefna 4 gildid 1!
Til stadfestingar skulum vid reikna ut eitt gildi 4 g { viObot sem er mjog nalaegt nulli:
£(0,001) ~ 0,9999833.
Vid hofum séd ad ef xg er tala sem er mjog nélegt nilli pa verdur fallgildid g(xp) mjog
ndlaegt pvi ad verda 1.
Munum ad fallid g er ekki skilgreint { nilli, hins vegar hofum vid sér ordalag fyrir svona
tilvik.
Vid segjum ad markgildi fallsins g i nulli sé einn.
Einnig md segja a0 g(x) stefni 4 einn pegar x stefnir 4 ndll.
A tdknmdli er skrifad

limg(x) = 1.

x—0

Petta er haegt ad gera almennt.
Latum nu / C R vera eitthvad bili R og a € 1.
Latum f: I\ {a} — R vera eitthvad fall og b € R vera tolu.
Vid segjum ad markgildi fallsins f 1 punktinum x = a sé b ef ad fyrir allar tolur xo sem eru
ndlaegt tolunni a pa er talan f(xp) ndlegt télunni b.
Pa skrifum vid
lim f(x) = b.

X—a

Sumum pykir formlega skilgreiningin 4 markgildi heldur pung. Nemendur eru hvattir til ad
hugsa um hana { délitla stund og reyna ad étta sig 4 pvi hvad hin pydir, medal annars med
pvi ad bera hana saman vid ttskyringuna hér ad framan:

Skilgreining 23.1.1. G.rf. a0 I C R sé bil { R og ad a € I sé punktur 4 bilinu sem er
hvorugur endapunktur pess.
Grf.ad f: I\{a} > Rséfallogad b c R sé tala.
Vid segjum ad markgildi fallsins f { punktinum a sé b og ritum
lim f(x) =b

x—a

ef ad eftirfarandi gildir:
Fyrir sérhvert € > 0 er til 0 > 0 pannig ad ef

|x—al <&

paer
[f(x) —b <e

[ pessari skilgreiningu ma fmynda sér ad & og  séu rosalega litlar tlur.
Ojafnan |x —a| <  pydir b ad x sé rosalega ndlegt pvi ad vera a og 6jafnan | f(x) —b| < &
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pydir ad f(x) er rosalega ndlagt pvi ad vera b.
Til ad reyna skyra hugtakid betur munum vid taka demi.

Daemi 23.1.1. (a)
Latum f: R — R vera gefid med f(x) = x og latum ¢ = 0,01.
Finnid d p.a. ef |x — 1| <d paer |f(x) — 1| <0,01.
(b)
Latum g : R — R vera gefid med g(x) = x? og ldtum &€ = 0,01,
Finnid d p.a. ef |x —2| < d paer |g(x) —4| < 0,01.
(©)
Latum 4 : R — R vera gefid med h(x) = /x og latum ¢ = 0,01.
Finnid 8 p.a. ef [x—2| < d pder |h(x) —4| < 0,01.
Lausn:
(a)
Vid veljum 6 =0,01.
Latum nd x vera einhverja t6lu p.a. |x— 1] < 0,01.
ba fest
|lf(x)—1]=]x—1|<0,01

svo slikt & dugar.

(b)

Latum 6 = 0,001.

Latum x vera einhverja télu p.a. |x —2| < 0,001.
Athugum ad pé fast med prihyrningsgjofnu ad
Ix+2|=[(x—2)+4| < |x—2|+ 4| < 0,001 +4 =4,001
bess vegna fest:

8(x) 4] = ¥ 4| = [(x+2) (x = 2)| = |x +2| - |x 2|
< 4,001-0,001 = 0,004001 < 0,01.

(©)
Latum 6 = 0,01
Léatum x vera einhverja t6lu p.a. [x — 4| < 0,01.

Pa fast:
h(x)— 2] = |/i—2| = |v/x=2||v/x+2| _ |x — 4| < |x — 4| < 0,01 <0.01,
|v/x+2] |v/x+2| 2 2
Athugasemd:

Hér notadi hofundur enga sérstaka adferd til ad velja §. I raun dugar ad velja pad bara négu
andskoti 1itid og syna svo ad pad dugi.
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Deemi 23.1.2. Liatum f: R\{I} - R f(x) =x.

Synid ad y
lim f(x) = 27 fx)=x
x—1

Lausn: .57

Petta verdur nanast augljost ef fallid er teiknad upp eins Ly

og 4 mynd til hlidar. Hér setjum vid litinn hring { punkt- 051

inn (1, 1) pvi ad vid 1étum fallid ekki vera skilgreint par. '

En 1jést er ad ferillinn stefnir & punktinn (1, 1) fra bao- # # # X

um attum. 05 1 15 2

P6 svo ad pad virdist augljést ad markgildid sé€ einn pa er mikilvegt ad geta synt fram 4
pad utfra formlegri skilgreiningu.

Mikilvaegt er ad geta skilid einféldu demin 4dur en kafad er dypra { fredina og reynt er ad
gera eitthvad fléknara.

Latum € > 0 vera einhverja gefna t6lu.

Til pess ad syna ad markgildid sé einn purfum vid ad syna ad til sé¢ & > 0 sem vid getum
fundio ut fra tolunni € p.a. ef [x — 1| <d paer [f(x) — 1] <e.

[ petta skipti er pad audvelt. Vid einfaldlega veljum & = ¢.

Pvi pa faest fyrir6ll x p.a. [x— 1| < d =¢ ad

sem er pad sem syna atti.

y
3
Deemi 23.1.3. Latum f: R\ {4} = R, f(x) = /x.
Synid ad 2
lim f(x) = |
X

Lausn:
Aftur er ndnast augljost hvert markgildid er. Ef ferill fallsins f er teiknadu upp sést
greinilega ad hann stefnit 4 punktinn (4,2). P.e.a.s. pad sést ad markgildi fallsins er tveir.

Vid skulum syna petta formlega.

Latum € > 0 vera einhverja gefna t6lu.

Syna parf ad til sé d > 0 pannig ad |x — 4| < d hafi { for med sér ad |/x—2| < &.
Latum d =2 -¢.

P fest ef ad [x —4| < d ad

VE-2llVE+2 =4 =4 82
Vit Va2l s Pl

[f() —2[ = Vx—2| =

\S)

2

sem er pad sem syna atti.
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23.2 Fleiri geroir af markgildum

Skodum nu nytt fall

1
r: R\{1} =R r()c):(x_l)2

Teiknum mynd af fallinu til ad sja hvernig pad hagar
sér 1 grennd vid punktinn x = 1. y

400
f(0,5)=f(1,25)=4
f(0,75) = f(1,25) = 16 300
£(0,9) = £(1,1) = 100
f(0,95) = £(1,05) = 400 200
Vid sjaum ad fallid r(x) stefnir hratt upp { 6endan- 100
leikann pegar x stefnir 4 einn.
Pess vegna segjum vid ad markgildi fallsins 7 1 ein-
um sé éendanlegt og skrifum 0.5 1 1.5

li = o0,
fiyr) ==

Formlega skilgreiningin er:

Skilgreining 23.2.1. G.rf. a0 I C R sé bil { R og ad a € I sé punktur 4 bilinu sem er
hvorugur endapunktur pess.

Gurf.ad f: I\ {a} — R sé fall.

Vid segjum ad markgildi fallsins f { punktinum a sé 6endanlegt og ritum

lim f(x) = oo

ef ad eftirfarandi gildir:
Fyrir sérhvert N > 0 er til 8 > 0 pannig ad ef

|x—al <9

paer
f(x)>N.

Nu getum vid lika hugsad okkur fall sem hefur markgildid minus 6endanlegt. Skilgrein-
ingin er mjog svipud og su sem er hér 4 undan. Nemendur eru hvattir til ad reyna lata sér
detta { hug hvernig hun litur ut.

Skodum nytt fall
1

:R—=R =
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Petta fall er skilgreint 4 6llu R.

Stundum getur verid gagnlegt ad skoda hvad gerist
pegar vid fallid 1 éendanleikanum.

Vid skulum skoda p(x) fyrir stor gildi 4 x:

p(5) ~0,038461538 0.5
p(10) ~ 0,009900990099
p(50) ~ 0,000399840064
p(100) ~ 0,000099990001 0.1

Vid sjaum ad fallid p stefnir a nuall pegar x stefnir 4
6endanleikann.
Pess vegna skrifum vid

lim p(x) =0

X—®©

Formlega er petta skilgreint:

10

15

Skilgreining 23.2.2. G.r.f. ad I C R sé bil i R sem er 6takmarkad ad ofan.
Gurf.ad f: I —+ Rséfall ogad b € R sé tala.
Vid segjum ad markgildi fallsins f { 6endanleikanum s€ b og ritum

lim f(x) =b

X—®

ef ad eftirfarandi gildir:
Fyrir sérhvert € > 0 er til N > 0 pannig ad ef

x>N

paer
|f(x) —b| <e.

Skilgreiningin fyrir markgildi { minus 6endanlegu er mjog svipud. Nemendur eru hvattir

til ad reyna ad lata sér detta { hug hvernig hun litur ut.
Skodum eitt fall ad lokum.

g: R\{-1} >R ¢(x)=

Teiknum upp mynd til ad sja hvernig petta fall litur ut
nalegt punktinun x = —1.

q(—0,5)=2  g(—1,5)=-2
g(—0,9)=10  ¢g(—1,1)=—10
q(—0,99) =100  ¢(—1,01)=—100

50 ¢

20

Hér sjaum vid ad fallid g stefnir annad hvort 4 éendan-
legt eda minus éendanlegt, eftir pvi hvoru megin fra vid
ndlgumst pad.

Vid segjum ad markgildi fallsins g frd hagri { punktinum
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—1 sé dendanlegt en a0 markgildi fallsins g fra vinstri {
punktinum —1 sé minus éendanlegt og vid skrifum:

lim g(x) = lim g(x) = —o
x——1t x——1-

Formlega skilgreiningin & pvi ad markgildi fra hegri sé 6endanlegt er svohljédandi:

Skilgreining 23.2.3. G.rf. a0 I C Rsé bil i R og ad a € I sé vinstri endapunktur pess.

Grf.ad f: I\{a} — R séfall.
Vid segjum ad markgildi fallsins f fra haegri { punktinum a sé éendanlegt og ritum

lim f(x) =00

x—at

ef ad eftirfarandi gildir:
Fyrir sérhvert N > 0 er til § > 0 pannig ad ef

O0<x—a<?d

paer
f(x) >N

Skilgreiningin 4 markgildi fra vinstri er mjog svipud. Nemendur eru hvattir til ad reyna lata
sér detta 1 hug hvernig hun litur qt.

Nu skulum vid taka saman { lokin helstu gerdir af markgildum:

1) limf(x)  markgildio af f(x) pegar x stefnir d a

(x)
Xx—a
2) Eer f(x) markgildio af f(x) pegar x stefnir d a frd hegri
X—da
3) gm f(x) markgildio af f(x) pegar x stefnir d a frd vinstri
X—d—
4)  lim f(x) markgildio af f(x) pegar x stefnir d pliis dendanlegt
(x)

X—r+4© (
(

5) lim f markgildio af f(x) pegar x stefnir d minus dendanlegt

Dzemi 23.2.1. Finnid eftirfarandi markgild:
(Hér skulum vid lata rokstudning duga { stadin fyrir ad nota formlegu skilgreiningarnar.)
(@)

L (sin(x)?

X—r00 X
(b)

lim o

x—0 (2x — 1)2
(©)

lim

1%~ cos(x)
Lausn:
(a)
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Audvelt er ad sjé ad fallid % stefnir 4 null pegar x stefnir 4 6endanlegt.

Pekkt er ad |sin(x)| < 1 fyrir 611 x og pvi faest ad 0 < (sin(x))? < 1 fyrir 611 x.
Pegar x er stort er pvi % nalegt nilli og (sin(x))? er 4 milli nidll og einn.

En pa er audvelt ad sja ad

sin(x))?
( ( )) — (sin(x))zl

X X
er nalegt nulli svo ad markgildid er null.
Vid skrifum: . )
I CLIC R
X—r00 X
(b)

Pegar x stefnir 4 einn b4 stefnir (2 — 1)? 4 nill svo ad ﬁ stefnir annadhvort 4 plds

eda minus dendanlegt. Parsem (2x11)2 = (2x1—1 )2 er steda { 60ru veldi pa er hin alltaf
jékved. Hin hlytur pvi ad stefna 4 plis éendanlegt, vid skrifum

Mo
(©)
Pegar x stefnir 4 7t/2 pd stefnir cos(x) & nill svo m stefnir 4 plds eda minus 6endanlegt.

Pekkt er ad cos(x) er jakvett ef 0 < x < /2. Steedan - Osl(x)

bili og pess vegna stefnir hin 4 plis éendanlegt ef ad nélgast er 7t/2 frd vinstri.
Vid skrifum

er pess vegna jdkved 4 sama

lim =
x—2~ €os(x)

23.3 Reikniadgerdir 4 markgildum

Pegar markgildi eru reiknud gilda reiknireglur sem @ttu ekki ad koma 4 dvart.
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Tokum sérstaklega eftir pvi ad { reglunni er tekid fram ad markgildid megi ekki vera plus
eda minus 6endanlegt. Pad er af pvi ad 6endanlegt er ekki tala og pad er ekki til nein skyn-
samleg leid til ad tulka stardir eins og % — .

Vid skulum sanna pessa reglu:

Vid skulum bara sanna tilfellid pegar ¢ € R, en ekki tilfellin ¢ = o eda ¢ = —o0. Pad er gert
4 mjog svipadan hatt.

Ldtum lim,_,. f(x) = a og limy_,.g(x) = b

1. Ldtum € > 0 vera gefio.
Syna parfad til s¢é 8 >0 p.a. ef [x—c| <d pd er |k —k| < e.
En petta eru algjirlega otengdir hlutir. |k — k| = 0 < € sama hvad x eda d er.
Vio megum pvi velja hvada O sem vio viljum og fullyroingin er sjdlfkrafa rétt.

2. Syna parf ad limy_,.(kf (x)) = ka.
Athugum ad ef k =0 pd er kf (x) = 0 og eftir stendur lim,_,.0 = 0.
bao var einmitt synt i lio eitt svo vio getum gert rdo fyrir ad k # 0.
Ldtum € > 0 vera gefio.
Finna parfd>0p.a. ef |x—c| <d pder |kf(x) —ka| <.

Par sem lim,_,. f(x) = a pd vitum vio ad til er &y pannig ad ef |x — c| < &y pd er
700 —al < £

Setjum & = d¢ og pd feest:
Ef |x—c| <9 pa:

|ww—m=mww—aswﬁ=s

sem er einmitt pad sem syna purfti.

3. Syna parf ad limy_,.(f(x) +g(x)) =a+b.
Ldtum ¢ > 0 vera gefio.
Finna parf d pannig ad ef |x —c| < d pd er
[(f(x)+8(x) —(a+b)| <e

Par sem limy_,. f(x) = a pd vitum vid a0 til er &) pannig ad ef |x —c| < &1 pd er

|f(x) —al < 3.
Par sem limy_,. g(x) = b pd vitum vid ao til er &, pannig ad ef |x —c| < &, pd er
|g(x) —b| < 3.

Ldtum nii § vera minni téluna af 81 og 8>, med 60rum ordum setjum & = min{d1, 0, }.
Pd feest ao ef |x—c| < pd er sér i lagi |x —c| < 8; og |x —c| < 8, og pvi feest

() +8(0) — (a+B)] = (F(¥) —a) + (g(x)~b)| < | f(¥)—al +]g(x) ~bl < 5+ 2 =
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Vio hofum synt ao
Lim(f(x)+g(x))=a+b

X—C

. Hér parf ekkert ao gera nema nota lidi tvo og prji nefnilega:

lim(f(x) —g(x)) = im(f(x) +(=1) - g(x)) = lim £ (x) + lim ((—1)g(x))

X—e X—e
= lim £(x) ~ limg(x) =a— b

. Synum fyrst ao
lim((f(x) —a)(g(x) —b)) =0

X—r¢

Ldtum € > 0.
Frd fyrri lioum feest ao

lim(£(x) ~a) = lim /(x) ~lim=a—a=0

svo ad til er 81 pannig ao ef |x —c| < &; pd er |(f(x) —a) —0| < /¢, einfaldao
stendur | f(x) —a| < /.

A sama hdtt er heegt ad finna 8, pannig ad ef |x — c| < 8 pd er |g(x) —b| < ¢.
Setjum nii 8 = min{d1,0,}, pd feest

|(f(x) —a)(g(x) —b) =0 = | f(x) —allg(x) —b| < Veve =¢
Vio hofum synt ao
lim((f(x) —a)(g(x) —b)) =0

X—¢

Nt feest meo pvi ao nota allt sem d undan hefur komio:
lim(f(x)g(x)) = im((f(x) —a)(g(x) —b) +-bf (x) +ag(x) —ab)
— lim(f(x) — @) (g(x) — b) + limbf (x) + limag(x)  limab

=0+4+ba+ab—ab=ab

. Synum fyrst ao
1 1
lim—— = —
gl b
Ldtum € > 0.
Veljum fyrst 81 pannig ad |g(x) —b| < % ef |[x—c| <9.
Pd feest fyrir slikt x a0
|
] = 6 —g(x) +g(x0)| < [b—g(x)| +[s(x)| < F + g ()]
Feerum yfir jafnadarmerkio og faum
|| L 1 2
— < |g(x)] sem jafngildir ~ —— < —
2 lg(x)|  |b]

Veljum ncest 8, pannig ad |g(x) —b| < %8.
Setjum nii 8 = min{d1,d,}.
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bd feest:

1 1] |p—g) 11
255~ et = G
L2l
2 "[b||b|
Vio hofum synt ao . .

i
gl b

Afgangurinn er audveldur, vio notum lidina ad framan:

tim £ tim(£(x) - ——) = (tim £()(lim ——) — a- =

a
e g(x) X gx)’ e e g(x) b

Dzemi 23.3.1. Finnid markgildio lim,—,z 5L+ ef pad er til.
Lausn:

Vid byrjum 4 pvi ad deila med x* fyrir ofan og nedan strik. Vid notum svo reikniregl-
urnar fyrir afganginn og pé stadreynd ad 1/x" stefnir & ndll pegar x stefnir & o fyrir allar
nattirulegar tolur n.

lim 41 lim 1+1/x> limese(1+1/x%)
1022 4 5x+1 =2 245/x+1/x2  limeo(2+5/x+1/x2)

B limy_yoo 1+ limy o0 1 /42 _1+0 1
Climyee 2 Flimy e 5/x+limy e 1/x2 24040 2°

234 Klemmureglan -
Klemmureglan er mikilvagt t6l sem hjalpar okkur -\ y /\ /\

a0 reikna markgildi: al v \/ v \
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Myndrant er audvelt ad sjd fyrir sér pessa reglu. A mynd til hlidar m4 fmynda sér ad
hallandi punktalinurnar séu 6llin f og /. Pau hafa b&di markgildi a. Fallid g er svo fallid
sem klemmist parna 4 milli og getur ekkert farid nema i gegnum punktinn a. Vid skulum

sanna petta formlega.

Ldtum ¢ > 0.

Par sem limy_, f(x) = limy_.h(x) = L pd eru til 8; > 0 0og 8, > 0 pannig ad
ef [x—c| <Oy pder|f(x)—L|<e

ogef|x—c| <0 pder|h(x)—L|<ce.
Setjum nii = min{d1,d,}

Gerum rdo fyrir ad |x —c| < 9.

Nii er gefid ad g(x) < h(x) af pvi feest
gx)—L<h(x)—L<|h(x)—L|<e

Einnig er gefio ad g(x) > f(x) en pd er —g(x) < —f(x) og pvi feest

L—g(x)<L—f(x)<|L—f(x)| <e
Vio hofum pvi fengio

glx)—L<ce og L—gx)<e

svo ad

lg(x) =L <e

sem er pad sem syna purfti.

[ upphafi kaflans um markgildi rékstuddum vid ad
lim sin(x)
x—=0 X
Petta er mikilvag nidurstada sem verdur notud aftur
i nzestu koflum. Vid skulum pess vegna syna fram a
petta.

Ldtum o vera einhverja tolu d bilinu [0,7/2].
Teiknum einingahringinn
og skodum steerdirnar a., sin(a) og tan(a) d honum.

e Rumfreedilega md tilka steerdina o. sem lengd-
ina d rauda boganum d mynd til hlioar, pao
feest beint af skilgreiningu d bogaeiningum.

e Steerdina sin(o.) md tillka sem lengdina d blda
linustrikinu, pao feest beint af skilgreiningu af
sinus.

e Stewrdina tan(o) md tilka sem lengdina d
greena linustrikinu. Pao sést af pvi ad pao er
motleg hlio hornsins o. i rétthyrndum prihyrn-
ingi sem myndast og pad hefur adleega hlio
meo lengd 1.
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Af myndinni sést ad blda strikio er styttra en raudi
boginn sem er styttri en greena strikio svo ao:

sin(a) < a < tan(a).

Med pvi ad deila i gegnum djdfnuna sin(a) < o med o. feest:

sin(o)
<1.
Wi )
Med pvi ad margfalda i gegnum djofnuna o. < tan(o) = Csz)r;(((;)) meo steerdinni %.@ feest
cos(a) < sin(a) ()
o

Af (%) og (xx) feest:
cos(a) < sin(a) <1

o

Nii sést ao
liml=1 0g lim cos(a) = cos(0) = 1
o—0 o—0

en pd feest af klemmureglu ao

GO
o—0 o

en pao er pao sem syna dtti.

Athugasemd:

[ ttleidslunni hér ad ofan er gert r4d fyrir ad lim, ,ocos(x) = cos(0) = 1. Petta pykir
sterofredingum ekki vera augljés hlutur og krefjast sonnunnar. Petta gildir 1 raun af pvi
a0 kosinus er pad sem er kallad samfellt fall. Farid verdur sérstaklega i pad { kaflanum um
samfelld foll.

Dzemi 23.4.1. Reiknid markgildid lim, . 2% ef pad er til.
Lausn:
Vid vitum ad |sin(x)| < 1, fyrir 6ll x € R svo ad

0= tim — < lim 3" < iy L — g

X—® x T X—® X T X—o x

svo ad skv. klemmureglu sjaum vid ad limy_,e smxﬂ =0.
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24 Aofellur og markgildi; raeo foll

24.1 Markgildi redra falla

Rifjum upp ad fall R kallast rett fall ef hagt er ad tdkna pad med formulu af gerdinni

R(x) = p(x) _ apX" + an_1 X" + .+ a1x+ag
q(x) byX™ + by 1 X1+ ... 4 byx + by

Par sem
p(x) =a X" +a, 1 X"+ .. +ax+ag og q(x) = by +by 1 X+ 4+ bix+bo

eru marglidur.
Stig marglidunnar p er n og stig marglidunnar g er m.

Nu skulum vid skoda nokkrar adferdir til ad reikna Gt markgildi reeda fallsins R(x). P.e.a.s.
adferdir til ad reikna 1t
limR(x)

XC

Heér parf ao skipta i tilvik eftir pvi hvao c er.

1. Gerum fyrst rdo fyrir ad ¢ € R sé einhver tala (ekki pliis eda minus éendanlegt)

pannig ad q(c) # 0.
bd feest
limR(x) = R(c)

Petta gildir af pvi ad fallio R er samfellt i peim punktum sem pao er skilgreint. Fjallao
verour um pao betur i neesta kafla.

2. Gerum rdo fyrir ad ¢ = % eda ¢ = —. Pd parf ao skipta i tilvik
(a) Efstig margliounnar p er heerra en stig margliounnar q pd er

limR(x) = eda limR(x) = —

X—C X—C

bao fer i raun eftir stigum marglioanna p og q, og formerki forystustuolanna
an 0g by, hvort vitkoman verour pliis eda minus oendanlegt. Yfirleitt er auovelt
ao sjd hvor tvtkman er rétt.

(b) Ef stig margliounnar p er minna en stig margliounnar q pd er

limR(x) =0

X—C

(c) Ef stig margliounnar p er jafnt stigi margliounnar q pd er

limR(x) = Z—”

X—C m

3. Gerum rdo fyrir ad ¢ € R sé tala pannig ad q(c) = 0. Pd parf ad skipta i tilvik
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(a) Ef p(c) # 0 pd getur eitt af prennu gerst.

Markgildio limR(x) er ekki skilgreint,
limR(x) = o eda limR(x) = —o
X—C X—C
Yfirleitt er auovelt ad sjd hvort af pessu prennu gildir.
Ef ao ferll fallsins fer beedi upp og niour i dendanlegt eftir pvi hvoru megin

maour kemur ao punktinum pd er markgildio ekki skilgreint.
Annars er pad annao hvort pliis eda minus dendanlegt.

(b) Tilfellio p(c) = 0 er erfioast. Pad parf ad nota séradferd fyrir petta tilvik sem
verour litskyro d neestu bladsioum.

Adur en ad vid segjum fra adferdinni fyrir tilfelli 3(c) skulum vid rokstydja jofnurnar
hinum tilfellunum.

[ pessum rokstudningi verdur gert rdd fyrir ad pekkt sé ad

lim x"* = 0g limx " =0
X— 0 X—> 00

Fyrir allar ndttirulegar tolur n. Petta er stadreynd sem mjog auovelt er ad sannfeera sig
um.

1. Ef a0 c er rauntala og q(c) # 0 pd er fallio R skilgreint i punktinum c. Pessi niour-
stada feest af samfelldni reedra falla sem verour reedd i neesta kafla.

2. Hér var ¢ = . Munum ao stig marglioanna var n og m.

(a) Hér var n > m.
Med pvi ad deila i gegnum reeda fallio R(x) med x" feest:

. ap "t a XN+t aix+a
lim R(x) = lim
X300 X—y00 bmxm—kbmflxm*l—l—...%—blx—l—bo

_ lim an+ap_1x 1+ . +ax! " +apx"
S xmep g b xm=len 4 pxl o pox

Nii er n > m svo m — n er neikvao tala. Pess vegna er limy_ o byyx™ ™" =0
og eins er markgildi allra hinna lioanna i nefnaranum niill. Nefnari brotsins
stefnir pess vegna d null.

Allir lioir 1 teljaranum stefna lika d nill, nema fyrsti liourinn, a,. Teljarninn
stefnir pess vegna d toluna ay,.

Nefnarinn stefnir d niill en teljarinn ekki svo markgildio hlytur ao vera pliis eda
minus oendanlegt.

(b) Sambcerileg rok og i (a)-lio nema nii mun teljari stefna d niill en nefnari d toluna
by. Pess vegna feest markgildio null.

(c) Niier n=m.
Med pvi ad deila i gegnum reeda fallio R(x) med x" feest:

, Coap)X a1 X L taix+ag
lim R(x) = lim
X0 =% hx 4+ by_1x" 1+ ...+ bix+ by
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_ lim an+an1x "+ . ax " Fapx™"
x=% b, xml-n L pxln 4 poxn

My ay +limy e a,1x ' L limy e arx! T limy 0 aox "
 liMy o0 by + My o0 by 1 x4 4 limy oo D117 4 limyy oo Dox ™"
_a+0+0+...+0+0  ay
T bp+0+0..404+0 b,

3. Hér er verio aod gera rdo fyrir ad nefnari reeda brotsins stefni d niill en teljarinn ekki.
Pd er ljost ad markgildio verour pliis eda minus dendanlegt.

Nu skulum vid fara { gegnum adferdina fyrir tilfellid 3(c) sérstaklega.
Finna skal markgildio

im M
lﬁc q(x)

ef gefid er ad p(c) = q(c) =0.

1. Fullpdttum margliournar p(x) og q(x), p.e.a.s. skrifum

p(x) =pi(x)-p2(x) - pe(x)  0g  q(x)=pi(x)-pa(x)-- pi(x)
Par sem p; og q; eru dpdttanlegar margliour fyrir oll i, j.

2. Skrifum
p(x) _ pr(3) pa(x) - pul)
q(x)  q1(x)-q2(x) - qi(x)
og styttum it alla lidi sem heegt er, pegar pad er biiid stendur eftir nytt reett fall L(x).

3. Par sem L er reett fall pd eru til margliour f og g pannig ao

L(x) = @

8(x)
Ef fyrri skref hafa verid framkveemt rétt getur ekki verio ad beedi f(c) =0 o0g g(c) =0.
Vio getum pess vegna notao fyrri leiobeiningar til pess ad finna markgildio
lim L(x)
4. Ni er heegt ao fullyroa ao
limR(x) = lim L(x)
X—C X—C
Athugasemd:
[ adferdinni hér ad er varla hagt ad segja ad L(x) sé ,.nytt fall”. Pad er af pvi ad { raun gildir
L(x) = R(x) fyrir 6ll x par sem f6llin eru skilgreind. Eini munurinn er s ad fallid R hefur
fleiri 6skilgreinda punkta, pvi ad nefnari pess hefur fleiri nillstédvar en fallid L.
Par sem L(x) = R(x) ,,n&stum alls stadar” @tti ad vera ljost ad markgildi fallanna eru pau
somu.
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Dzemi 24.1.1. Finnid markgildid

T
xoe x4 _2x+3°
Lausn:
Hérer p(x) = x>+ 1 og g(x) = x* —2x+3.
Stig g er harra en stig p svo a0 markgildid er null.

Vid skrifum:
im 2L g
im————=0.
xoe x4t —2x+3
Dzemi 24.1.2. Finnid markgildid
¥ —2x+3

1m
x——w  x2 41

Lausn:

Nu er marglidan { teljaranum af herra stigi.

Markgildid er pess vegna annadhvort plis eda minus éendanlegt.

Vid tokum eftir ad nefnarinn, x> + 1 er alltaf jakvadur, (annad veldi er alltaf jakvaett).
Pegar x stefnir 4 minus éendanlegt pa verdur teljarinn, x* — 2x 4 3, jakvadur. Pad er af
pvi ad fremsti lidurinn x* verdur jakvadur og hann mun verda radandi 1 6endanleikanum.
Telljarinn og nefnarinn verda pa badir jakvedir pegar x stefnir & minus dendanlegt svo
markgildid verdur plis 6endanlegt. Vid skrifum

Xt —2x+3
x——o xo 41

Dzemi 24.1.3. Finnid markgildid

. x4
im ———.
=23 —x2 41
Lausn:
Hérer g(x) = x> — x>+ 1.
Nier g(2) =23 — 22 +1 =5 # 0 svo ad markgildid er

i x4 2x? 2342.22 16
1m = = —.
=2 x3 —x2+1 232241 5

Dami 24.1.4. Finnid markgildid

X —4x2—4x+16
lim .
x—4 x2— 16
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Lausn:

Hérer g(x) =x> — 16 og p(x) = x> —4x> —4x+ 16

Vid tokum eftir ad g(4) =0 og p(4) = 0. Vid purfum pess vegna ad nota sidustu adferdina
sem lyst var { kaflanum.

1. Notum adferdirnar sem fjallad var um i kaflanum um marglidur til pess ad fullpatta
poggq.

p(¥)=(x=2)(x+2)(x—4)  og  g(x)=(x—4)(x+4).
2. Styttum ut 1idi:

O =4 —4x 416 (x=2)(x+2)(x—4)  (x—2)(x+2)
xz—16 = dHx+4) (x+4)

og setjum L(x) = %
3. Skv. adferdum ad ofan er

lim L(x) = lim (x—=2)(x+2) _ (4—-2)(4+2) _ 12 _ §.
x—4 x4 (x44) 4+4 8 2

4. Vid fullyrdum ad

X —4x*—4x+16 3
lim = —.
x—4 X2—16 2

Athugasemd:

Hér er miklu pudri eytt { ad fara i gegnum reikningana skref fyrir skref. S4 sem er vanur
reikningi gati einfaldlega skrifad

3442 _ _ _
lim 4" —4x+16 tm (x=2)(x+2)(x—4) — Lim (x—=2)(x+2)
x—4 x2—16 x—4 (x—4) (x+4) x—4 (x+4)
B (4—-2)(4+2) 3
N 444 2
Dzemi 24.1.5. Reiknid markgildid
T x+1
im .
x——1x3 +3x2+3x+1
Lausn:
I x+1 : x+1 I w
1m = IIm —= liIm —— =
x—>—1x3—|—3x2+3x—|—1 x——1 (x+1)3 x——1 (x+l)2
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24.2 Aodfellur

Latum f vera eitthvad fall 4 raunt6lunum.

Adfella fallsins f er bein lina sem ad 1 vissum skilningi liggur upp ad ferli fallsins.
Adur en vid setjum fram formlega skilgreiningu pa skulum vid taka deemi um prjar mis-

munandi gerdir af adfellum.

1)
Skodum fyrst fallid
1

x—1°

frR\{I} =R fx) =

A mynd til hlidar er biid ad teikna upp fallid. A myndinni er einnig
punktalina sem er gefin med jofnunni x = 1.

Pessi punktalina liggur vel uppad ferlinum, pad er af pvi ad pessi lina
er adfella fallsins f.

Pessi lina er 160rétt, pess vegna er hin stundum kollud lédfellu falls-
ins f 1 stadin fyrir adfellu.

(2)

Skodum nest fallid

g:R—[—n/2,7t/2] g(x) = Arctan(x).

Petta fall var kynnt til sogunnar { kaflanum um hornaf6ll og einingar-
hringinn. Til hlidar er buid ad teikna upp fallid d4samt punktalinunni
sem er gefin med jornunni y = xt/2.

Pad sést ad pessi lina liggur vel uppad ferlinum, pad er af pvi ad pessi
lina er adfalla fallsins g.

Pessi lina er larétt, pess vegna er hun stundum frekar kollud /ldfella
fallsins g 1 stadin fyrir adfella.

3)
Skodum ad lokum fallid
2x2 +1
hRSR A= —2 1
x| +[ cos(x)]
Til hlidar er btid ad teikna upp fallud d4samt punktalin- y
unni sem hefur jofnu y = 2x. 20

Hér liggur linan upp ad fallinu af pvi ad hin er adfella 15
pess.

Pessi lina liggur 4 skd og pess vegna er hiin stundum koll- 10
ud skdfella fallsins frekar en adfella pess.

Takid eftir ad linan sker feril fallsins reglulega, pad >
stoppar okkur ekki 1 pvi ad kalla hana adfellu. Pad eina

50

20 i

—20

-50

051 15

123456738

sem skiptir mali er ad linan mun liggja n®r og nar ferli
fallsins ef farid er ut { 6endanleikann.

Nu skulum vid setja fram formlega skilgreiningu 4 adfellum.

Skilgreining 24.2.1. Latum X C R vera hlutmengi { rauntdlunum og f : X — R vera fall.
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e Liatuma € R.
Ef ad annadhvort markgildid

lim f(x) eda lim f(x)

x—at x—a~

er skilgreint og jafnt plus eda minus 6endanlegu bd er linan sem er gefin med
jofnunni x = a kollud 16dfella fallsins f.

e Ef ad annad hvort markgildid

lim f(x) eda lim f(x)

X—r 0 X——00

er skilgreint, og pad er jafnt einhverjum fasta kK € R pd er linan sem er gefin med
jofnunni y = k kollud lafella fallsins f.

e Linan sem er gefin med jofnunni y = Ax+ s med h # 0 kallast skafella fallsins f ef
ad annadhvort markgildid

lim (f(x) — (hx+5)) eda lim (f(x) — (hx+s))

X— 0 X—> —00
er skilgreint og jafnt nalli.

Ef ad [ er lina sem er 160fella, lafella eda skafella fallsins f pa segjum vid ad hin sé
adfella fallsins f.

24.3 Aodfellur raora falla

Nu skal fara skipulega i gegnum adferd til pess ad finna adfellur redra falla.

Finna skal allar adfellur reeda fallsins

p(x) apX" + a1 X"Vt ax+ag
q(x)  bypx™+ by X" +bix+by

1. Finnio markgildio
lim R(x).

X—©

Ef pao er til og jafnt einhverri rauntélu k € R pd er linan sem er gefin meo jofnunni
y = k ldfella fallsins.

2. Finnio allar nillstoovar margliounnar q. Ldtum peer heita cy,ca, ..., cy.
Linan sem er gefin med jofnunni x = c; er lodfella R fyrir 6ll i nema ef ad markgildio

lim R(x)

X—>Cj

er skilgreint og jafnt einhverri rauntolu k € R.
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3. Reeoa fallio R hefur skdfellu ef og adeins ef ao stig margliounnar p er ndkvemlega
einu stigi heerra en stig margliounnar q.
Ef svo er pd er skdfellan gefin meo jofnunni y = hx + s par sem studlarnir h og s fdst
meo jofnunum
An _ ap—1 — hby,

h= "
bm 0g S bm

Vid skulum sanna ad pessi adferd virki

1. Pao feest beint af skilgreiningunni d ldfellu ad linan gefin med y = k er ldfella ef ao

lim R(x) = k.

X—®

Pao eina sem parf ao rokstydja er af hverju markgildio

Jim R(x)
er ekki skooao lika, en pad er af pvi ao ef annad hvort pessara markgilda er skilgreint
og jafnt einhverri rauntolu k pd er hitt einnig skilgreint og lika jafnt somu tolu k.
Markgildin semsagt munu gefa somu ldfelluna. Petta sést ef adferdin til ad finna
markgildi R © 6endanleikanum er skoouo.

2. Ljost er ao sérhver lodfella reeda fallsins R er gefin meo jofnu x = c¢; par sem c; er
einhver niillstoo margliounnar q.
bao eina sem parf ao athuga er ao ef ao markgildio
lim R(x)

X—>Cj

er ekki skilgreint pd mun annao hvort gilda

lim R(x) = oo eda lim R(x) = —oo

x—c; x—c)

sem hefur i for med sér ao linan x = c; er lodfella skv. skilgreiningu.

betta tengist peirri stadreynd ao nillstoovamengi marglioa hefur adeins endanlega
morg stok svo ad peer geta ekki skipt um formerki nema endanlega oft. Sonnunin er
of teeknileg til ao fara i gegnum hér.

3. Munum ad n og m er ldtio standa fyrir stig p og q.

Skooum markgildio
lim (R(x) — (hx+s)) = lim (R(x) — (hx+s5)) = lim <% — (hx+s))
e (P) g3 ()
_}W( q(x) )

Athugum ad margfeldio q(x)(hx+ s) marglioa af stigi m+ 1.
Skiptum nu 1 tilfelli eftir stigi p.

(a) Efad maraglioan p er af stigi m+2 eda heerra mun marglioan p(x) —q(x)(hx+

s) einnig vera marglida af stigi m+ 2 eda heerra. Teljarinn { brotinu verdur pvi
af heerra stigi en nefnarinn og markgildio verour pliis eda minus oendanlegt.
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(b)

(c)

Ef ad marglioan p er af stigi m eda leegra mun marglidan p(x) — q(x)(hx +s)
vera af stigi m+ 1 eins og marglidan q(x)(hx+s).

Teljarinn i brotinu verour pvi af heerra stigi en nefnarinn og markgildio verour
pliis eda minus dendanlegt.

Gerum nu rdo fyrir ad marglioan p sé af stigi m+1.

Latum t(x) = p(x) — q(x)(hx+5s).

Pd er t(x) marglida sem er i mesta lagi af stigi m+ 1 svo hegt er ad skrifa

1(x) = Con1 X" o™+ Cp 1 X2+ crx + co.

bar sem c; er fasti einhver fasti fyrir 61l i.
Skooum aftur markgildio

(P s )

)}LI;I;IO B X—r 00 q(x) ’
Vio viljum finna h og s pannig ao petta markgildi verdi jafnt nilli.
Ef ad cpy1 # 0 pd er t af heerra stigi en q og markgildio verour dendanlegt,
pess vegna verour ¢y, ad vera jafnt nilli.
Ef ao ¢y = 0 pd verour
t(x)  cm
im—~- = —.

¥=2q(x)  bm
Vio viljum ad markgildio verdi nill svo ad studullinn c,, verour einnig ao vera
null.

Markmioio okkar er ni ao velja h og s pannig ad cp+1 = ¢y =0.
Reiknum upp ivir margfeldinu
t(x) = p(x) —q(x)(hx +5)
= (A 1 X" Fap X"+ Farx+ag) — (bpX" + by 1 X" 4 bix+bo) (hx+s)
= (amy1 —bph) X" 4 (@ — byps — by 1 W)X + ...+ (a1 —boh— b1 5)x+ (ag — bos).

bPd sjaum vio ad c;1 = amr1 — bh 0g ¢y = ay — bys — by, —1h Vio viljum a0
Cm+1 = cm = 0 svo ad leysa parfiir h og s ur jofnunum

0=amnr1 —bnh 0g 0=a,,—bys—b,_1h.

bd feest
Am+1 am —bm—1h

h = =
b o8 b

sem er pad sem syna dtti.

Daemi 24.3.1. Finnio allar adfellur raeda fallsins

Lausn:
Hér er g(x

B 5x?
X2 44x+5

R(x)

) =x%+4x+ 1 og p(x) = 5x%.
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1. Audvelt er ad sjd ad
5x* 5
lim —— = —-=5.
w2 Ayt 5 1
Linan sem er gefin med jofnunni y = 5 er pess vegna lafella.

2. Adgreinir marglidunnar g talan 4> —4-1-5=16—20 = —4 < 0, svo ad hin hefur
engar nullstodvar. Reda fallid hefur pess vegna engar 16dfellur.

3. Stig marglidunnar p er jafnt stigi marglidunnar g svo ad ra&da fallid hefur engar
skafellur.

Nidurstadan er pess vegna su ad raeda fallid hefur adeins eina lafellu sem er gefin med
jofnunni y = 5.

Daemi 24.3.2. Finnid allar a0fellur reda fallsins

=2 -6 +8x2+5x—6

R =
() X —6x2+8x—3

Gefio er ad

X =2 =613 +8x2 +5x— 6= (x—1)2(x+2)(x—3)(x+1) og

xt—6x? +8x—3=(x—1)3(x+3).

Lausn:

Hérer p(x) =x° —2x* —6x° +8x> +5x— 6= (x— 1)?(x +2)(x—3)(x + 1) og
g(x) =x*—6x2 +8x—3 = (x— 1)*(x +3).

1. Stig p er harra en stig g. Pess vegna er markgildid

fim R@)
Annad hvort plis eda minus éendanlegt.
Fallid hefur pess vegna engar lafellur.

2. Marglidan g(x) hefur tver nilsstovar, { punktunum x = —3 og x = 1.
p(—3) = —192 # 0 svo ad markgildid

XEIH3R(X)
er jafnt plds eda minus éendnanlegu eda pad er ekki skilgreint. Vid sjdum pa ad
linan sem er gefin med jofnunni x = —3 er 16dfella.
p(1) =0 svo ad vid purfum ad finna markgildid i peim punkti sérstaklega:

_ L X2t e 8% +5x—6 . (x—1)?(x+2)(x—3)(x+1)
)lcgl}R(x) —)lcgr} x*—6x2+8x—3 —)1(13} (x—1)3(x+3)

— lim (x+2)(x—=3)(x+1)
=l (x—1)(x+3)
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Nu er hagt ad sja ad nefnarinn { sidasta brotinu stefnir 4 nill { x = 1 en teljarinn
ekki, markgildid er pvi plis eda minus éendanlegt, eda pa ad pad er ekki skilgreint,
en pad nagir til ad rokstydja ad linan sem er gefin med jofnunni x = 1 er 16dfella.

3. Nt er stig p ndkvaemlega einu stigi herra en q.

Hérera, 1 =as=1,ay,=as=—-2,b,y=bs=10gb,,—1 =bz =—6.
Vid faum
Am+1 1 Ay —bm_1h 146-1
h: :—:1 = = :7.
by 1 N b 1

Skéfellan er pessvegna gefin med jéfnunni

y=x+7.

Nidurstadan okkar er ad fallid R hefur prjar adfellur:

llzx:—3
bh:x=1
L:y=x+7.

25 Samfelld foll

25.1 Samfelld foll

Oformlega mé segja ad fall f sé samfellt ef ad hagt er ad teikna feril pess 4 blad med
blyanti an pess ad purfa ad lyfta blyantnum. Ef ad fall er ekki samfellt segjum vid ad pad
sé osamfellt.

Ef ad fall f er 6samfellt pa segjum vid ad pad sé 6samfellt { peim punktum par sem lyfta
parf blyantinum af bladinu.

f er samfellt { punktinum a f er ésamfellt { punktinum a

Formleg skilgreining:

Skilgreining 25.1.1. e Litum / C R vera bil og latum f: I — R vera fall.
Ef ad a € I er punktur 4 bilinu sem er ekki endapunktur pess og

lim f(x) = f(a)

xX—a

pa segjum vid ad f sé samfellt { punktinum a.
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e Ef ad a € I er punktur 4 bilinu sem er ekki hagri endapunktur pess og
lim f(x) = f(a)
xX—a
pa segjum vid ad f sé samfellt frd vinstri { punktinum a.

e Ef ad a € I er punktur 4 bilinu sem er ekki vinstri endapunktur pess og

lim_f(x) = f(a)

x—at

pa segjum vid ad f sé samfellt fra hagri i punktinum a.

e Fallid f er sagt vera samfellt 4 I ef pad er samfellt { 6llum punktum & bilinu 7 sem
eru ekki endapunktar pess, samfellt fra hagri { vinstri endapunkti pess ef hann er
til og samfellt fra vinstri { haeegri endapunkti pess ef hann er til.

25.2 Reglur um samfelldni

Vid pekkjum morg samfelld f1l. Adur en vid kynnum nokkur peirra til ségunnar skulum
vid setja fram nokkrar reglur:

Athugasemd:

Sér 1 lagi gildir ad ef follin f og g eru samfelld { einhverjum punkti a 4 bilinu pa eru f6llin
f+g,f—gog f-glika samfelld i punktinum a.

Ef g(a) # 0 pd er f/g lika samfellt i a.

Pessi regla feest beint af reglunum sem segja ao summa af markgildum sé jofn markgildi af
summu, mismunur af markgildum sé jafnt markgildi af mismuni o.s fr.

Eina reiknireglu skal p6 taka fram sérstaklega:

Sonnum pad.
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Vio ldtum duga ad sanna pessa setningu ef ao I = J = R. Ef slikt gildir ekki parf ao taka
fram morg sértilvik eftir pvi hvort vid lendum 1 endapunktum bilanna eda ekki. Oll pessi
sértilvik eru gerd nokkurn vegin eins og sonnunin sem hér kemur.

Vio purfum aod sanna ao f o g sé samfellt i sérhverjum punkti i R.
Ldatuma € R og € > 0.
Syna parf ad til sé 8 > 0 pannig ad |x — a| < d hafi i for med sér ad |fog(x) — fog(a)| <e

1. Par sem f er samfellt pd er pad sér i lagi samfellt i punktinum x = g(a). Pess
vegna vitum vid ad til er 81 pannig ad |x — g(a)| < 81 hefur i for meo sér ad |f(x) —

fgla)) <e.

2. Par sem g er samfellt pd er pao sér i lagi samfellt i punktinum x = a. Pess vegna
vitum vio ao til er &y pannig ad |x — a| < &y hefur i for med sér ad |g(x) —g(a)| < d;.

Setjum nii 8 = 8, og gerum rdo fyrir ad |x —a| < 9.
Af2. feest ad |g(x) — g(a)| < 81 en pd feest beint af 1. (med pvi ad skipta iit x fyrir g(x)) ad
|f(g(x)) — f(g(a))| < € en pad er pad sem syna dtti.

[ upphafi kaflans var ttskyrdur einn af megineiginleikum samfelldra falla. Nefnilega s4
eiginleiki ad ef ferlill samfellds falls er teiknadur & blad med blyanti pa parf ekki ad lifta
honum. I raun er petta setning sem hagt er ad setja fram formlega.

Pessi setning er kollud milligildissetningin.

Setning 25.2.3 Latum / C R vera bil og f: I — R vera samfellt fall.

Léatum xj,xp € I vera tvo stok 4 bilinu pannig ad x; < xp og f(x1) # f(x2).

P4 gildir um sérhverja t6lu yp sem er 4 milli talnanna f(x;) og f(x) ad til er xp € [x1,x7]
bannig ad £(x0) = yo

Til ad sanna pessa reglu parf ad nyta sér eiginleika rauntalna um efra og nedra mark. Sagt
er fra pessum eiginleika { kaflanum um talnakerfin og nemendur eru hvattir til pess ad rifja
hann upp.

Vio sénnum bara tilfellio ef ad f(x1) < f(xz). Hitt tilfellio pegar f(x1) > f(x2) er mjog
svipao.
Par sem yo er d milli f(x1) og f(x2) pd getum vio skrifad yo €] f(x1), f(x2)][.
Skilgreinum mengio L = {x € R; x <x; og f(x) <yo}.
Kollum efra mark pessa mengis xo. Med 60rum oroum setjum xo = sup L.

o Synum fyrst ad xo € [x1,x2].
Par sem f(x1) < yo pd er x| € L og pess vegna er x; < supL = xg.
Mioao vio skilgreininguna d menginu L pd er xo = supL < x».
Vio hdfum pvi sé0 ad xgy € [x1,x,].

o Synum ncest ad f(xy) er ekki minna en yo, pad verour gert med motsogn.
Gerum rdo fyrir ad f(xp) < yo.
Setjum € =yo — f(x0), pd er ¢ > 0.
Samkveemt skilgreiningu d samfelldu falli pd er til d > 0 pannig ad ef |xo — x| < d pd
er |f(xo) — f(x)] <e.
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Sér i lagi gildir petta fyrir x = xo + 0 /2.
Vio faum pd

f(x0+8/2) = f(x0+8/2) — f(x0) + f(x0) < |f (%0 +8/2) = f(x0)| + f (x0)

<&+ f(x0) = (yo— f(x0)) + f(x0) = yo
Vio sjdum pd ad xy +93/2 er i menginu L en pad er motségn vio ao xo sé efra mark L
pviad xy <xo+9/2.
Af pessu sést ad f(xo) er ekki minna en yy.

o Synum neest ad f(xo) er ekki steerra en yo, pad verdur gert med motsogn.
Gerum rdo fyrir ad f(xp) > yo.
Setjum € = f(x0) — yo, pd er ¢ > 0.
Samkvemt skilgreiningu d samfelldu falli pd er til 8 > 0 pannig ad ef |x — xo| < O pd
er |f(x) — f(xo0)| < &, en pad hefur i for med sér ad f(x) > f(xop) —&.
Fyrir sérhvert x pannig ad |x — xo| < 8 gildir pess vegna

JF(x) > f(x) —e = f(x0) — (f(x0) —yo) = yo
bd sést ad xo — O er steerra en sérhvert stak i L.
bPaod er i motsogn vio ao xg sé efra mark mengisins L, pvi ad xo > xo — 0.
f(xo0) er pvi ekki steerra en yy.
Vio hofum séd ad f(xo) er hvorki stewerra en eda minna en yo pad hlytur pvi ad vera jafnt
08 )0-

Nesta setning

Setning 25.2.4 Liatum / € R verabil og f: I — R vera fall.
Ef f er eintaekt og samfellt p4 er pad stranglega einhalla.

Sonnun:

Gerum rdo fyrir ad f sé einteekt og samfellt.
Gerum rdo fyrir ad pao sé ekki stranglega minnkandi, vio viljum syna ao pd hljoti pao ao
vera stranglega vaxandi.
Ldtum x1,x, vera einhverjar tolur d I pannig ad x; < xp. Vio viljum syna ao pd gildi
fx1) < fx2).
bar sem ao f er ekki stranglega minnkandi pd vitum vio ad til eru einhverjar adrar tolur
ay, ay pannig ao f(ay) < f(ay).
Nii er f eintekt svo ad f(ay) # f(ay) en pd er f(ay) < f(az). Ni parf ad skipta i nokkur
tilvik eftir pvi hvar x| og x, eru stadsett d talnalinunni midad vio a og a;.

o Tilfellio x; > x; > ap > ay:
Synum fyrst ad f(x1) > f(az).
Athugum ad f(x)) getur ekki verio d milli talnanna f(ay) og f(az) pvi ad ef svo veeri
pd veeri skv. milligildissetningu til tala d milli ay € [ay,ay] pannig ad f(ap) = f(x1)
i motsogn vio einteekni fallsins f.
Athugum ad f(x|) getur heldur ekki verio minni en f(ay) pvi ad ef svo veeri pd veeri
f(x1) < flar) < f(az) og pvi veeri skv. milligildissetningu til ag € |ay,x1] pannig ad
flao) = f(ay) sem er i mdtsdgn vio einteekni f.
Vid sjdum pess vegna ao f(x1) > f(az).
A sama hdtt md nii sjd ad f(xz) > f(x1).
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e Hin tilfellin eru:
Xy Zap > x| = a
X2 > ar > ap > X
ar > xpy > x| > ag
az > xy > a; > x|
a>ap > Xxp)>Xxy.
Oll tilfellin eru gerd d svipadan hdtt og pad fyrsta.

Med pessa reglu getum vid loks sett fram mikilvega reglu.

Sonnum petta

Latum f~': J — I vera andhverfu fallsins f.
Syna parfad f~' sé samfellt { sérhverjum punkti mengisins J .
Vio latum duga ad sanna ad f~' sé samfellt { 6llum punktum yo i J sem eru ekki
endapunktar J. Endapunktarnir eru geroir d mjog svipaoan hdtt.

Skv. reglunni d undan pd er f annadhvort stranglega vaxandi eda stranglega minnkandi.
Vio skulum gera rdo fyrir ao pao sé stranglega vaxandi en hitt tilfellio er gert d mjog
svipadan hdtt.

Par sem f er stranglega vaxandi pd er andhverfan f~' einnig stranglega vaxandi.
Ldtum yo € J vera punkt sem er ekki endapunktur bilsins J.

Par sem f er gagntekt pd er til stak xo € I pannig ad f(xo) = yo. En pd er skv.
skilgreiningunni d andhverfu £~ (yo) = xo.

Ldtum € > 0.

Vi purfum ad syna ao til sé & > 0 pannig ad |y — yo| < 8 hafi i for med sér ao
') = o)l <.

Par sem f er stranglega vaxandi pd vitum vio ad f(xo—¢) < f(x0) < f(xo+¢€).
Setjum & =min{f(xo) — f(xo —¢), f(xo+¢€) — f(x0)}.

Pder f(xg—¢) < f(xo) —d0g f(x0) +0 < f(xo+e¢).
bvi feest ef f(x0) —0 <y < f(x0)+0ao f(xo—¢) <y < f(xo+e).

Nii er f~! stranglega vaxandi og munnum ad f(xo) = yo svo ad petta gefur ad ef
Yo—8<y<yo+dpderxy—e< fl(y)<xo+e.

Munum einnig ad xo = f~'(yo) svo ad ef
Yo—8<y<yo+dpder f (yo)—e<f'(y) < S (o) +e.

En petta jafngildir a0
[y —yol < & hafi i for med sér ad |~ (y) — F~(vo) | < e.

25.3 DPekkt samfelld foll

Nu skulum vid telja upp {61l nokkur f6ll sem vid pekkjum og eru samfelld.
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Sonnum petta eftir bestu getu

1.

10.

Ldtum ¢ € R vera einhverja rauntélu.

Ldtum ¢ > 0.

Ldtum 6 = ¢.

Pd feest ef ad |x—c| <dad |[f(x) — f(c)| < |x—c| <d=cE.

. Skv. kaflanum d undan pd er summa og margfeldi samfelldra falla samfellt. Marglioa

er ekkert nema fallio x margfaldao vio fasta og sjdlft sig endanlega oft, pvi sést ao
sérhver marglioa er samfelld.

. Skv. kaflanum d undan pd er f /g samfellt ef ad f og g eru samfelld og g(x) # 0 fyrir

sérhvert x. Vio getum pvi sagt ao /g sé samellt alls stadar sem ad pad er skilgreint.
Reett fall er ekkert nema kvoti marglioa svo ad vio getum sagt ao reett fall sé samfellt
par sem pad er skilgreint.

. Fallio X* er samfellt fyrir allar ndttirulegar tolur n skv. lio niimer tvo. Skv. kaflanum

d undan er andhverfa pessa falls pd einnig samfelld, pad er ad segja fallio /x er
samfellt.

. bar sem r er reed tala pd eru til heilar tolur p og q pannig ad r = p/q.

Skv. lidum tvé og fjogur pd eru follin f(x) = xP og g(x) = ¢/x = xi samfelld.
Skv. kaflanum d undan er pess vegna fallio f o g(x) = X0 = samfellt

. I pessari bok er ekki biiid ad leggja négu gédan grunn til pess ad syna pessa reglu.
. heldur ekki pessa reglu.

. Lograr eru andhver visisfalla og eru pvi samfelldir skv. li0 nimer sjo og reglu (

kaflanum d undan.

. Ekki sannad hér.

Fcest af lio niimer niu.
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11. Ldtum € > 0 og setjum & = €, pd feest ef ad |x —c| < d ad |f(x) — f(c)| = ||x| —|c|| <
x—c| <d=ce.
Heér var tilvik af prihyrningsjofnunni notad.

254 Nokkur dsemi

Daemi 25.4.1. Notid milligildissetningu til pess ad syna ad marglidan
p(x) =x"+3x+1

hafi nillst60 4 bilinu | — 1,0[.

Lausn:

Vid sjaum ad p(0) =1 >0o0g p(—1) = -3 <0.

Nu eru marglidur samfelld foll svo ad hér er hegt ad nota milligildissetningu sem segjir
ad par sem p(0) >0 og p(—1) < 0 pd er til tala ¢ €] — 1,0[ sem er pannig ad p(c) = 0.

Daoemi 25.4.2. Palli er ad rannsaka fallid

X
R(x) = 21
Hann reiknar it ad R(3) = _72 <0ogadR(2) = % > 0.

Palli beitir naest milligildissetningunni og kemst ad peirri nidurstodu ad fallid R hafi ein-
hverja nillst60 4 bilinu |1/2,2].

I raun hefur Palli rangt fyrir sér. Hver er villan { rokstudningi Palla.

Lausn:

Fallid R(x) er ekki skilgreint { punktinum x = 1. Sér i lagi er pad ekki samfellt { pess-
um punkti. Hér er pvi ekki hegt ad nota milligildissetningu sem krefst pess ad fallid sé
samfellt.

Dzaemi 25.4.3. Utskyrid { stuttu mali med ordum hvort eftirfarandi f61l eru samfelld eda
ekki.

(a)
F(x) = |x] + cos(x).
(b)
—1 efx<0,
8l = { 1 efx>0.
(c)
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Lausn:

(@)

Fallid f er samsett dr follunum |x|, cos(x) og x* sem eru 611 samfelld foll. Pess vegna er
f samfellt.

®)

I punktinum x = 0 tekur fallid g stokk fra pvi ad vera jafnt minus einum { pad ad vera
jafnt einum. Fallid er pess vegna 6samfellt { peim punkti.

(©)

Follin sin(x) og x* eru badi samfelld. Fallid 4 er pvi samfellt i 5llum punktum nema
kannski ndllpunktinum.

N er pekkt ad 0> = 0 og sin(0) = 0.

Fallid & stefnir pa 4 t6luna ndll { x = 0 hvort sem ad vid ndlgumst punktinn hagra eda
vinstra megin fra. Fallid 4 er pvi samfellt { nallpunktinum, og vid héfum pa rokstutt ad
pad er samfellt allstadar.

Daemi 25.4.4. Fyrir einhverja télu x €]0, 1| ldtum pd x = 0,x;xpx3x4... tdkna venjulega
tugakerfisframsetningu hennar.

(Hér er krafist pess ad tugaframsetning tolunnar endi ekki & éendanlega mérgum nium
p.e.a.s. ad ekki sé til N pannig ad x,, = 9 fyrir 6ll n > N)

Tildemisef x=1/7 =0,142857...pderx; =1, x, =4, x3 =2, x4 = 8 og svo framvegis.
Vid skulum nu skilgreina fall C : |0, 1[— R med

cx) { 1 ef tolustafurinn 3 kemur fram i tugakerfisframsetningunni 4 t6llunni x
X)) =

0 annars .

Til ad skyra petta fall betur skulum vid taka demi um hvernig skal reikna ur pvi.
Skodum til demis t6luna 3 /7 = 0,9549296585513....

Hér kemur tolustafurinn prir fyrir { prettdnda aukastaf télunnar svo ad C(3/x) = 1.
Skodum nast toluna 1/9=0,111111111....

Hér kemur tolustafurinn prir aldrei fram sem aukastafur heldur munu bara koma
endalaust margir dsar. Pess vegnaer C(1/9) =0.

(@

Synid ad fallid C er samfellt { punktinum x =7/11.

(b)

Synid ad fallid C er 6samfellt { punktinum x = 1/9.

(©)

Synid ad fallid C er 6samfellt { punktinum x = 3/10.

Lausn:

(@

Athugum fyrst ad C(7/11) = C(0,63636363...) = 1 pvi ad prir kemur til demis fyrir
00rum aukastaf tolunnar.

Latum € > 0. Vid purfum ad syna ad til sé d pannig ad |x —7/11| < d hafi { for med sér
ad [C(x)—1| <e.
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Setjum 6 = 0,001.

Tokum eftir pviad 7/11 —8 = 0,63536363...0g 7/11 +0 = 0,63736363....

Vid sjaum ad ef 7/11 —8 =< x < 7/11 + 0 b4 mun annar aukastafur tolunnar x vera prir
svo ad C(x) = 1.

Med 60rum ordum ef [x —7/11| < 0,001 pa fest |C(x) — 1| = |1 — 1| =0<&.

Svo ad C er samfellt { punktinum 7/11.

(b)

Athugum fyrst ad C(1/9) = C(0,11111...) = 0 pvi ad prir kemur hvergi fyrir sem
aukastafur tolunnar.

Skodum fallgildin { nokkrum vel vldnum t6lum sem eru nalaegt télunni 1/9.
C(1/9+40,2)=C(0,311111...)=1

C(1/9+40,02)=C(0,131111...)=1

C(1/9+40,002) =C(0,113111...)=1.

C(1/9+0,0002) =C(0,111311...) = 1 o.s fr.

Vid tokum eftir ad fyrir allar ndttirulegar t6lur n mun C(1/9+42-107") = 1.

Vid sjaum pa ad [C(1/9+2-107") —C(1/9)| = 1 fyrir allar néttdrulegar tolur 7.

P.e.a.s. sama hversu nédlegt télunni 1/9 vid forum 4 pennan hatt pa verdur munurinn a
fallgildunum alltaf einn.

C er pess vegna 6samfellt { punktinum x = 1/9.

(©)

Athugum fyrst ad C(3/10) = C(0,3000...) = 1.

Skodum fallgildin i nokkrum vel véldum t6lum sem eru ndlagt télunni 3/10.
C(3/10-0,01) =C(0,29000...) =0

C(3/10—0,001) = C(0,2990000... = 0)
C(3/10—0,0001) = C(0,2999000...) =0
o.s.1r.

Vid t6lum eftir ad fyrir allar nattirulegar tolur n mun C(3/10 —107") = 0.

Vid sjaum pa ad |C(3/10 —-107") —C(3/10)| = 1 fyrir allar nattirulegar tolur n.
P.e.a.s. sama hversu ndlegt télunni 1/9 vid forum & pennan hatt pa verdur munurinn &
fallgildunum alltaf einn.

C er pess vegna 6samfellt { punktinum x = 3/10.

26 Deildun

26.1 Skyringardsemi

Adur en vid skilgreinum afleiou falls skulum vid taka dzemi til pess ad reyna ad ttskyra
hver hugmyndin er.

Vid skulum hugsa okkur bil i spyrnukeppni 4 500 metra braut.

Adur en billinn fer af stad er sett { hann ndkvamt stadsetningartaki sem getur teiknad upp
graf sem lysir stadsetningu hans 4 brautinni midad vid timann sem er lidinn fra upphafi
spyrnunnar.
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Billinn fer af stad og keyrir brautina 4 nakvem-
lega tiu sekundum. 500
Eftir keppnina pa er stadsetningartekid skodad

Vegalengd (m)

og pad synir ad stadsetningu bilsins sem fall af 400
tima megi lysa med formilunni 300
s(t) =512 200

par sem ¢ € [0, 10] tdknar timann sem var lidinn 100
frd upphafi spyrnunnar maldur { sekundum og

s(t) = 5t

s(t) er vegalengdin sem billin var bdinn ad keyra 2 4 6 8
meld { metrum.

Pessi formula segjir okkur til deemis ad eftir fjérar sekiindur var billinn bdinn ad keyra 80
metra pvi ad 5 - 4> = 80 og eftir 4tta sekiindur var billinn biinn ad keyra 320 metra pvi ad
5-8% =320.

Eins og vid ma bdast er s(0) = 0 sem pydir ad eftir ndll sekdndur st6d billinn ennpa Shreyfd-
ur og s(10) = 500 sem er { samrami vid pad ad billinn hafi keyrt brautina sem var 500
metrar 4 tiu sekindum.

Ur formilunni er p6 hagt ad fi meiri upplysingar heldur en bara stadsetningu bilsins. Til
demis dugar pessi formula til pess ad reikna 1t hrada bilsins { sérhverjum timapunkti.

Vid skulum nu fara { gegnum pad hvernig pad er gert.

Vid skulum reikna ut ndkvaman hrada bilsins pegar fjorar sekindur voru lidnar.

Athugum ad medalhradi bilsins yfir dkvedid timabil er skilgreint sem vegalengdin sem
billinn fer 4 pvi timabili deilt med lengdinni 4 timabilinu.

Pannig var t.d. medalhradi bilsins okkar { allri spyrnunni 50 metrar 4 sekindu pvi ad hann
fér 500 metra 4 10 sekindum og 500/10 = 50.

Adur en vid getum reiknad it nakveman hrada bilsins 4 timanum 7 = 4 purfum vid ad
reikna ut medalhrada bilsins 4 nokkrum vel véldum timabilum.

e Skodum fyrst medalhrada bilsins 4 timabilinu fra fjérum upp { 4tta sekindur.
A sekiindu 4tta er billinn kominn 5 - 8% = 310 metra.
A sekiindu fjogur er billinn kominn 5 - 4> = 80 metra.
Vegalengdin sem hann ferist 4 timabilinu frd fjérum upp { atta sekindur er pa 310 —
80 = 230 metrar.
Lengdin 4 pessu timabili er fjérar sekundur.
Medalhradi bilsins 4 timabilinu fra fjérum upp 1 atta sekundur er pa

230
T = 57,5 m/s.

e Skodum nast medalhrada bilsins fra fjérum upp 1 sex sekiindur. Vegalengdin sem
hann farist 4 pvi timabili er 5 - 6> — 5-4% = 100 metrar.
Lengdin 4 timabilinu er 6 — 4 = 2 sekundur.

Medalhradi bilsins er pa

100

e Skodum medalhrada bilsins fra fjorum upp { fimm sekindur.

Hann er ) 5
5-5-5-4 45
— = — =45 m/s.
54 1 s
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e Medalhradi bilsins frd fjéorum sekindum upp i fjérar og hélfa sekindu er

5-4,52-5-4> 21,25
45—-4 0,5

= 42,5 m/s.

e Medalhradi bilsins fra fjérum sekindum upp i 4,25 sekindur er

5-4,252-5-4 10,3125
425—4 0,25

=41,25 m/s.

Nuna geta gloggir nemendur kannski attad sig 4 pvi hvad er ad fara ad gerast.

Med pvi ad stytta timabilid meira og meira p4 verdur medalhradinn nar og n@r raunveru-
lega hradanum { timanum ¢ = 4.

Petta er farid ad likjast pvi ad taka markgildi.

Almennt gildir ad medalhradi bilsins fr4 fjorum sekindum upp i ¢ sekindur er
512542
t—4

Pegar vid styttum timabilid meir og meir pd erum vid { raun ad ldta t6lunna ¢ hér ad ofan
stefna 4 fjora.
Pess vegna faum vid ad ndkvamur hradi bilsins 4 timanum ¢ = 4 er

2 _ _42 2_42 4 (t —4
limSt 5 :lims(t ) _ imS(tJr )(t—4)
t—4 t—4 t—4 t—4 t—4 tr—4

5(t+4 444
= lim e+ ):5( i >:40.
t—4 1 1

Pad er ad segja, ndkvemur hradi bilsins pegar akkurat fjorar sekindur eru lidnar er 40
metrar & sekindu.

Hér fér mikid pudur 1 pad ad reikna dt hrada bilsins 4 einum timapunkti.

Segjum ad vid viljum reikna 1t hrada bilsins { hundrad mismunandi timapunktum, pa yroi
preitandi ad purfa ad reikna ut hundrad mismunandi markgildi.

Skynsamlegra veri ad reyna ad finna ut ndkvema formulu sem gefur upp hrada bilsins a
sérhverjum tima. Pad er hegt!

Til pess ad reikna Gt hrada bilsins 4 timanum ¢ = 4 p4 purftum vid ad reikna ut markgildid

. 512—5.42
lim——.
t—4  t—4

Ef hinsvegar vid viljum reikna 1t hrada bilsins & einhverjum 6drum tima ¢ = #y pa parf
ekkert a0 gera nema reikna Gt markgildid

. 5t2-5-13
lim ——9,
1=ty t—1
En petta er eitthvad sem ad vid getum reiknad ut almennt:

2_ 5.2 2_ 2 _
5t°—5 to_limS(t 1) 5(t+10)(t—1o)

lim = lim
=t t—1y =t t—ty o t—1to
5(t+ S5(tg+1¢
i 2t 0) (0+0>:10t0.
t—ty 1 1
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Vid hofum séd ad 4 timanum ¢ = #y pa er hradi bilsins 1079 m/s.
Med 60rum ordum pa mad lysa hrada bilsins af tima med fallinu sem gefid er med formul-
unni

v(t) = 10¢.

Af pessu mad lesa ad hradi bilsins 4 sekindu fjogur er 4 - 10 = 40 m/s og hradi bilsins 4
sekundu atta er 8- 10 = 80 m/s.

Munum ad billinn byrjar kyrrsteedur svo pad kemur ekki 4 gvart ad v(0) = 0 sem ma tilka
sem svo ad hradi bilsins 4 sekiindunni null sé nall.

Adferdin sem hér var notud kallast deildun (diffrun).
Pessi adferd er ekki bundin vid petta einstaka fall, heldur ma gera petta almennt. Segjum
ad hradi bilsins hafi verid gefinn med einhverju 6rdu falli k(z).
Hradi bilsins { timapunktinum ¢ = o verdur pa fundinn med pvi ad reikna markgildid
k(t) —k(10)

lim ————=.
=t t—1

26.2 Skilgreining a afleiou

Setjum fram formlega skilgreiningu 4 afleidu

Skilgreining 26.2.1. Gerum rédd fyrir ad f : I — R sé fall sem er skilgreint 4 bili /.
Latuma € 1.
Fallid f er sagt vera deildanlegt (diffranlegt) { punktinum a ef ad markgildid

i T = £@)

xX—a XxX—a

er skilgreint og jafnt einhverri rauntolu, (Ekki plus eda minus 6endanlegt.)
Pessi rauntala er tdknud med f'(a) og kallast afleida fallsins f { punktinum a.

Ef fallid f er deildanlegt { sérhverjum punkti bilsins / pa segjum vid ad f sé deildanlegt
(diffranlegt) fall 4 I og pé er afleidan f” fall 4 1.
Adgerdin ad finna afleidu kallast deldun (diffrun).

26.3 Hallatolur og snertlar

z

I skyringardeminu ad ofan pa gafum vid okkur fall s sem lysti stadsetningu bils sem fall af
tima. Afleida fallsins s var pa tilkud sem hradi bilsins.
[ raun er hzegt ad tilka afleidu falls toluvert almennar.

Segjum ad fall f: I — R sé gefid ogad a € 1.

Ef ad afleida fallsins f { punktinum a er skilgreind pd er algengast ad tilka télunna f(a)
sem hallatolu fallsins f { punktinum a.

P.e.as. talan f/(a) lysir pvi hversu mikid fallid hallar { punktinum a.

Til ad skyra pessa tilkun betur er best ad skilgreina snertil falls fyrst
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Skilgreining 26.3.1. Latum f / — R vera fall skilgreint 4 bili / og latum a € .
Ef a0 afleida fallsins f { punktinum a er skilgreint pa kollum vid linuna sem er gefin med
jofnunni

y=fla)+f(a)(x—a)

snertil fallsins f { punktinum a.

Snertill falls f i punkti a er sd beina lina sem fer i gegnum punktinn (a, f(a)) og sem ad {
vissum skilningi liggur sem best uppad fallinu i pessum punkti.

Til ad f4 betri tilfinningu fyrir pessu skulum vid teikna upp fallid
s(x)=5-x%

asamt snertli pess { punktinum x = 4.
Buid var ad reikna ad s(4) = 80 og s'(4) = 40.

y
Jafna snertilsins fast pd4 med formdlunni 500 s(x) = 5x?
v =5(4) +5(4)(x—4) = 80 + 40(x — 4) 400
300
sem einfaldast {
200
X

Til hlidar md sja mynd af fallinu sjalfu asamt
snertli pess sem er litadur blar. Flestir @ttu ad
geta verid sammadla um ad snertillinn liggur vel
uppad fallinu.

Til samanburdar er buid ad teikna tvar raudar lin-
ur { gegnum sama punkt sem liggja ekki vel uppad fallinu. Fleiri myndu segja ad per liggi
i gegnum fallid.

264 Reglur um deildun

Um deildun gilda nokkrar mikilvagar reglur.
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Athugasemd:

[ reglunni er tekid fram ad f og g @ttu ad vera deildanleg 4 61lu R. Pad er gert til ad einfalda
framsetninguna 4 reglunni. I raun gilda pessar reglur fyrir 611 deildanleg f og g par sem ad
stedurnar vinstra megin jafnadarmerkisins eru vel skilgreindar.

Sonnum petta

1. Fyrir sérhvert xo par sem f er diffranlegt gildir

(af)/(xo) — lim (af)(x) — (af)(xo) — lim af(x) _af(xo) —a- lim Zaf/(XO)-

X—X0 X — X0 X—X0 X — X0 X—X0 X — X

2. Fyrir sérhvert xo par sem f og g eru diffranleg gildir
(F+9@) —(F+8)0) _ | f()+8(x) = f(x0) — gx0)

X — X0 X=X X — X0

(f +8)(x0) = lim

~ lim (f(x)—f(xo) 8(x)—8(x0))

X—X0 X —Xo X — X0
3. Hér notum vio lioi eitt og tvo
(f=8)=(f+(=8) =f+(=8)=f+(-1)-g=f -4
4. Fyrir sérhvert xo par sem f og g eru diffranleg gildir

(f8)(x) — (fg)(x0) J(x)g(x) — f(x0)g(xo)

(f8)(w0) = Jlim ===~ = Jimy -
0 X —X0 0 X —X0
L F@8() — flo)g () + £ ()8 (x) — f(x0)g(x0)
X0 X —X0
i L008() — fo)g() o f(0)s(x) — f(x0)g(x0)
X—X0 X — X0 X—X0 X — X0

= (lim g(x)) ( lim M) + f(x0) - lim g(x) —g(xo)

X—X0 X — X0 X—X0 X — X

= g(x0) f'(x0) + £ (x0)g’ (x0).-
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5. Fyrir sérhvert xo pannig ad g sé diffranlegt i xy og f sé diffranlegt i g(xo) pd gildir.

(fog)x) —(fog)lxo) _ . flg(x)—f(8(x))

(fo8) (x0) = lim

X—X(Q X—X0 X—X0 X —X0
_ i S(8(0) — f(8(x0)) (8(x) —g(x0))
*2% (x—x0)(g(x) —g(x0))
o ()~ f(gx)) . 8() —g(0) _ oy
= lim 0) —200) '}LTOW = f'(g(x0)) - &' (x0)-

6. Fyrir sérhvert xy par sem g er diffranlegt gildir

(2 () = J /000 = W) _ (o) =5l
g 0

X—>X0 X— X0 X—X0 X—Xp
A tim — (i §W )yt (%)
_<"1ﬂ08(x)8(x0)) (- i 5 5) ) T =00

7. Hér verda lidir fimm og sex notadir

() -ubp-ror(Y -rr-

8. Athugum fyrst ad ef h(x) = x pd feest

h(x)—h —
i (x) = lim M=) o X7X0
X—X0 X — X0 X—=X0 X — X0
Skv. skilgreiningu d andhverfu pd er
(f o f)x) =x.

Deildum ni sitthvoru megin jafnadoarmerkis, vio notum lio fimm til ao deilda vinstra

megin. Vio fdum
((F o)) flx)=1

eda
1

Yo X) = .
(o N0 =55

26.5 Natturulega veldisvisisfallio

Adur en lengra er haldid { deildun er naudsynlegt ad kynna nyja t5lu til sogunnar sem ad er

gridarlega mikilvag { deildunarreikningi. Hin kemur fram { eftirfarandi reglu.

Setning 26.5.1 Til er fall f skilgreint 4 6llu R pannig ad f(0) =1 og f' = f.
Petta fall er visisfall, svo ad til er jakveed rauntala, e pannig ad f(x) = ¢*
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Sonnunin & pessari reglu er allt of teeknileg til pess ad fara 1 hana hér.

Alveg eins og talan m pé er talan e 6red sem pydir ad ekki eru til heiltdlur p og g pannig
ad e = p/q. Til ad fa einhverja tilfinningu fyrir henni pa er best ad skrifa upp nokkra fyrstu
aukastafi hennar.

e =2,718281828459045...

Munum ad sérhvert visisfall 4 sér andhverfu sem ad er kollud logri.

Fyrir eitthvad visisfall a* pd er andhverfa hennar tdknud med log,(x), nema pegar a = 10,
pé er yfirleitt skrifad bara log(x).

Talan e er b6 talin svo sérstok i sterdfredinni ad andhverfa fallsins ¢ er vanalega ekki
taknud med log, (x) heldur far hin sér takn:

Skilgreining 26.5.1. Fallid ¢* 4 sér andhverfu sem ad er tdknud med In(x).
betta fall er kallad néttdrulegri logrinn.

26.6 Deildun pekktra falla
Nu skulum vid deilda nokkur pekkt foll.
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Sonnum petta

1. Ef f(x) = a pd feest fyrir sérhvert xy € R ad

f'(x0) = lim fO) = flxo) _ pa=a o

X—X0 X — X0 X—=X0 X — X0 X—X0

2. Til ad gera tdknmdlio skiljanlegra munum vio endurskyra fallio og setja f,(x) = x"
Sfyrir oll n.
Reglan segjir nii ad f(x) = nx"~! fyrir 6ll n € N.
Notum prepun til pess ao syna petta.
Synum fyrst ad reglan er sonn pegar n = 1.

)~ filxo) _

X—X0 X — X0 X—=X0 X — X0

AU R BN

svo reglan er sonn fyrirn = 1.

Gerum ncest rdo fyrir ad reglan sé sonn fyrir eitthvad n og synum ao hi sé sonn fyrir
n+1. P.e.a.s. vio gerum nii rdd fyrir ad f.(x) = nx"~!.

Meo pvi ao nota regluna fyrir deildun margfeldi falla faum vio ni

Far1 () = (fur 1) (x) = fo () o () + fu(X) 1 ()
o L= X = (n DA
Vio faum pvi ao reglan er sonn fyrir sérhvert n € N.

3. Holdum dfram ad nota tdknmdlio f,(x) = x".
Tokum eftir pvi ao fyrir 6ll n pd er

1
=

1 1id tvo hifum vio mii pegar synt ad nidurstadan er rétt ef n € 7.\ {0} er jdakved. Vio
skulum pvi gera rdo fyrir ad n sé neikveed.

Fyrst n er neikveed pd er —n jdkveo.

Pd feest meo pvi ao nota lidinn d undan og regluna um deildun d deilingu falla ao

ﬁw:(ly@:—ﬂm>:4ﬂw%l

Jn

fon (f=n(x))? (x=)?
—n—1
_ nifzn _ nx—n—l—(—Zn) .

4. Par sem n € Q pd eru til heiltolur p og q pannig ad n = 5.
Vio munum nii skrifa f,,,(x) = xP/4.
Synum fyrst ao reglan er sonn ef p =1 p.e.a.s. fyrir fall af gerdinni fy,, = x4,

Vio vitum ad fallio fi,, er andhverfa fallsins fq (x). Ni notum vid regluna um deildun
d andhverfu til pess ao fd

, 1
(fl/q qu)(x> = f(;(x)
sama hlutinn er heegt ad skrifa sem
, 1
f]/q(fq<x)) = %-
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Nii er q heiltala svo skv. lionum d undan er fy(x) = gxd—1.
Vio stingum pessu inni og fdum
1

fl,/q <xp) - qx‘]*l

1
Med pvi ao skipta iit x fyrir x4 i pessari jofnu feest

1 1 ¢ 1 14
fijg) = —r = -7 = xs
gx a4 q

Svo ao setningin er sonn fyrir tolur af gerdinnin=1/q.
Fyrir almennt n = g pd feest

Fo1a®) = (oo fi79) (x) = (£, f11g) (x) - f11q(x) = £ (f1/g (X)) - 1 4(x)

. bessi regla verour ekki sonnuo hér.

. Hér notum vio regluna sem var sett fram osonnud ao ofan, nefnilega pd reglu ao ef

g(x)=e"pderg =g.
Ldtum nii h(x) =In(a)x og f(x) = a”.
Pd sést ad f(x) = goh(x) svo ao

F/() = (g0h) (x) = (& o h) (x) - h'(x) = g (h(x) ' (x) = g(h(x)) - '(x)
— (goh)(x)-H(x) = f(x) - (x) = a*-In(a)

. Synum petta fyrst fyrir ndtturulegra logrann In, athugum ad In(e) = 1 skv. skilgrein-
ingu.

Setjum f(x) =In(x) pd er f~'(x) = & og pvi einnig (f~1)'(x) = €*.

Pd feest skv reglu um deildun d andhverfu ao

1y 1
YD) = 55
og par sem (f~)'(f(x)) = £~ (f(x)) = x feest
1
1T
eda |
f(x) = o

Til ad syna petta fyrir almennan logra log,(x) purfum vid ad rifja upp lograreglu
sem segjir ao
log, (x) In(x)
og,(x) =
8 = Tn(a)

en pd feest




8. Hér verour notud hornafallaregla sem segjir ao
sin(x) —sin(y) = 2sin((x —y)/2) - cos((x+y)/2).
Einnig verour nast vio pekkta markgildio

lim sin(x)

x—0 X

=1
en synt var fram d petta i kaflanum um markgildi.
Nt faum vio

sint (xo) = lim sin(x) — sin(xp) — im ZSin((x—xo)/Z)cos((x—I—xo)/Z)'

X—X0 X — X0 X—X0 X — X0

. , __ X=X
Setjum mi h = ==

Pd er x =2h+xy og x+2x° = % =h-+xg.
Tokum einnig eftir pvi ad h stefnir d nill pd og pvi adeins ad x stefni d x.
Vio getum pvi breytt markgildinnu og skrifao

2sin(h) cos(h+xp)
...= lim
h—0 2h

sin(h)

= (}llILI(I)COS(X() +h)) . (]113(1) ) = cos(xp) - 1 = cos(xp).

9. Hér notum vio lidinn d undan og hornafallareglurnar
sin(x+m/2) = cos(x) cos(x+m/2) = —sin(x)
0g vio fdum

(cos(x)) = (sin(x+m/2)) = cos(x+m/2) = —sin(x).

10. Hér notum vio skilgreininguna d tangens

sin(x)

tan(x) = cos(x)

honrafallaregluna
sin®(x) 4 cos®(x) = 1

0g reglu um deildun d deilingu falla til pess a0 fd:

sin )' () sin’ - cos — sin - cos’ cos - cos — sin-(—sin)
) = _

tan' (x) = (— — (x) = (x)

cos cos? cos?
2, w2
COS” -+ sin 1
 cos2 () = cos? ().
11. ) )
cos\’ —sin“ — cos —1
COt/ X) = <—) X) = X) = .
(x) sin (x) sin’ ) sin?(x)
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12. Par sem fallio Arcsin er andhverfa fallsins sin d bilinu [—w/2,7/2] pd er:

Arcsin' (sin(x)) = = (%)

Einangrum nii cos(x) dtir jofnunni
cos?(x) 4 sin®(x) = 1

og athugum ad kdsinusinn er alltaf jakveedur d bilinu [—n /2,1 /2] og fdum pess vegna

cos(x) = /1 —sin?(x).

Stingum pessu inni jofnuna (%) og faum

1

Arcsin' (sin(x)) = —————.
(sin(x)) 1 —sin?(x)
Med pvi ad skipta sin(x) it fyrir x feest ad lokum

1
V1—a2

Arcsin' (x) =

13. Mjog svipao og liourinn d undan.

14. Par sem Arctan er andhverfa fallsins tan(x) d bilinu [—n/2,7/2] pd er

/ _ _ 2
Arctan’ (tan(x)) = ) cos”(x). (%)
Athugum ao
1 B 1 B cos?(x) 5
I+tan?(x) |4 si’()  cos?(x)+sin?(x) cos” ()

cos2(x)

Stingum pessu inni jofnuna (%) og faum

1
/
Arctan (tan(x)) = H—Tnz(x)
skiptum it tan(x) fyrir x og fdum
Arctan’ (x) :
retan’ (x) = .
1 4+x?

15. Mjog svipao og liourinn d undan.

Daemi 26.6.1. Finnid afleidur eftirfarandi falla:
(a)
f(x) =cos(In(x)).

(b)

g(x) = 3 Arctan(x°).
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(©)
h(x) = cos*(x* +3).

Lausn:

(a)

Hér notum vid reglu um deildun 4 samsetningu falla

f'(x) = —sin(In(x)) - % — Lln(x))

x
(b)
Regla um deildun 4 margfeldi falla gefur
gl(.X) = 1n(3)3xArCtan(x5) —+ 3x . m . 5x4
= In(3) - 3*Arctan(x’) + Sct 3
B 1+x10°

(0

' (x) = 4-cos®(x* +3) - 2x = 8xcos’ (x* 4 3).

27 Ymsar afleidur, snertlar, kedjuregla og hornafoll

271 Kedjureglan og hornafoll

Kedjureglan var sonnud { kaflanum um deildun. Vid skulum setja hana aftur fram hérna

Afleidur hornafallanna voru leiddar ut { kaflanum um deildun
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28 Notkun a afleidoum - hagildi og laggildi

28.1 Hagildi og laggildi

Hugsum okkur fall f: I — R skilgreint 4 einhverju bili /.

Skilgreiningin 4 hagildi fallsins f er frekar natturuleg, fallid f er einfaldlega sagt taka hé-

gildi { punktinum par sem pad er starst.

Skilgreiningin 4 stadbundnu hagildi er adeins teknilegri. Fallid f er sagt hafa stadbundid
héagildi { einhverjum punkti ¢ ef hegt er ad finna minna bil J C I { kringum ¢ pannig ad
stersta gildi f 4 bilinu J sé { punktinum c. Laggildi og stadbundid laggildi er skilgreint

svipad.

Utgildispunktar eru peir punktar kalladir sem eru annad hvort hagildis- eda laggildispunkt-

ar.
Formlega:

fallsins f.

Skilgreining 28.1.1. Latum f: I — R vera fall 4 einhverju bili / og ¢ € .

e Fallid f er sagt taka hégildi { punktinum c ef ad f(c) > f(x) fyrir 61l x € 1.
e Fallid f er sagt taka laggildi { punktinum c ef ad f(c) < f(x) fyrir 6ll x € I.

e Fallid f er sagt hafa stadbundid hégildi { punktinum c ef til er bil J C I pannig ad
¢ € J en c er ekki endapunktur bilsins J og um 6ll x € J gildir ad f(c) > f(x)

e Fallid f er sagt hafa stadbundid laggildi { punktinum c ef til er bil J C I pannig ad
¢ € J en c er ekki endapunktur bilsins J og um 61l x € J gildir ad f(c) < f(x)

e Ef ¢ er annadhvort hégildi eda laggildi fallsins f pa segjum vid ad ¢ sé utgildi

e Ef ad c er annadhvort stadbundid hagildi eda stadbunbundid laggildi fallsins f pa
segjum vid ad ¢ sé€ stadbundid ttgildi fallsins f.

Til skyringar skulum vid teikna mynd af marglidunni

PR

2
pl) =5 = —x +x

og merkja inn stadbundin hagildi og laggildi.
Myndin er teiknud af marglidunni 4 bilinu [—2,2] af
pvi ad pad er eini stadurinn par sem eitthvad dhuga-
vert gerist. Fallid stekkar upp { éendanleikann ef
farid er lengra til vinstri eda hegri.
Marglidan hefur engan hagildispunkt pvi hin gerir
ekkert nema a0 stekka og stekka i badar attir.
Hins vegar sést af mynd ad hin tekur stadbundid
hédgildi 4 einum stad, sem merkt er & myndina med
raudum punkti.

Laggildi marglidunnar er merkt inn & mynd med blaum punkti og annad stadbundid ldggildi

hennar er merkt med greenum punkti.
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Tokum eftir ad skv. skilgreiningu pa eru hagildispunktar sér { lagi stadbundnir hagild-
ispunktar. Eftirfarandi regla hjalpar okkur ad finna pa punkta par sem fall f tekur stad-
bundin utgildi.

Setning 28.1.1 Gerum rad fyrir ad f sé deildanlegt fall skilgreint 4 bili /.
Ef ad f tekur stadbundid ttgildi i ¢ pder f/(c) =0

Taka skal sérstaklega fram ad andhverfa pessarar reglu er ekki algild. P.e.a.s. ef ad f(c) =
0 pa part ekki ad vera ad f taki stadbundid ttgildi { punktinum c.

Til ad rokstydja pad ma skoda fallid f(x) = x> sem er stranglega vaxandi og vex frd minus
d6endanlegu upp {1 éendanlegt og hefur pvi engin stadbundin utgildi. Engu ad sidur pa er

f(0)=0.

Med hjalp pessarar reglu skulum vid tdtskyra adferd til pess ad finna hégildi og ldggildi
falls.

Finna skal hdgildi deldanlegs falls f : I — R sem er skilgreint d bili sem inniheldur enda-
punkta sina.

1. Deildid fallio f

2. Finnio alla punkta ¢ € I pannig ao f'(c) =0.
Nefnum pd cy,c3,...,Cp.
Ldtum endapunkta bilsisn I heita a og b

3. Reiknio it f(c;) fyrir 6l i og reiknio einnig f(a) og f(b).

4. Nu er hdgildi og ldggildi fallsins f i peim punktum par sem vitkoman var heest og
leegst.

29 Vaxandi og minnkandi foll; afleiouprof

30 Nattarulegi logrinn og afleida hans

30.1 Afleida nattiarulega lograns

Natturulegi logrinn In : Ry — R var skilgreindur {i kaflanum um deildun sem andhverfa
visisfallsins e* par sem e ~ 2,7182818... er pekktur fasti. Afleida hans er gefin med

31 Afleioa andhverfu falls; veldisvisisfallio og breioboga-
follin

31.1 Afleida andhverfu falls og veldisvisisfallio

Reglan um afleidu andhverfu falls var leidd ut { kaflanum um deildun. Hin verdur sett fram
hér aftur.
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[ kaflanum um deildun var raett um veldisvisisfallid ¢*.
Samkvamt skilgreiningu okkar pa er talan e su tala pannig ad veldisvisisfallid uppfylli
deildajofnunna

() =¢".

31.2 Breiobogafollin

Hér munum vid skilgreina ny foll, nefnilega breidbogafollin.

Skilgreining 31.2.1. Breidbogafollin eru skilgreind med eftirfarandi formdlum
(]
—X
cosh(x) := A
2
(]
ef—e
inh(x) :=
sinh(x) >
) inh()
sinh(x
tanh(x) :=
anh(x) cosh(x)
) h)
cosh(x
th(x) :=
coth(x) sinh(x)

[ raun er ekkert merkilegt ad gerast i pessum skilgreiningum. Pad kemur einfaldlega { 1j6s

ad follin sem eru gefin med pessum formidlum hafa marga géda eiginleika og koma pvi oft
ete™*

upp i stzerdfraedi. I stadin fyrir ad purfa ad skrifa upp formilu eins og >— aftur og aftur
akvadu pvi sterdfredingar ad gefa pessum follum sér nofn.

Nofnin svipa til hornafallanna pvi ad pessi {61l uppfylla margar svipadar reglur og horna-
follin, en p6 ekki alveg eins.

143



Audvelt er ad reikna ut pessar reglur beint ut frd skilgreiningunum, pad verdur ekki gert
hér.

32 Andhverfur hornafalla og afleidur peirra

32.1 Andhverfur hornafalla og afleidur peirra

Andhverfur hornafallanna voru skilgreindar { kaflanum um hornaf6ll. Hér kemur skilgrein-
ingin aftur:

Skilgreining 32.1.1. 1. Arcsin: [—1,1] = [—7/2,7/2]
er fallio sem uppfyllir

sin(Arcsin(x)) = x fyrir 61l x € [—1,1]

2. Arccos: [—1,1] — [0,
er fallio sem uppfyllir

cos(Arccos(x)) =x  fyrirollx € [—1,1]
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3. Arctan: [—o0,00] — [—7/2,7/2]
er fallid sem uppfyllir

tan(Arctan(x)) = x fyrir 6ll x € [—o0, 0]

4. Arccot: [—o, 0| — [0,7]
er fallid sem uppfyllir

cot(Arccot(x)) = x fyrir 6ll x € [—o0, 0]

Hegt er ad deilda pessi foll og afleidur peirra voru leiddar ut { kaflanum um deildun.
ber eru

33 Regla I’Hopital

33.1 Regla I’Hopital

Regla I’Hopital er mjog gagnleg vid ad reikna dt ymis markgildi.
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