Dzemi 33.1.1. Reiknum markgildid

lim S0
x—=0 X
Lausn:
Hér er f(x) = sin(x) og g(x) = x Vid sjaum ad f(0) = g(0) =0 svo ad vid getum notad
reglu I’Hopital
lim sin(x) — lim (sin(x))’ — lim cos(x) _ % L

x—0 X x—0 (x)’ x—0 1

Athugasemd:

[ kaflanum um markgildi eyddum vid mikilli orku { ad reikna petta markgildi med notkun
klemmureglunnar. Ekki verdur hja pvi komist ad gera pad pvi ad petta markgildi er notad
til pess ad leida 1t afleiduna af sinusfallinu og d4n hennar veri ekki hagt ad nota reglu
I’Hopital.

34 Osdkvedin heildi

34.1 Stofnfoll

Latum f: I — R vera fall skilgreint 4 einhverju bili /.

[ sidustu koflum hofum mikid raett um adferdir til pess ad finna afleidu fallsins f ef pad er
hagt og hvada upplysingar um fallid afleidan gefur.

[ pessum kafla munum vid { vissum skilningi gera pad akkiirat 6fuga vid ad finna afleidu.
P.e.a.s. vid munum leita ad falli F pannig ad F' = f.

Skilgreining 34.1.1. Liatum f: I — R vera fall skilgreint 4 bili /.
Efad F : I — R er deildanlegt fall pannig ad F’' = f pd segjum vid ad F sé stofnfall fyrir

f-
Stafnfall af falli f er oft nefnt 6dkvedid heildi og er tdknad med

/ f(x)dx.

Athugum ad ef F' er stofnfall fyrir fog a € R er einhver rauntala, p4 er fallid F + a einnig
stofnafall fyrir f pvi ad
(Fta) =F'+(a) =f+0={.

Pvi getum vid sagt ad ef ad fall hefur a.m k. eitt stofnfall p4 hefur pad 6oendanlega morg
stofnfoll.
Athugum einnig ad ef ad G og F eru tvd mismunandi stofnfoll fyrir f pa fest

(F-G)=F -G =f-f=0.

Af bessu leidir ad fallid F — G er fastafall, p.e.a.s. til er C € R pannig ad F' — G = C sem
gefur svo F = G+-C.
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Af pessu sjaum vid ad ef ad F er eitthvad stofnfall fyrir fallid f pa eru ndkvaemlega o6ll
stofnfoll pess af gerdinni F' 4 C par sem C er fasti.
Af pessum dsteedum pa er vaninn ad skrifa

par sem F er eitthvad stofnfall fyrir f.

Pekking okkar & afleidum gerir okkur kleift ad bua til langar t6flur yfir stofnfoll.

f6) | s @ | rrwar

x" x4 C 1 In |x| +C

e e +C a* lna +C

xe* (x—1)e*+C Inx xlnx—x+C

x'e* x'e* —n[x"le*dx || ¥*Inx %lnx (n+1)2 +C

sinx —cosx+C CoSx sinx+C

tan x In|_L|+C cotx In|sinx| +C

ﬁ 1n|smx—cotx|—|—C colﬁ ln|cosx+tanx|+C
a2]—x2 Z+C aZlW %tan’l =+C

| e VRER | 3VRE@ £ VR +C

\/ﬁ 1n\x+\/W|—i—C a? — x? \/7—1— sin'24+C

35 Riemann summur og akvedin heildi

35.1 Akvedid heildi

Létum til ad byrja med f vera fall 4 bili [a,b] og gerum rdd fyrir ad f(x) > 0 fyrir 6l
x € [a,b]. Heildi fallsins f yfir bilid [a,b] 4 ad vera flatarmdl svadisins sem afmarkast af
x-dsnum, grafi f,160réttu linunni x = a og 16dréttu linunni x = b. Petta mengi er

D ={(x,y);0 <y < f(x),x € [a,b]}.

Pad eru audvelt ad reikna 1t hvert flatarmalid er ef fallid f er af einfaldri gerd, til demis ef
pad er fasti, prepafall, eda graf pess samanstendur endanlega moérgum linustrikum. Hug-
myndin ad skilgreiningu 4 flatarmali almenns svaedis D af pessari gerd snyst um ad ndlga
pad innanfra og utanfrd med marghyrningum, A C D og B O D, og reikna ut flatarmal A og
B. Ef a0 fyrir sérhvert € > 0 eru til marghyrningar A C D og B O D pannig ad mismunurinn
4 flatarméli A og B sé minni en ¢, pa segjum vid ad f sé heildanlegt 4 bilinu [a,b]. P4 er
til otviraett dkvordud tala 7, sem er pannig ad flararmél A getur ekki verid sterra en I og
flatarmdl B getur ekki verid minna en /. P4 t6lu kollum vid heildi fallsin f yfir bilid [a, D]
og taknum pad med

/abf(x)dx

og vid litum 4 pad sem flatarmal svadisins D.
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Formlega skilgreiningin 4 heildi er almennari en hér var lyst, pvi hin takmarkast ekki vid
jakvad foll. T henni er einungis 1itid 4 marghyrninga sem eru sammengi rétthyrninga med
hlidar samsida 4sum hnitakerfisins.

Mengi P = {xo,x1,...,x,} par sem a = xp < x; < --- < x, = b kallast skipting & bilinu
[a,b]. Tokum nd fall f: [a,b] — R og gerum rad fyrir ad fallid f sé takmarkao, en pad
pydir ad til séu fastar m og M, pannig ad

m< f(x) <M, x € [a,b].

Summur af gerdinni

n

n
U:Zmi(xi—xi_l) og Y:ZMi(xi_xi—l)a
i=1 i=1

par sem m; < f(x) < M; fyrir 6ll x € [x;_1,x;], nefnast undirsummur og yfirsummur fyrir
fallio f og summa af gerdinni

n

S= flt)(xi—xi-1)

i=1

par sem #; € [x;_1,x;| er nefnd millisumma eda Riemann-summa fyrir fallio f. Vid hofum
augljoslega U < § <Y fyrri allar undir-, milli- og yfirsummur U, S og Y.

/ /

u d ]

Undirsumma. Y firsumma. Millisumma.
Takmarkada fallid f : [a,b] — R er pd sagt vera heildanlegt ef um sérhvert ¢ > 0 gildir ad
til er undirsumma U og yfirsumma Y fyrir f pannigad Y —U < &.

Ef f er heildanlegt, bd md alltaf finna vaxandi runu af undirsummum (U;)7_ | og minnkandi
runu (Y j)j-”zl af yfirsummum pannig ad ¥; — U; — 0. Bddar runurnar eru pa samleitnar med
sama markgildi og pad nefnum vid heildi fallsins f d bilinu |a,b] og vid tdknum pad med

/abf(x)dx.

Vert er ad taka pad fram ad x er { pessu tilfelli ekki breyta, p.e. |, f f(x)dx er ekki fall af x.
Pegar reiknad hefur verid upp ur heildinu er x ekki lengur til stadar { stedunni.

[ pessari skilgreiningu er gert r4d fyrir ad a < b. Ef a = b, b4 er heildid augljéslega 0. Ef
a > b, pa skilgreinum vid

/abf(x)dx: —/baf(x)dx.

Dami 35.1.1. Finnid yfirsummu og undursummu med skiptipunkta { heilu tolunum fyrir
f :=x% +4x 4 bilinu [0, 8].
Lausn: Vi0 sjaum ad fallid er stranglega vaxandi svo ad med pvi ad velja fallgildi { hagri
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enda hlutbils fium vid yfirsummu og med pvi ad velja fallgildi 1 vinstri enda hlutbils faum
vid undirsummu. Hvert bil er af lengd 1 svo vid ad yfirsumman er

v=> flk)= Zk2+4k= Zk2+4zk=204+4~36:348
k=1 k=1 k=1 k=1

U=> flk—1)= i:k2+4k:Y—f(8) = 252.

k=1 k=0

35.2 Reiknireglur
Nokkrar reiknireglur um dkvedin heildi:

(i) Ef f og g eru tv heildanleg foll 4 [a,b], pd er f + g heildanlegt og
b b b
| U@ +e@)dr= [ rix)de+ [ gx)dx
(ii) Efk er rauntala og f er heildanlegt 4 [a,b], pd er kf heildanlegt og

/abkf(x)dx:k/abf(x)dx

(iii) Ef a < ¢ < b og f er heildanlegt 4 [a,b], péd er f heildanlegt 4 bddum bilunum [a, c]

og [¢,b] og , ) ,
| rwax= [ rde+ [ s

(iv) Ef f er heildanlegt 4 [a+c¢,b+c], pé er

/abf(x+c)dx: /abﬂf(x)dx.

+c

Dami 35.2.1. Reiknid heildid
1 3
/0 x—kdx—l—/2 (x—1)+kdx.
Lausn: Vi0 notum reiknireglur og faum
1 3
/0 x—kdx+/ x—1)+kdx
= / xX— kdx—i—/ x+kdx

—/ xdx — /kdx+/ xdx—l—/ kdx

22 0?
— [ xdx—k4+k="—"=2.
/xx th=573
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35.3 [Einhalla vaxandi foll

Latum f : [a,b] — R vera vaxandi fall. Pd er f takmarkad pvi f(a) < f(x) < f(b) fyrir 6l
x € [a,b]. Latum P = {xo,...,x,} vera jafna skiptingu 4 [a,b],p.e.a.s. x; =a+i(b—a)/n.
Pd er x; — x;—1 = (b —a)/n. Vid setjum sidan m; = f(x;_1) og M; = f(x;). Fyrst f er
vaxandu pderu U =3 mj(b—a)/nogY =" | M;(b— a) undir- og yfirsummur fyrir
fallid f og vid héfum

n

Y-U= zn:(Mi—mi)(b—a)/nz > (f(xi) = f(xie1))(b—a)/n=(f(b) — f(a))(b—a)/n.

i=1 i=1
Athugid ad hér hofum vid notfaert okkur ad

n

> (f(xi) = fxiz1))

pa
= f(x1) = f(x0) + f(x2) — f(x1) + f(x3) — f(x2) + -+ f(xn) — f(xn—1)
= f(xn) — f(x0) = f(b) — f(a).

N sjdum vid ad med pvi ad velja skiptinguna néga fina, p.e.a.s. n négu stért pa sjdum vid
a0 mismunurinn Y — U getur verid hversu smar sem vera skal. Par med héfum vid synt
fram 4 ad vaxandi fall er heildanlegt.
Utreikningana hér ad ofan m4 lika
hugsa sem svo ad par sem fall-
i0 er einhalla skarast rétthyrning-
arnir sem afmarkast af punktun-
fb)—fla) um (x;, f(xi)) og (xi+1,f(xi41))
ekki svo vid getum imyndad okk-
ur ad vid stoflum peim hverjum
ofan 4 annan og faum p4 ut rétt-
‘ ‘ — hyrning med flatarmal i - (f(b) —
a b h f(a)). Flatarmdl pessa rétthyrn-
ings er jafnt Y — U. En med pvi
ad lata h stefna 4 0 sést a0 flatarmalid, og par med Y — U, getur verid eins litid og vid
viljum og par med er fallid heildanlegt.
Ef f er minnkandi, pa er —f vaxandi og par med er — f heildanlegt. Reikniregla (ii) 1 si0-
ustu grein med k = —1 segir okkur sidan ad f sé heildanlegt. Nidurstadan er pvi: Sérhvert
einhalla fall 4 [a, D] er heildanlegt.

354 Samfelld foll eru heildanleg

Gerum nu 14 fyrir ad f : [a,b] — R sé samfellt og veljum jafna skiptingu eins og { sidustu
grein. Fyrst fallid f er samfellt, pa tekur pad stersta og minnsta gildi gildi { punktum
¢; 0g d; & sérhverju hlutbili [x;_1,x;]. Petta pydir ad f(c¢;) = min{f(x);x € [x;_1,x]} og
f(di) = max{f(x);x € [xi_1,x;] }. Vi0 fdum nd ad

n

Y—-U-= i(Mi—mz')(b—a)/nz > (f(di) = flci)(b—a)/n.

i=1 i=1

Ef gefin er tala € > 0, pad er hegt ad syna fram 4 ad velja megi skiptinguna pad fina ad
0 < f(d;) — f(ci) < e/(b—a) fyrir 6l n. Fjoldi lidanna i summunni er 7, svo vid faum
matid ¥ — U < e. Vid hofum pvi synt ad sérhvert samfellt fall 4 [a, ] er heildanlegt.
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Med pvi ad tengja tvaer sidustu nidurstodur saman getum vid nu fengid ad ef f er takmarkad
fall 4 bilinu [a, b] og til er skipting 4 [a,b] pannig ad f er annad hvort einhalla eda samfellt
4 sérhverju hlutbili skiptingarinnar, pa er f heildanlegt og heildid er summa heildanna 4

hlutbilunum,

[ rwar=3 [ seax

i—1

par sem a; eru endapunktar hlutbilanna.

C

ao

as

36 Grundvallarsetning steerofraedigreiningarinnar

36.1 Grundvallarsetning sterofraedigreiningarinnar

2 f(x)dx =F(b)—F(a)

Heildun og deildun eru meginadgerdir sterdfredigreiningar-
innar. Samband peirra er gefid med setningum sem nefndar
eru undirstodusetningar sterdfredigreiningarinnar:

(i) Ef fallid f er samfellt 4 [a,D] og fallid F er skilgreint

Flx) = /axf(t)dt, x € [a,b]

bd er F stofnfall f, p.e.a.s. F'(x) = f(x) fyrir 6ll x €
[a,D].

(ii) Ef f er samfellt fall 4 [a,b] og F er stofnfall pess, pd er

sin® (x?).

Dzemi 36.1.1. Finnid afleidu fallsins F (x) := [ sin®(¢2)dt.
Lausn: Samkvemt undirstodusetningu sterdfredigreiningarinnar er afleidan F'(x) =

37 Heildunarreglur og meoalgildi

37.1 Hlutheildun

Litum 4 tvo deildanleg foll f og g med samfelldar afleidur. Reglan um deildun 4 margfeldi

falla segjir ad

(fe)' =f'g+fg.
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Ef 6dkvedio heildi er tekid af sterdunum sitt hvoru megin vid jafnadarmerkid fast svo skv.
undirstodusetningu sterdfredigreiningarinnar

f(x)g(x) = / (f'(x)g(x) + f(x)g' (x))dx.

Med pvi ad fera yfir jafnadarmerkid faum vid reglu sem ad er oftast kollud reglan um
hlutheildun

Setning 37.1.1 Litum f og g vera deildanleg f6ll med samfelldar afleidur, pa er

[ 1098 (x)dx = f(g() ~ [ £(x)(x)dx

Daemi 37.1.1. Reiknio 6akvedna heildid

/ xcos(x)dx.

Lausn:
Hér er hentugast ad setja f(x) = x og g(x) =sin(x). Pader f/(x) =1 og g'(x) = cos(x).
Pa fast med reglunni um hlutheildun ad

[xeos(w)dx = [ £(x)g/()dx = f(x)g() — [ £ ()g(x)dx

= xsin(x) — /sin(x)dx = xsin(x) +cos(x) +C.

37.2 Innsetningaraodfero

Létum g vera samfellt deildanlegt fall 4 einhverju bili [a,b] og f vera samfellt fall 4 bili /
sem inniheldur myndmengid g([a,b]). Ef ad F er stofnfall fyrir samfellda fallid f pa gefur
kedjureglan okkur ad

(Fog)'(x) =F'(g(x))g(x) = f(g(x))g'(x)
og par med er F o g stofnfall fyrir f(g(x))g’(x). Onnur undirstodusetningin gefur okkur pd

[ #(etg = Flso) - Flet@) = [ st)ar

Pessi adferd er oft hugsud pannig ad vid litum 4 u = g(x) sem nyja breytu i heildinu lengst
til vinstri og setjum hana { heildid { stadin fyrir g(x) og pa verdum vid ad setja inn du {
stadin fyrir g’(x)dx

Med 6akvednum heildum verdur reglan

/f( dx—/f u)+C=F(g(x))+C.
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Daemi 37.2.1. Reiknio dkvedna heildid

/6"/2 cos(In(x)) .
1 x

Lausn:
Hér munum vid setja u = In(x), pd verdur du = )l—cdx og pvi fest

/2 In(e™/?) /2
/1 cos(In(x)) , /1 cos(u)du = /n cos(u)du = [sin(x)J§/> =1-0 =

X n(1) 0

38 Heildi og afleiour logra og veldisvisisfalla

38.1 Stofnf6ll logra og veldisvisisfalla
Stofnfall fyrir logra er gefid med

_ (xIn(x) —x)
Jroratas = ST = €

og stofnfall fyrir visisfall er gefid med

/axdx _ @ +C
~ In(a)

39 Akvedin heildi og flatarmal

39.1 Akvedin heildi og flatarmal

Eins og sagt er fra { kaflanum um Riemann-summur og dkvedin heildi pa er dkvedna heildid

/abf(x)dx

hugsad sem flatarmal formsins sem afmarkast af ferli fallsins f, x-dssins og linanna gefnar
med jornunnum y = a og y = b, af pvi gefnu ad f(x) > 0 fyrir 61l x.
Ef f(x) < 0 pd er petta hugsad sem neikvztt flatarmdl formsins.

Mjog mikilvegt er ad nemendur 4tti sig & muninum 4 skilgreiningunni 4 dkvednu og
6dkvednu heildi.

Akvedid heildi er skilgreint sem flatarmal, en 64kvedid heildi er skilgreint sem eins konar
andhverfa deildunnar.

Vid fyrstu syn er langt frd pvi ad vera augljést ad pessir tveir hlutir séu 4 einhvern hétt
tengdir p6 svo ad tdknmalid sé mjog likt. Pad er undirstodusetning sterdfredigreiningar-
innar sem utskyrir hversu skild pessi hugtok eru og skyrir pess vegna hvers vegna sterd-
fredingar voldu svona likt tdknmal fyrir hugtok sem vid fyrstu syn virdast ekki mjog tengd.

Vert er ad itreka eftirfarandi sérstaklega. Akvedid heildi er skilgreint sem flatarmal en ekki
andhverfa deildunnar. Tengslin par 4 milli eru fengin med reglu.
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sin(sin(x*))

Dzemi 39.1.1. Reiknid 0.5+

—0.5 1

1 l
. . 3 t t = X
/lsm(sm(x ))dx. B 05 |

Lausn:

Hér er ndnast 6mogulegt ad finna stofnfall fyrir heildisstofninn sin(sin(x*)). P6 er hagt
ad taka eftir pvi ad fallid er oddstztt, pad sést af pvi ad sin(x) og x> eru bedi oddstzd
foll og samsetning oddstedra falla er oddstett.

Akvedna heildid faest med pvi ad finna flatarmalid undir ferlinum hagra megin vid y-
asinn pvi par er fallid jdkveatt, og draga sidan fra flatarmalid yfir ferlinum vinstra megin
vid y-asinn pvi ad par er fallid neikvatt.

Par sem ad fallid er oddstatt pa nillast flatarmalin ut og vid faum

/—]1 sin(sin(x*))dx = 0.

40 Hlutheildun og stofnbrot

40.1 Hlutheildun og stofnbrot

Reglur um hlutheildun ma4 sja { kaflanum sem heitir heildunarreglur og medalgildi.

Stofnbrotalioun

Ef ad R(x) = % er raett fall pa er besta leidin til ad finna stofnfall pess ad beita stofn-
brotalidun. Farid var itarlega { adferd sem lysir pvi hvernig skal stofnbrotalida red foll

kaflanum um red foll.

Daemi 40.1.1. Reiknio dkvedna heildid

5x% 2% —4x—1
/ dx
3

X3 —3x2+2x

Lausn:
Vid stofnbrotslidum fyrst med adferdum sem var lyst { kaflanum um red f6ll, nidurstadan
verour

2 —4x—1 3 1+ 2 N 15
=X —_ .
X3 —3x% 4 2x 2x x—1 2(x-2)

Pvi fest
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Sxt 2% —dx—1 5 1 2 15
d :/ 3o d
/3 PTG T 8 <x+ 2x+ —1+2(x—2)) *

151n(x—2)r

2
1
= [x——i—3x——n(x)+21n(x—l)+ 5

2 2

52 1 15 3 1 15
—74—4 S—EIn(5)+21n(4)+71n(3)—3—3 3—|—§ln(3)—21n(2)—71n(1)

=14— %ln(S) +1n(4) +81In(3).

41 ()eiginleg heildi

41.1 Oeiginleg heildi af gerd eitt

Stundum getur verid gagnlegt ad heilda foll alveg ut i dendanleikann. Pad er ekki mjog
erfitt ad utfera pad formlega:

Skilgreining 41.1.1. e Litum f: [a,] — R vera fall sem er heildanlegt 4 sérhverju
takmorkudu hlutbili { bilinu [a, ].

Ef a0 markgildid
t
tlgg /a f(x)dx

er til og jafnt raunt6lu pa segjum vid ad f sé heildanlegt 4 [a, | og skrifum

/aoo dx—hm/f

e Litum g: [—o,b] — R vera fall sem er heildanlegt 4 sérhverju takmorkudu hlutbili
{ bilinu [—o0, b].

lim ’ f(x)dx

t——> J¢
er til og jafnt raunt6lu pa segjum vid ad g sé heildanlegt 4 [—o, b] og skrifum

b b
/ f(x)dx:= lim [ f(x)dx.

—0o0 t——> J

e Latum h: R — IR vera fall.
Ef ad til er tala ¢ € R pannig ad & sé b&di heildanlegt 4 [—, ¢| og [c,®] pd segjum
vid ad A sé heildanlegt & R og skrifum

/_ if (x)dx = /—; f(x)dx+ /C ) f(x)dx
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Daemi 41.1.1. Reiknio

© ]
dx.
/0 1+x2 .
Lausn:

Pekkt er ad stofnfall fyrir 5 +1x2 er Arctan(x).
bvi fest

* 1 : : : T
/0 e dx = lim [Arctan(x)]j = lim (Arctan(z) — Arctan(0)) = lim Arctan(t) = >

412 Oeiginleg heildi af gerd tvo

Stundum viljum vid geta heildad foll yfir bil, p6 ad pau séu 6skilgreind { einhverjum punkt-
um 4 bilinu. Til deemis gaeti okkur dottid i hug ad heilda fallid 1/v/x2 yfir bilid [—1,1] p6
svo ad pad sé oskilgreint 1 nadlli. Vid Gtfeerum pad svona:

Skilgreining 41.2.1. e Gerum rad fyrir ad f : I — R sé fall skilgreint 4 bili I =]a, b].

Ef a0 markgildid
b
lim [ f(x)dx

t—at Jt

er til og jafnt rauntolu pd segjum vid ad f sé heildanlegt 4 bilinnu ]a, b] og skrifum

b b
/a f@dx= lim [ f()dx

t—at Jt

e Gerum rad fyrir ad f : I — R sé fall skilgreint 4 bili I = [a, b].
Ef ad markgildid
t

lim / f(x)dx

t—b~ Ja
er til og jafnt rauntolu pd segjum vid ad f sé heildanlegt 4 bilinnu [a,b[ og skrifum

b
/ dx = lim / f(x)
a t—b~

e Gerum rdd fyrir ad ¢ € [a,b] og ad f : [a,b] \ ¢ — R sé fall. Ef ad f er bxdi
heildanlegt 4 [a, c[ og |c,b] pa segjum vid ad f sé heildanlegt 4 [a, b] og skrifum

/a ? x)dx = / " Al / )

Dzemi 41.2.1. Reiknid heildiod

L |
/_]3—\/-x—2dx
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Lausn:
Vid sjaum ad fallio 1/ Vx2 = x~2/3 er 6skilgreint { punktinum x = 0. Petta er pess vegna
oeiginlegt heildi af gerd tvo og vid reiknum

1 0 1
/ 3—dx:/ x72/3dx+/ x 2Py
—1 v/x2 -1 0

= 1im[3x'3)" | +1im[3x'3]} = (0— (=3)) + (3 —0) =6.

t—0 t—0

Dzemi 41.2.2. Palli @tlar ad heilda fallid 1 /x> fr4 —1 uppi 1. Hann reiknar

1 ~17" ~1 1
[\ {FL (5 -5)=0
Hefur Palli rétt fyrir sér?
Lausn:
Nei!
Fallid 1/x> er 6skilgreint i punktinum nll, vid purfum pvi ad skoda markgildin fra
badum attum og sjd hvort pau séu til.

/0 Ly —tim | =L Zpim (2 L
— =1m | —= =1m|\| —= — | = .
BT 2 =0\ 22 2

Fallid er pess vegna 6heildanlegt og Palli hefur rangt fyrir sér.

42 Inngangur ao diffurjofnum

42.1 Afleioujofnur
Afleioujafna eda diffurjafna er jafna

F(x,y(x),y %),y (x) =0

sem tjdir samband milli fallgilda y(x) og gilda y'(x),y”(x),y"”(x),... & afleidum 6pekkts
falls y(x). Stig afleidujofnunnar er stzrsta stig afleidu sem kemur fyrir { jofnunni. Urlausn
jofnunnar snyst um ad finna formulu fyrir 6llum lausnum jofnunnar, p.e.a.s. 6llum f6llum
sem skilgreind eru 4 einhverju bili 7 4 R og uppfylla jofnuna { sérhverjum punkti x { /.
Fyrsta stigs afleidujafna er af gerdinni F(x,y(x),y'(x)) = 0. Audveldara er ad eiga vid
jofnuna ef hun er umritud { j6fnu af gerdinni

Y (%) = G(x,y(x)).

Urlausn hennar m4 tiilka pannig ad verid sé ad finna feril (x,y(x)) med pann eiginleika ad
hallatalan er gefin med G(x,y) { sérhverjum punkti (x,y).
Einfaldasta afleidujafna sem hagt er ad hugsa sér er

Y (x) = f(x),
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par sem f er gefid fall, en drlausn hennar snyst um ad finna stofnfall fyrir f. Vid getum
notad heildi til pess ad rita lausnina

y(x) :C—I—/x:f(t)dt

par sem xq er einhver punktur { bilinu /.

43 Jafnvaegi sjalfstaeorar deildajofnu
44 Aoskilnaour breytisteroa

44.1 Aoskiljanleg jafna af 1. stigi

Vid segjum ad fyrsta stigs jafna sé adskiljanleg ef hagt er ad skrifa hana sem

par sem f og g eru gefin foll.
Til pess ad dkvadra lausnarformulu latum vid F vera stofnfall f og G vera stofnfall g og
athugum ad ef y(x) er lausn 4 jofnunni, pa er

%G(y(ﬂ) = G'(y(x))y' (x) = g(v(x))y'(x) = f (x).

Petta synir ad afleidujafnan er jafngild pvi ad

par sem C er fasti.
N er eftir ad leysa y(x) 1t dr pessari jofnu og pa er lausnin fundin. Su adgerd er jafngild
pvi ad finna andhverfu G. Pegar andhverfan hefur verid fundin pa verdur lausnin

y(x) =G (F(x)+C).

Daemi 44.1.1. Leysid jofnuna y' = xcos?(y).

Lausn: Petta er adskiljanleg afleidujafna, vid getum sett g(y) := ——

cos2(y) og f(x) :=xog

pa er jafnan & forminu
)
g(y(x))

Nu er tan(y) stofnfall fyrir g(y) og F(x) := %xz stofnfall fyrir f svo ad lausnirnar eru

y(x) =

1
arctan(F (x) +C) = arctan(§x2 +C)

par sem C € R.
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45 Linulegar deildajofnur af 1.stigi

45.1 Linuleg jafna af 1. stigi

Jafna er s0g0 vera linuleg ef hagt er ad umrita hana yfir 4 formid

Y (x) +alx)y(x) = g(x),

par sem a og g eru gefin foll 4 einhverju bili /.
Til pess ad dkvarda lausnarformulu latum vid A(x) vera eitthvert stofnfall fyrir fallid a(x)
og athugum ad pa er

d
- (A0y(x)) = A (3) +a(2)eAy(x) = A (3 () + a0y ().
Afleidujafnan er pvi jafngild

d

2 (Ay(0)) = AV (x).

Nu getum vid heildad fra punktinum xp og faum pa
X
AWy (x) = C+/ AWg(t) dt.
X0
Almennt lausnarform jofnunnar er nd fundid:

y(x) = Ce A0 A0 | " AOg(1)dr.

X0

Daemi 45.1.1. Leysid afleidujofnuna y' = xe© .
Lausn: Petta er einfaldasta gerd diffurjofnu, til ad leysa hana purfum vid bara ad finna
stofnfall fyrir xe* . Ef vid beitum innsetningunn u = x> b4 er % = 2x og vid faum

2
1 u e’
yZ/xexzdx:/%e”du:E/e”duz%-l—C:?-l—C

par sem C € R er otiltekinn fasti.

Daemi 45.1.2. Leysi0 afleidujofnuna y’ + ¥ = sin(x?), y(1) = 1.
Lausn: Petta er fyrsta stigs linuleg afleidujafna. Vid fium pa samkvamt lausnarformilu

ad
y=Ce AW 4 =AW /

X0

T A0 sin(¢?) dt

. .1 . .. .
bar sem A er eitthvert stofnfall fyrir - og C er einhver fasti, vid veljum xo = 0 og A(x) =
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y(x) = Ce M) 4 o= In() /Ox ) sin(¢?) dt

c 1 x d
:—+—/ tsin(r?)dt <u:t2, d—btt:2t>

=)

C 1 [¥si
_¢c.1 sin(u) du

x xJo 2

c 1 2
=T E[_ cos|y

C 1—cos(x?)
-y 7

X 2x

Par sem fastinn C er 6tiltekin getum vid svo einfaldad petta i

C — cos(x?)

o) =——7
Nu notum vid skilyrdid i x = 1 til ad dkvarda lausnina 6tviratt, vid finnum C p.a.

C —cos(1?)

71 =1, pe. C=1+cos(l).

45.2 Linuleg jafna af 2. stigi
Linuleg afleioujafna af 2. stigi er af gerdinni

ay(x)y" (x) + a1 (x)y (x) + a0 (x)y(x) = £ (x)

par sem follin ag,a;,a> og f eru gefin 4 einhverju bili /. Ef studlarnir ag,a; og a eru
fastar, pa segjum vid ad jafnan hafi fastastudla. Ef f er nillfallio, p.e. fastafallid f(x) =0,
pa segjum vid ad jafnan sé ohliorud, en ad hin sé hlioruo ef f er ekki nullfallio.

Ohlidrud jafna med fastastudla

N skulum vid lita 4 jofnuna y” 4 by’ +cy = 0 par sem b og ¢ eru rauntdlur. Petta er annars
stigs jafna med fastastudla og hin er 6hlidrud. Byrjum 4 pvi ad taka y(x) = ¢'*, par sem r
er tala. Ef vid stingum pessu inn { jéfnuna, pa fest

Y'(x) + by (x) + cy(x) = r’e™ + bre™ + ce'™ = &*(r* +br+¢) =0

Petta segir okkur ad y(x) = '™ sé lausn ef og adeins ef r er nullstod kennimargliounnar
P(x) = x> +bx+-c.

11j6s kemur ad haegt er ad lysa almennri lausn jéfnunnar it frd niillstsdvum kennimarglid-
unnar. Latum pvi D = b? — 4c tdkna adgreini hennar. Ef D > 0 p4 eru nillstodvarnar

ri=3(—b+Vb2—4c) og r=3(—b—\b*—4c)

og almenn lausn er
y(x) =Cre + Cre',

par sem C; og C, eru fastar. Ef D = 0, pd hefur kennimarglidan adeins eina nullst6d
r= —%b og vid faum almenna lausn

y(x) =Cre™ +Coxe’™.
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Ef D <0, pa faum vid tver nillstédvar, sem eru tvinntdlur,

ri=3(-b+ivdc—b?)=a+ip og rn=3i(-b—iVdc—b)=a—ip

og almenn lausn er
y(x) = Cre™ cos(px) + Cre™ sin(px).

Hlioruo jafna med fastastudla
HIidrud linuleg 2. stigs jafha med fastastudla er af gerdinni

Y'(x) +by' (x) + ey (x) = £ ().

Mismunur tveggja lausna 4 henni er lausn 4 6hlidrudu jofnunni og pad segir okkur ad hegt
sé a0 skrifa almenna lausn 4 hlidrudu jofnunni sem summu tveggja lida y(x) = y,(x) +
yp(x), par sem yj, er almenn lausn 4 6hlidrudu jofnunni og y, er einhver lausn 4 hlidrudu
Jofnunni. Slik lausn 4 hlidrudu jofnunni er oft nefnd sérlausn.

Til er formula fyrir lausn a hlidrudu jofnunni sem pid eigid eftir ad lera sidar, en oft er
hagt ad finna lausn med pvi ad giska 4 dkvedid lausnarform og reikna lausnina med peirri
forsendu ad til sé lausn 4 pvi dkvedna formi.

Ef til demis f er marglida ba er alltaf hagt ad finna lausn y,, sem er marglida.

Dzemi 45.2.1. Finnum almenna lausn 4 y” — 4y’ +y = x2.

Lausn: Vid byrjum 4 pvi ad finna sérlausn og gerum rad fyrir fyrir ad hin sé af gerdinni
yp(x) = Ax? + Bx +C, sem sagt annars stigs marglida. Ef vid stingum bessu falli inn {
jofnuna, pa faum vid jofnuna

2A —4(2Ax+B) + (AX* + Bx+C) = x*
sem jafngildir jofnunni
A+ (—8A+B)x+ (24 —4B+C) = x°.

Nu berum vid saman studlana vid veldin { baAdum hlidum jofnunnar og sjaum ad prjar
jofnur verda ad vera uppfylltar, A=1, -84+ B =0 0g 2A —4B+C =0. Vid leysum ut
B=8o0gC =30.

Nu eru ratur kennimarglidunnar 2 + v/3. Almenna lausnin sem vid leitum ad er pvi

y(x) = Cre@ V3% 4 Cre@HVAT 4 42 4 8y 4 30.

Ef vid setjum f(x) = cos(awx) eda f(x) = sin(ow) { haegri hlid jofnunnar, pa leitum vid
ad sérlausn af gerdinni y,(x) = Acos(ax) + Bsin(ow).

Ef f(x) = e™ og a er ekki nillst6d kennimarglidunnar, pa leitum vid ad lausn af gerdinni
yp(x) = Ae™. Ef a er 6nnur af tveimur nillstodvum kennimarglidunnar, p4 leitum vid ad
lausn af gerdinni y,(x) = Axe®*. Ef o er eina nillst6d kennimarglidunnar, pd leitum vid
ad lausn af gerdinni Ax?e’™.
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Daemi 45.2.2. Finnid almenna lausn jofnurnar y” 42y + 5y = 0.
Lausn: Petta er 6hlidrud jafna. Kennimarglidan er x> 4 2x+ 5. Raetur hennar eru

—24iV4-5-22 _
x= 5 = _1+2i

og pa faum vid lausnirnar

Cie *cos(2x) +Cre " sin(2x).

Dzemi 45.2.3. Finnid almenna lausn 4 y” +y" — 6y = cos(x) + sin(x) + 3.
Lausn: Vid byrjum 4 ad finna sérlausn. I hagri hlid er bdi fasti og hornafsll svo ad vid
leitum ad sérlausn 4 forminu A cos(x) + Bsin(x) 4 ¢. Stingum pv{ inn { (%) og faum

f1x) +f'(x) = 6£(x)

= —Acos(x) — Bsin(x) — Asin(x) 4+ Bcos(x) — 6A cos(x) — 6Bsin(x) + 6¢

= cos(x) +sin(x) + 3.
Pa faum vid jofnuhneppid
B-7A=1, —7B—A=1, 6¢c=23.
sem hefur lausnina A = —% og B= —% ogc=73. Pder —% cos(x) — ;—Ssin(x) + %

sérlausn. Kennimarglidan er x* +x — 6 = (x+ 3)(x — 2) med returnar —3 og 2. Pd er
almenna lausnin

4 3 !
Cre > 4 Cre™ — 55 cos(x) — %5 sin(x) + 7 LG EeR.

Dzemi 45.2.4. Leysid afleidujofnuna y” + 4y +4y = e~ >,

Lausn: Kennimarglidan er x> +4x 44 en —2 er tvofold rét hennar. Almenn lausn
6hlidrudu jéfnunnar er pvi Cie > + Cxe2*. Vid leitum sidan ad sérlausn 4 form-
inu f(x) = Cx?e¢=%*. Vid faum pa f'(x) = 2Cxe~ > — 2Cx*e~* og f"(x) = 2Ce > —
4Cxe > — 4Cxe > 4 4x%e™2 = 2Ce™ — 8Cxe™ > 4+ 4Cx*e~**. Vid setjum pad inn {
Jjofnuna og faum

C(2e > —8xe > +4x’e > +8xe > —8x%e F+dxle HF =20 F=e¢ >

svo ad C = % P4 er almenna lausnin

1
y(x) =Cre” ™ +Coxe > + §x2e_2x, C1,C, €R.
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