46 Runur

46.1 Runur

Fall sem skilgreint er 4 N eda Ny med gildi { einhverju mengi nefnist runa. Runa nefnist
rauntalnaruna, ef mengio er R, en tvinntalnaruna, ef mengid er C. Runur eru settar fram
med ymsum hetti. Venja er ad tikna fallgildin a(n) med a,. Runur a, b, c, ..., geta verid
gefnar med formuilum

) Ch = 5> dn: )

1
an:n, bn:Z

Pessar somu runur eru einnig tdknadar med

1 [e¢]
ol 1/n)_ 27
Wi Wi @ ()
Heagt er ad setja runur fram med upptalningu 4 lidum. P4 eru settir fram négu margir lidir
til pess ad 1jost sé hver reglan er. Runur sléttra talna, oddatalna, frumtalna og neikvadra
velda af 2 eru pannig settar fram sem

1111
TETE

Runur m4 einnig setja fram med prepunarskilgreiningu. P4 eru fyrst taldir upp nokkrir lidir,
segjum ay,...,a; og sidan er sett fram formula sem lysir pvi hvernig almennt a,, er reiknad
ut fa peim lidum sem a4 undan eru komnir. Gott demi um petta er Fibonacci-runan,

2,4,6,8,..., 1,3,5,7,..., 2,3,5,7,11,... og

a1:17a2:17an:an—2+an—la nzz
Upptalning 4 pessari runu er

1,1,2,3,5,8,13,21,....

Daemi 46.1.1. a) Finnid formdilu fyrir n—ta lidnum { rununni 1,2,4,8, 16, .. ..

Lausn: Hver lidur er tvofalt stzrri en sa nasti 4 undan, par sem fyrsti lidurinn er 1 = 2°
verdur n—ti lidurinn 2"~

b) Setjid rununa ur a-lid fram med prepunarskilgreiningu.

Lausn: Vid hofum ad a; = 1 og ad sérhver lidur par 4 eftir er tvofalt sterri en sd 4 undan
svo a, =2a,_1, n > 2.

47 Raoir

47.1 Raoir

Ef (ay),_; er talnaruna pa myndum vid nyja runu (s,)

oo

»—1 med pvi ad mynda summur,

sy =ai, s =aj+az, sp,=aj+---+ay.

oo

Lidur ndmer k { pessari runu nefnist k-ta hlutsumma rununnar (a,);,_; .
Ro0 Y°F , ai er runa sem samanstendur af hlutsummum gefinnar runu (ay);_,. Pannig
stendur 37, 1/k fyrir rununa

I 1 1

1 11
Ll I oo, T oo
g ot T3+

163



+00
Dzmi 47.1.1. Finnid formulu fyrir n-ta lidinn { rédinni Z k.

k=1
~+o0
Lausn: Hér tdknar Z k rununa par sem n—ti lidur er n—ta hlutsumma rununnar (k),ifl ,
k=1
n(n + 1 )

en pad er s, = Zk—

Dzami 47.1.2. Finnid hlutsummurunu radarinnar (ax);=, sem er gefin med a,, := (—1)".
Lausn: Vid viljum reikna summuna 37, (—1 ). Fyrir n = 1 er summan — 1. Fyrir n =2
er hiin 0 og svo endurtekur petta sig, s.s.

n : —1efnodda
) 0efn slétt.

47.2 Jafnmunaruna

Runa (a,),,_, er sogd vera jafnmunaruna eda mismunaruna ef mismunur milli adleegra lida
er fost tala m, p.e. ag41 — ax = m fyrir 61l k. Vid hofum ad
a=a+m,a3=ay+m=a;+2m,...,ap=a;+n—1)m

Pad er audvelt ad finna formulu fyrir n-tu hlutsummunni, pvi vid getum notad formiluna
SUk=3n(n+1)

n

sn=> (a1+(k—1)m) :na1+mzn:(k—

k=1 k=1
n—1
=nay+m» k=na +m-3(n—1)n
k=1
2a1+ (n—1)m ai+a,
=n- =n- :
2 2

Ut iir sidasta hluta pessarar jéfnu lesum vid ad hlutsumma { jafnmunarunu er j6fn margfeldi
af fjolda lida og medaltali af fyrsta og sidasta 1id. Athugid ad (k);_, er jafnmunaruna med
aj=logm=1.

Dzemi 47.2.1. 1 jafnmunarunu (a,)”_, er fyrsti lidurinn 2 og fimmti lidurinn 14. Finnid
summu fyrstu 100 lidanna.

Lausn: Munurinn & fyrsta og fimmta lid er 12 svo ad munurinn 4 samliggjandi lidum er
3. Pd reiknum vid 1id nimer 100 med ajo0 =2+ (100 — 1) -3 =299. Pvi nast getum vid
nytt okkur formulu fyrir hlutsummu jafnmunarunu og faum

100

Sy = 100@ — 50(24299) = 15050.
k=1
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47.3 Kvotarunur

Kvdtaruna eda jafnhlutfallaruna er runa (ay);_, pannig ad hlutfall milli samliggjandi lida
i rununni er fast, p.e.a.s. til er tala ¢ # 0, pannig ad a,,+ /a, = g fyrir 6ll n. Talan g kallast
kvoti eda margfeldisstuoull rununnar.

Litum 4 nokkur demi um jafnhlutfallarunur

111 . C
,-1,1,-1,1,-1,..., 1,=,— —,..., i—1,—i1,i,—1,....
2°4°8
Lidirnir { kvétarunu eru af gerdinni
— _ _ 2 _ n—1
a =ayq, az=aq=aq, ..., dp, = aiq

og pvi verdur n-ta hlutsumman
si=ai(l+q+q ++q"").

Ef ¢ = 1, pa eru allir 1idir rununnar (ay) eins og vid faum ad s, = a; - n.
Gerum nd rdd fyrir g # 1 og margfoldum s, med ¢. Pa faum vid

gsn=ai(qg+@*+--+q") =sp—a1 +a1q".

Ut tr pessari jofnu leysum vid

Dami 47.3.1. Fyrsti lidur kvétarunu (ay,),,_, er 5 og fjoroi lidurinn er —40. Finnid ti-

unda lidinn { r6dinni Z a,.

n=1
10

Lausn: Vid viljum finna summuna s19 = Z ap. Vi0 byrjum & ad finna kvétann ¢, vid
n=1

vitum ad 5¢° = —40 svo ad ¢ = v/—8 = —2. P4 getum vid sett inn { formdilu

1—q‘0:51—1024

= —1705.
1—¢q 3

10
510 = ZS(—Z)k_l =a
k=1

474 Markgildi runa og rada

Rauntalnarunan (ax);_, er sogd vera samleitin med markgildid L ef um sérhvert opid bil /
sem innheldur L gildir ad til er N € N pannig ad a;, € I ef k > N. Vid tdknum p4 markgildid
L med

lim ay.
k—o0

Munid ad sérhvert opid bil sem inniheldur L inniheldur samhverft opid bil af gerdinni
(L—¢,L+¢)={x€R;|x—L| <e}. Petta gefur ad haegt er ad umorda skilgreininguna a
markgildi pannig ad runan er s6gd vera samleitin med markgildid L, ef um sérhvert € > 0
gildir ad til er N € N pannig ad

lap —L| < e fyrir 611 k> N.
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Samhlj6da skilgreining gengur fyrir tvinntalnarunu par sem ordunum ,,sérhvert opid bil* er
skipt ut fyrir ,,sérhverja opna skifu®.

Mismunaruna ax = a; + (k— 1)m hefur markgildi adeins ef hin er fastaruna, p.e.a.s.m =0,
og bé er markgildid a;. Kvétaruna a; = ajg*~") hefur markgildi adeins ef |g| < 1 eda
g =1 og er markgildid O ef |g| < 1 ena; efg=1.

R60in Y7 | ax er sogd vera samleitin ef hlutsummurunan er samleitin og pd tdknum vid
markgildid einnig med Y | ax.

Audvelt er ad sannfera sig um ad ef rod er samleitin, pa stefna lidir hennar 4 0. Pessari stad-
hafingu mé ekki snia vid, pvi audvelt er ad gefa demi um radir, sem eru ekki samleitnar,
en hafa lidi sem stefna 4 0.

[ sidustu grein reiknudum vid ut hlutsummur kvétarunu, a; = alqk_l ,a; #0. Huin er
samleitin adeins ef |¢| < 1 og

o _ 1
Sag =a——
k=1 —4

Dami 47.4.1. Latum (a,),_; vera kvétarunu med a; := 5 og az := 4. Finnid summu
radarinnar > a.
Lausn: Vi getum sett petta beint inn { formulu, pvi ad vid sjaum ad g = % < 1.

1 5

ar = ai =— =25.
]; l—q 1/5

Dami 47.4.2. Finnid markgildi rununnar (a,);_; med a, := nz”iﬁ
Lausn: Vid deilum uppi og nidri 4 striki med n?:
n*—1 . 1—1/n? lim, o 1 —1/n? 1

=1.

1. 7:1 = = —
P2 1 e L4 U n+ 12 limpowl 4 1nt+1/m2 1

Daemi 47.4.3. Segid til um hvort runan a, := cos(nm) er samleitin.
Lausn: Athugum ad cos(nm) = (—1)"~!. En pad pydir ad runan getur ekki verid sam-
leitin pvi ad hun tekur tvo olik gildi, p.e. 1 og —1 éendanlega oft.

48 Tvinntolur

48.1 Takmarkanir rauntalnakerfisins

Vid hofum séd ad oll talnakerfin N, Z og QQ hafa sinar takmarkanir og pad sama 4 vid um
rauntSlurnar R. T mengi néttirlegra talna er fradrattur 6fullkomin adgerd. I mengi heilla
talna er deiling 6fullkomin adgerd. Radu tolurnar duga ekki til pess ad lysa lengdum a
strikum og ferlum sem koma fyrir { rimfraedinni.
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Vid vitum ad rauntala { 6dru veldi er alltaf stzrri eda jofn ndlli svo jafnan x*> = —1 getur ekki

haft lausn. Annars stigs jafnan ax? 4 bx+c = 0 hefur heldur enga lausn ef D = b —4ac < 0.
Vid getum skrifad nidur fleiri demi um marglidur af stigi sem er slétt tala 4n nullstodva {
R. Marglidur af oddatolustigi hafa alltaf ndllstdd.

Nu er edlilegt ad spyrja, hvort hagt sé ad stekka rauntalnakerfid i talnakerfi par sem haegt
er ad finna lausn 4 annars stigs jofnunni x> = —1 og hvort slikt talnakerfi gefi af sér lausnir
a fleiri jofnum sem ekki eru leysanlegar i R.

Imyndum okkur ni augnablik ad til sé talnakerfi sem inniheldur rauntlurnar sem hlut-
mengi og ad par sé stak i sem uppfyllir i> = —1. P4 er i ad sjalfsogdu ekki rauntala. Vid
gefum okkur ad allar reiknireglur fyrir rauntolur gildi dfram. Vixlregla margfoldunar segir
okkur pa ad ia = ai fyrir allar rauntdlur a.

Tokum nu rauntdlur a, b, ¢ og d. Reiknireglurnar ad ofan asamt reiknireglum um summu
og margfeldi rauntalna gefa ad um a +ib og ¢ +id gildir

(a+ib)+ (c+id)=a+c+ib+id = (a+c)+i(b+d)

0g
(a+ib)(c+id) = ac+ibc+ aid + ibid

= ac+ ibc + iad + i*bd
= (ac—bd) +i(ad + bc).

Pessar tver formulur gefa okkur forskrift ad pvi hvernig leggja 4 saman og margfalda tol-
urnar a +ib og ¢ + id pannig ad ut komi tolur af sému gerod.

48.2 Tvinntalnaplanio

Nu snium vid okkur ad spurningunni um pad hvort hagt sé ad utvikka R { sterra talnakerfi
par sem til er tala i sem uppfyllir i = —1. Pad kemur { 1jés ad slikt kerfi er til og ad
sérhverja tolu { pvi ma skrifa sem a +ib par sem a og b eru rauntdlur.

Litum nd 4 mengi allra vigra { plani. Sérhver vigur hefur hnit (a,b) € R? sem segja okk-
ur hvar lokapunktur vigurs er stadsettur ef upphafspunktur hans er settur i upphafspunkt
hnitakerfisins. A mengi allra vigra hofum vid tvaer adgerdir, samlagningu og margfoldun
med tolu. Samlagningunni er 1yst med hnitum,

(a,b)+ (¢,d) = (a+c,b+c).

Vid skilgreinum nd margfoldun 4 R? med hlidsjén af formidlunni sem vid uppgdtvudum
hér ad framan,
(a,b)(c,d) = (ac —bd,ad + bc).

Talnaplanid R? med venjulegri samlagningu og pessari margfoldun nefnist tvinntolur og er
tdknad med C. Nu parf ad bretta upp ermar og sannfera sig um ad eftirtaldar reiknireglur
gildi:

((a,b) + (C,d)) +(e,f) = (a,b)+ ((C,d) -+ (e,f)) (tengiregla samlagningar),
((a,b)(c,d )e, f) = (a,b)( c,d)(e, f)) (tengiregla margfildunar),
(a,b)+(c,d) = (c,d) + (a,b) (vixlregla samlagningar),
(a,b)(c,d) = (c,d)(a,b) (vixiregla margfoldunar),
(a7b)((cvd) (@f)) = (a,b)(c,d)+(a,b)(e, f) (dreifiregla),

(a,b)+(0,0) = (a,b) ((0,0) er samlagningarhlutleysa),
(1,0)(a,b) = (a,b) ((1,0) er margfoldunarhlutleysa).
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Talan (—a,—b) er samlagningarandhverfa (a,b). Vid athugum ad jafnan (a,b)(a,—b) =
(a® + b?,0) segir okkur ad sérhver tala (a,b) # (0,0) eigi sér margfoldunarandhverfu

(@i arvw)
CAp )

a -b
=(1,0).
((l,b) <a2—|—b2’a2—|—b2) ( 70)

(a,0)(c,d) = (ac,ad) = a(c,d).
sem segir okkur ad margfoldun med vigrinum (a,0) sé pad sama og margfoldun med tol-
unni a. Eins sjdum vid ad vigrar af gerdinni (a,0) haga sér eins og rauntolur pvi
(@,0)+(b,0) = (a+b,0)  og  (a,0)(h,0) = (ab,0).

[ mengi tvinntalna gerum vid pvi ekki greinarmun 4 raunt6lunni ¢ og vigrinum (a,0) og
litum 4 larétta hnitadsinn {(x,0) € R?;x € R} sem rauntalnalinuna R. Vid skrifum pd
sérstaklega 1 1 stad (1,0) og O { stad (0,0)

Mengid R nefnist raunds 1 tvinntalnaplaninu en mengid iR =

sem pydir ad

Vid tokum eftir ad

iR {iy;y € R} nefnist pverds.
, a+ib  Litum nd 4 vigurinn (0,1). Um hann gildir (0,1)?> = (—1,0).
ib 7 Vid innleidum tdkn fyrir hann: i = (0, 1). Sérhvern vigur (a,b)
L7 mad skrifa sem samantekt (a,b) = a(1,0) +b(0,1). Vid gerum
. ekki greinarmun 4 raunt6lu 1 og tvinnt6lunni (1,0) og pvi erum
ps R vid komin med framsetninguna

(a,b) = (a,0)(1,0) + (b,0)(0, 1) = a+ ib.

48.3 Raunhluti, pverhluti og samok

Ef z er tvinntala, pa getum vid ritad z = x 4 iy par sem x og y eru rauntodlur. Talan x nefnist
pba raunhluti tdlunnar z og talan y nefnist pverhluti hennar. Vid tdknum raunhlutann med
Rz og pverhlutann med Jz.

Tvinntala z er sogd vera rauntala ef 3z = 0 og hiin er s6gd vera hrein

2 pvertala ef Rz =0.

Ef z € C, x = Rz og y = Iz, pd nefnist talan 7 = x — iy samok eda
samokatala tolunnar z. Athugid ad Z er spegilmynd z { raundsnum og
pvierz=z.
Vid hofum nokkrar reiknireglur um samok:

Nl

Z=(x+iy)(x—iy) =x+y*,
z+z7=2x=2Nz,
7—7=2iJz,

W = 7w.

Vid hofum ad z er rauntala pa og pvi adeins ad z = Z og ad z er hrein pvertala pa og pvi
adeins ad z = —Z.

48.4 Lengd og stefnuhorn
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iR Ef z € C,x =Nz og y = Iz, pd nefnist talan

z=x+1iy
iy
r ol = V2 42,
0 lengd, tolugildi eda algildi tvinntlunnar z. Ef 0 € R og hagt
0 x R er ad skrifa tvinntdluna z 4 forminu

z=z|[(cosO +isinB),

pa nefnist talan 0 stefnuhorn eda horngildi tvinntolunnar z. Hornaf6llin cos og sin eru
lotubundin med lotuna 2; og pvi eru allar tolur af gerdinni 0 + 2wk med k € Z einnig
stefnuhorn fyrir z.

Radtvenndin (|z|,0) er nefnd pdlhnit eda skauthnit tolunnar z.

Nu faum vid samkvamt reiknireglunum hér ad framan:

Z| = |z],
7= |z|?,
7z

A

48.5 Veldareglur

Ef z er tvinntala b4 getum vid skilgreint heiltoluveldi pannig ad z° = 1, z! =z, og 7" =
z-Z""! par sem n er nattirleg tala. Neikvadu veldin eru skilgreind pannig ad z~! er marg-
foldunarandhverfa z og fyrir neikvad n er 2" = (z )", Med pessu fast sému veldareglur
og gilda um raunt6lurnar:

Zn_Zm Zn+m,
7" _
Z_m — Zn m,

Zn . Wn — (ZW)n,

(Zn)m — an‘

48.6 Einingarhringurinn

Einingarhringurinn T samanstendur af 6llum tvinntélum med t6lugildi 1. Sérhvert z { T
ma pvi skrifa 4 forminu z = cosa + isina. Tokum nu adra slika télu w = cosf3 +isinf3 og
margfoldum par saman:

zw = (coso+isina)(cosf +isinf)
= (cosacosP — sinasin ) 4 i(sinacos f 4 cosasinf)
= cos(o.+B) +isin(o+f).

Hér hofum vid notad samlagningarformulur fyrir cos og sin. Af pessari formulu leidir regla
sem kennd er vid de Moivre:

(cos®+isin 6)" = cos(nB) +isin(nh).

48.7 Rumfraedileg tilkun 4 margfoldun
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Latum ni z og w vera tveer tvinntlur med lengdir |z| og |w| uz Z
og stefnuhornin o og f. P4 faum vid

w = |z||w|(cos(oc+[3)—|—isin(oc—|—[3)). u
sem segir okkur ad lengd margfeldisins sé margfeldi lengda +P
z og w og ad ad stefnuhorn margfeldisins s€¢ summa stefnu- !
horna z og w. Ef nd u € T er tala 4 einingarhringnum med

stefnuhornid (3, pa er uz sniningur 4 z um hornid .

48.8 Prihyrningséjafnan
Tokum tver tvinntdlur z og w og reiknum smavegis:
2+ w> = (z+w)(TFw) = (z+w)(E+ W)
=Z+w+wZ+ww
= |z|* + 2% + 2w + |w|?
= [z* + 2% (2%) + [w].

Athugum nu ad
Rz <fo]  og  [Szf <[zl

Af fyrri 6j6fnunni leidir
[z w[? < [z 20z [w] + [w]® = (|z] + [w])*.
Ef vid tokum kvadratrét beggja vegna 6jofnumerkisins, pa faum vid prihyrningsdéjofnuna
e+ w| < 2| +[wl.

Ef henni er beitt 4 1idina z —w og w { stad z og w, pa faum vid |z| = |(z—w) + w| <
|z—w|+|w|. Jafngilt er ad |z| — |w| < |z—w]|. Ef vid skiptum hlutverkum z og w { pessari
6jofnu, pa faum vid —|z| + |w| < |w —z| = |z — w|. Tver sidustu 6jéfnurnar eru venjulega
teknar saman { annad afbrigdi prihyrningsdjéfnunnar

Iz = [wl < [z —wl.

48.9 Einingarratur

Litum nd 4 jofnuna z" = 1, par sem n > 2 er nattdrleg tala. Ef z er lausn hennar, pa er
1 = |7"| = |z|" sem segir okkur ad |z| = 1 og ad vid getum skrifad z = cos8+isin6. Regla
de Moivres segir ni ad

cos(nB) +isin(nB) = (cos® +isinB)" =z" = 1.

Talan 1 hefur horngildid 2tk fyrir sérhvert k € Z
og bessi jafna segir okkur pvi ad n0 sé heiltolu-

uy ui Us Uy
margfeldi af 2 og par med eru moguleg horn- /T \‘\ //T *\m
gildi tvinntdlunnar z gefnar med “3 il U9
1
\‘\/./ K/ﬂun_l
Uyq 7. Up—2

Ug usz

0 =2nk/n, keZ.

170



Ef tver heiltdlur k1 og k» hafa sama afgang vid

heiltéludeilingu med n, pa er cos(2mtk; /n) = cos(2mky /n) og sin(2mk; /n) = sin(2nky /n).
Petta gefur okkur ad jafnan 7" = 1 hefur n dlikar lausnir ug,...,u,—1, sem nefnast n-tu
reetur af 1 og eru gefnar med formuilunni

up = cos(2ntk/n) +isin(2wk/n), k=0,1,2,...,n—1.

Pessar tolur eru allar 4 einingarhringnum. Athugid ad ug =1, u; = u’l‘ fyrirk=1,...,n—1,
og ad par rada sér { hornin 4 reglulegum n-hyrningi.

a
Nz

3 n=4

1N
N

N4
N

N
s
AR AR
/i

/] d
\ \

48.10 Reaetur

Latum nd w = s(cosa +isina) vera gefna tvinntolu af lengd s > 0 og med stefnuhornid a
og leitum ad lausnum 4 jofnunni 7" = w. Ef z er slik lausn og u er n-ta einingarrét, pa er
(zu)" = Z"u" = 7" = w og pvi er zu einnig lausn. Nd eru einingarraturnar n talsins og petta
segir okkur ad um leid og vid finnum eina lausn zg b4 faum vid » 6likar lausnir zou med pvi
ad stinga inn 6llum mogulegum n-tu einingarrétum fyrir u. Latum nd zg vera tvinntéluna
sem gefin er med formulunni

20 = s (cos(oc/n) +isin(a/n))
og ferum hana sidan i n-ta veldi,
20 = (s%>n(cos(oc/n) +isin(oc/n))n
= s(cos(na/n) + isin(na/n)) =w.

Par med erum vid komin med formulu fyrir einni lausn. Med pvi ad nota formuluna fyrir n-
tu einingarr6tunum, pa faum vid upptalningu 4 61lum lausnum jéfnunnar 7" = w = s(cosa+
isina),

2 = s7 (cos((a+2mk) /n) + isin((a+27k) /),  k=0,...,n—1.

Pessari formuilu mé lysa pannig ad n-tu returnar eru fundnar pannig ad fyrst er fundin
ein rét zp. Henni er sndid um hornid 25t/n med pvi ad margfalda med u; = cos(2x/n) +
isin(2wt/n) yfir i z; = u1z0. Naest er z; sniid um hornid 27t/n { zp = u1z; og pannig er haldid
afram par til n 6likar ratur eru fundnar.

171



Daemi 48.10.1. Reiknid (24 5i) — (3 —i)(5+2i).
Lausn: Byrjum 4 ad margfalda og sidan leggjum vid saman eins og vanalega

(245i) — (3—i)(5+2i) =2+ 5i — (15 +6i — 5i — 2%

=2+5i—15—-6i+5i—2=—15+4i.

Daemi 48.10.2. Finnid raunhluta, pverhluta, samok og margfoldunarandhverfu (1 4 2i).
Lausn: Raunhlutinn er Re(1 + 2i) = 1 og pverhlutinn er Im(1 + 2i) = 2. Samokid er svo
1 4+ 2i =1 —2i. Margfoldunarandhverfan er svo samok t6lunnar deilt med lengd hennar {

o0ru veldi eda
1 1—-2i 1—-2i

1+2i 12422 5

Dami 48.10.3. a) Finnid p6lhnit télunnar —1 +i.

Lausn: Lengdin er /(—1)2+12 = v/2. Hornid er sidan ¥, pad fest med % +
arctan(1/1), (audvelt ad sja 4 mynd).

b) Reiknid (—1+i)8.

Lausn: Vid fundum po6lhnitin { sidasta 1id. Vid notum pau i reglu De Moivre:

(—1+1)8 = (V2cos(3m/4) +V2(31/4))® = V2" (cos(8 - 37/4) + sin(8 - 351/4))

= 16(cos(6m) +isin(6m)) = 16.

Daemi 48.10.4. a) Finnid allar fimmtu reetur af 1.

Lausn: Lengd allra fimmtu rétanna hlytur er einn. P4 viljum vid finna 611 6 4 bilinu
[0,2%] p.a. cos(58) = 1, en pad eru pau 6 4 bilinu pannig ad 50 = k2x, k € Z, p.e.
0, 25“, 45”, 65“, 8% Pad eru sem sagt mdguleg stefnuhorn. P4 hifum vid pélhnit allra fimmtu
rétanna.

b) Finnid allar fimmtu reetur (16 — 16i).

Lausn: Vid byrjum 4 pvi ad finna eina fimmtu rét. Stefnuhorn (16 — 16i) er It 7 og lengd
tolunnar er 16v/2. Pa faum vid fimmtu rétina v/ 16/2 (cos(7m/4 - 5) + i sm(7n/4 -5)) =

V2 (cos ( ) +isin (;g)) Med pvi ad margfalda pessa lausn med mismunandi fimmtu
eimngarrotunum fdum vid allar fimmtu returnar:

2k 2k
V2 (cos(7n/20+ %) +isin(7m/20 + %)) , k=0,1,2,3,4.
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48.11 Nullstoovar annars stigs margliou

Vid getum skilgreint marglidur med tvinntdlustudulum 4 ndkvemlega sama hatt og fyrr, en
pad eru sterdtakn af gerdinni

P(z) = ap" +an 17" "+ Faiztao

par sem ay, .. .,a, eru tvinntolur, a, # 0 og z er breyta sem tekur gildi 1 tvinntolunum. Vid
getum litid 4 P sem fall sem skilgreint er 4 C og tekur gildi i C. Talan n kallst pa eins og
adur stig marglidunnar.

Tvinntala o er s6g0 vera niillstoo eda rét marglidunnar P ef P(a) = 0.

N viljum vid leysa jofnuna az> + bz + ¢ = 0 og ganga it frd pvi ad studlarnir a, b og ¢ séu
tvinntolur og ad a # 0. Petta er gert ndnast eins og fyrir rauntdlur, en nidurstadan verdur
almennari.

Fyrsta verkid er ad deila b4dum hlidum med a og f4 pannig jafngilda jofnu z2 +Bz+C =0,
par sem B = b/a og C = c/a. Nasta skref er ad lita 4 tvo fyrstu lidina z> 4+ Bz og skrifa
pa sem ferning ad vidbattum fasta. Med ordinu ferningur er tt vid fyrsta stigs sterdtdkn {
60ru veldi, (z +a)?. Ferningsreglan fyrir summu segir ad (z 4 a.)? = z° 4+ 20z + . Pvier

B\?> B2
0=z2+Bz+C:<z+§> - +C.

Petta segir okkur ad upphaflega jafnan jafngildi

b)z_b_z c
4a’>  a’

0= (az* +bz+c)/a= <Z+2—a

Med pvi ad draga toluna —b? /(4a?) + c/a frd badum hlidum, pa faum vid jafngilda jofnu

Z+Z

( b)z_b_z ¢ b*—dac
4a? a 4a®

Tvinntalan D = b? — 4ac nefnist adgreinir eda adskilja jofnunnar. Ef D # 0, pa hefur D
tveer kvadratretur. Litum /D tdkna adra peirra. P4 er hin jofn —/D og vid faum tver

olikar lausnir
_ —b+VD _ —b—VD

a 2a 2a

2

Ef D =0, faest ein lausn
—b
=5
[ sértilfellinu pegar D € R og D < 0 b4 getum vid alltaf valid kvadratrét /D = i\/|D| og
lausnarformilan verdur

4

—b+i,/|D| —b—1i,/|D|
=t og n=—.
2a 2a

<1

Munid ad ef o er jakvad rauntala, pd tdknar /o alltaf jédkvedu toluna sem uppfyllir
(Va)? = a. Ad sjalfsogdu er /0 = 0. Ef o # 0 er tvinntala og o er ekki jakvad raun-
tala, pa er hefur \/o enga stadlada merkingu. Vid vitum bara ad pad eru til tvar tvinntdlur
B og y sem eru kvadratretur oo og um peer gildir ad y = —f3.
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48.12 Meginsetning algebrunar

Vid byrjudum & pvi ad innleida tvinntdlurnar med pad fyrir augum ad geta leyst jofnur
sem hafa engar rauntdlulausnir. Meginsetning algebrunnar segir ad sérhver marglida af
stigi > 1 med tvinntolustudlum hafi nillstéd 1 C. Pad er pvi ekki hagt ad segja annad
en ad utvikkun talnakerfisins frd rauntdlum yfir { tvinntolur sé vel heppnud. So6nnunin &
meginsetningunni krefst toluverdrar pekkingar { sterofredigreiningu og er venjulega kennd
4 00ru ari { haskola.
Vid skulum taka meginsetninguna trianlega og athuga nokkrar merkilegar afleidingar henn-
ar. Marglidudeiling er eins fyrir marglidur med tvinntdlustudla og marglidur med raun-
tolustudla. Ef vid tokum marglidu P af stigi m > 1 og deilum (z — o) upp { hana, pa faum
vid

P(z) = (z—a)Q(z) +C
par sem Q er marglida af stigi m — 1 og C er tvinntala. Med pvi ad setja z = o inn { jofnuna,
pé sjaum vid ad C = P(a). Petta gefur okkur pattaregluna sem segir ad (z — o) gangi upp i
marglidunni P(z) pa og pvi adeins ad o sé nullstod P.
Segjum nu ad o sé nillstod 1 P og ad stigid sé m > 2. Pd er Q af stigi m — 1 og samkvaemt
meginsetningunni hefur Q nillstod B. Vid pattum Q med z — B og faum pannig P(z) =
(z—a)(z—PB)R(z) par sem R er marglida af stigi m — 2. Pessu er unnt ad halda afram par
til vid endum med fullkomna péttun & P { fyrsta stigs lidi

P(z) = A(z—au)(z—a2) - (z—am)

par sem o, ..., 0, er upptalning 4 6llum nillst6dvum med hugsanlegum endurtekningum
og A # 0 er tvinntala.

48.13 Margliour med rauntolustudla

Vid litum allaf 4 rauntSlurnar sem hluta af tvinntdlunum og pvi er sérhver marglida med
rauntolustudla jafnframt marglida med tvinntolustudla. Meginsetning algebrunnar & pvi
einnig vid um pessar marglidur. Hugsum okkur nd ad P(z) sé marglida af stigi m > 1 med
rauntdlustudla ag, . ..,a, og ad o € C sé nullstdd hennar og gerum rad fyrir ad o sé ekki
rauntala. Med pvi ad beita reiknireglunum fyrir samok og pé sérstaklega ad a; = a;, pa
faum vid

m m m
0=Pla)=Pla) =Y aok = Gk = 3 a (@) = P(a).
k=0 k=0 k=0
Vid hofum pvi synt ad & er einnig nidllstod P. Vid getum pvi pattad dt (z — o) og (z — @).
Athugum ad
(z—a)(z—a) =2~ (a+&)z+ad =2 —2(Ra)z+|al®

N beitum vid pattareglunni og sjdum ad i pessu tilfelli feest pattun & P(z) 1 tveer rauntalna-
marglidur

P(z) = (2 —2(Ra)z+]al’)0(2).

Dzemi 48.13.1. Finnid allar retur marglidunnar x> —2 4 5.
Lausn: Hér notum vid lausnarformdlu annrs stigs jofnu beint, lausnirnar verda

2++/4-2
:%zli\/—4

X =1+2i.
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Dzemi 48.13.2. Leysid jofnuna ix? + 2x+2+2i = 0.
Lausn: Vid setjum beint inn { lausnarformulu annars-stigs jofnu. FAum lausnirnar

242242 +2i)) —2+J12-8 -2 [12-8i
i2+20) _ i (2,>8’—ii\/m.
1

2i 2i 2 2

48.14 Utvikkun veldisvisisfallsins og jofnur Eulers

Vid hofum séd hvernig skilgreiningarmengi marglida er utvikkad fra pvi ad vera rauntalna-
asinn R yfir { pad ad vera allt tvinntalnaplanid C. Petta er hagt ad gera 4 edlilegan mata
fyrir morg foll sem skilgreind eru 4 hlutmengjum 4 rauntalnalinunni pannig ad pau fai
néttdrlegt skilgeiningarsvadi { C.

Veldisvisisfallid exp : R — R er andhverfa néttirlega lograns sem skilgreindur er med heild-
inu

Inx= [ —, x>0.
1

Talan e er skilgreind med e = exp(1). Nu ttvikkum vid skilgreiningarsvadi exp pannig ad
pad verdi allt C med formulunni

exp(z) = €*(cosy+isiny), z=x+iyeC, x,yeR.

Stingum nd hreinni pvertslu i0 par sem 0 € R inn { veldisvisisfallid e®® = (cos0 4 isin) €
T. Petta segir okkur ad vorpunin 0 — ¢ varpi rauntalnalinunni 4 einingarhringinn.
Stillum nd upp tveimur jofnum
¢ = cosB +isin®,

e = cos® —isin.
Tokum nd summu af hagri hlidum og vinstri hlidum. P4 fast € + ¢~ = 2cos0. Tokum
sidan mismun af pvi sama. P4 fast ¢® — ¢~ = 2isin@. Ut tir pessu fst samband milli
veldisvisisfallsins og hornafallanna sem nefnt er jofnur Eulers,

e 4 o= i0
cosO = —
' i _ ,—i0
sin@ = -

21

48.15 Samlangningarformaula veldisvisisfallsins

Munum ad veldisvisisfallid exp : R — R, x — ¢*, uppfyllir regluna > = e%” fyrir allar
rauntolur a og b. Pessi regla er nefnd veldaregla eda samlagningarregla veldisvisistallsins.
Nu skulum vid taka tveer tvinntdlur z = x+ iy og w = u + iv og sjd hvernig pessi regla
alhzfist pegar vid erum buin ad framlengja skilgreiningarsvadi veldisvisisfallsins yfir { allt
tvinntalnaplanid C:

e‘e" = e*(cosy+isiny)e”(cosv+isinv)
= (e"e")(cosy+isiny)(cosv+isinv)
= " (cos(y+v) +isin(y+v))

x+u)+i(y+v) x+iy)+(utiv) _ 74w

— el — el =e
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Vid hofum pvi ad samlagningarformulan fyrir veldisvisisfallid gildir 4fram eftir ad pad
hefur verid framlengt yfir 4 allt tvintalnaplanio C.

Dzemi 48.15.1. Reiknid ¢"(%)+5
Lausn: Vi0 setjum petta beint inn { formulu og faum

I+ — 5¢0s (g) +isin (g) = %\@l

Daemi 48.15.2. Notid formulur Eulers til ad einfalda cos(0) sin(0) cos(20).
Lausn: Notum formulur Eulers. Faum

eiﬂ _|_e—i6 eiﬁ _ e—iﬂ eZiB _|_e—2i6

0)sin(0 20) =
cos(8)sin(0)cos(20) 5 > 5
(€20 — ¢ 210)(2i0 4 p=210) A0 _ =40 gin(49)

- 8i T8 4
49 Fylki og linuleg algebra
49.1 Linulegt jofnuhneppi
Latum xy,xp,...,x, vera 6pekktar sterdir. Jafna af gerdinni a1 x| +axy + - - - +a,x, = c par
semay,ay,...,a,c eru einhverjar tolur kallast linuleg jafna, og ef vid h6fum margar slikar
jofnur fyrir 6pekktu sterdirnar x1,xz,. . .,x, pa kallast paer saman linulegt jofnuhneppi.

Ef by,by,...,b, eru tdlur p.a. ayby +axby + - - -+ a,b, = ¢ péd segjum vid ad (by,ba,...,by)
sé lausn 4 jofnunni, og mengi allra slikra lausna {(b1,b2,...,b,) : a1by +axby + -+ +
anb, = c} kallast lausnamengi jofnunnar.

Fyrir gefid jofnuhneppi kallast stak (by,by,...,b,) sem er lausn 4 6llum j6fnum hneppisins
lausn d jofnuhneppinu og mengi allra slikra lausna kallast lausnamengi jofnuhneppisins.
A0 finna allar lausnir 4 j6fnuhneppi kallast ad leysa jofnuhneppio.

49.2 Lausnir a linulegum jofnuhneppum

St adferd sem mest er notud viod ad leysa linuleg jofnuhneppi kallast Gauss-eyding. Ad-
ferdin er ekki ykja flokin og gengur { stuttu madli ut 4 ad fakka 6pekktu breytisterdunum
i jofnum hneppisins par til audvelt er ordid ad lesa tt lausnamengi pess. Adferdin er best
utskyrd med demi:

Dzemi 49.2.1. Finnum lausnamengi eftirfarandi jofnuhneppis:

6x+3y+z=10 (1)
2x—y+2z=3 (2)
x+y+z=3. 3)
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Lausn:

Byrjum 4 ad margfalda jofnu (2) med 3 og jéfnu (3) med 6 og faum pa:

6x+3y+z=10 (1)
6x—3y+6z=9 (2)
6x+ 6y + 6z = 18. 3)

Drogum ni jofnu (1) fra jofnum (2) og (3). Par med hofum vid eytt 6pekktu sterdinni x
ut dr jofnum (2) og (3):

6x+3y+z=10 (1)
—6y+5z=-1 (2)
3y457=38. (3)

Margfsldum nd j6fnu (3) med 2 og faum:

6x+3y+z=10 (1
6y +57=—1 @)
6y + 10z = 16. (3)

Leggjum nu jofnu (2) vid jofnu (3). 6pekktu steerdinni y hefur pa verid eytt ur jofnu (3):

6x+3y+z=10 (1)
—6y+5z=—1 (2)
15z =15. (3)

Nu er 1j6st dt fra jofnu (3) ad eina gildid sem 6pekkta breytisterdin z getur tekid sem
gefur lausn 4 hneppinu er z = 1. Vid getum pvi sett z = 1 1 jofnur (1) og (2). Vid faum
pa ut jofnurnar:

6x+3y+1=10 (1)

—6y+5=—1. (2)

Jafna (2) gefur nu ad eina gildid sem 6pekkta breytisteerdin y getur tekid sem gefur lausn
4 hneppinu er y = 1. Setjum pvi y = 1 { j6fnu (1) og faum:

6x+3+1=10. (1)

Pessi jafna gefur okkur ni ad x = 1 og vid héfum par med synt ad jofnuhneppid hefur
adeins lausnina (x,y,z) = (1,1,1).

177




Daemi 49.2.2. Leysid jofnuhneppid

4a+2b—c=2,
a—b+c=12,
a+b+c=35.

Lausn: Vid byrjum a ad leggja nedri tvaer jofnurnar saman, pa faum vid 2a 4 2¢ = 17
sem gefur ¢ = 177 —a.
Vid leggjum sidan jofnuna { midjunni tvisvar vid efstu jofnuna og fdum 6a + ¢ = 26. Vid

. . 17 . . ST TIN
stingum inn - — a inn fyrir ¢. Nu gildir:

17 17 35 7
+——a=5a+—=2 = — = —.
6a > a=>5a > 6 <— 5Sa > S >

begar a er dkvardad finnum vid ¢ med ¢ = 12—7 —a= # = 5. Med pvi ad stinga pvi svo
inn { sidustu jofnuna jéfnuna faum viob=5—c—a =—a = _77 P4 er lausn jofnuhnepp-
isins . .
=—, b=—, c=5.
“= 20 ¢
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