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1 Runur og markgildi

1.1 Oendanleg runa

Fall
f:{ng,np+1,np+2,...} - R

par semng € Z kallast 6endanleg runa (sequence). Giléiin) sem vid skrifum venjulega
semay, by, 0.s.frv. kallast lidir rununnar.

Runa er oft skrifudan} eda{an}n_n,

Runan ekvotaruna ef til er talag pannig adan1/an = .

Runur eru mikid notadar i hagfraedi, verkfraedi, liffraedi.fovs, m.a. koma meelingar &
timarédum fram sem runur.

Avoxtun i banka myndar kvotarunu, sémuleidis hagnadurtiakja. Slikar runur parf ad
navirda o.fl.

Skilgreining 1.1. Fall
f:{nop,no+1,np+2,...} - R

par semng € Z kallast 6endanleg runa (sequence). Gildim) sem vid skrifum
venjulega senay, by, 0.s.frv. kallast lidir rununnar.

Runa er oft skrifudan} eda{an}n_n,

Athugasemd 1.1. Oftast erf skilgreint & mengi nattdrlegra talna, ed&é& {0}.

Skilgreining 1.2. Runan{an}y_n, er kvotaruna ef til er talaq pannig adan;1 = gan
fyrir 6l n.

Deaemi 1.1. Runur eru mikid notadar i hagfraedi, verkfreedi, liffreedifovs, m.a. koma
timaradarmaelingar fram sem runur.

Deemi 1.2. Avoxtun i banka myndar t.d. runu, sémuleidis hagnadur tigkja. Slika
runur parf ad navirda o.fl.




1.2 Endurkveemni (recursion)

Oft er lidurn i rununni skilgreindur|
Gt fré naestu lidum & undan, p.e.

an=F(an-1,8n-2,...)

Dami

1. a, = kan_1, k fasti
(hér er audvelt ad sja a, = k"ap).

2. an=an_1+an 2, ag=1a=2
(Fibonacci runan: 1,1,2,3,5,8, ...)

Daemi (skordyr)Ny = N1 +rNe—1(1— Ni—1/K).
Deaemi (fiskar):N; = % - Beverton-Holt jafnan um nylidun.

1HN_1/K
I deemunum sem vid hofum skodad pa er gefin formuala figria lidnum i rununni, t.d.
an=1/n, n=123,.... Oft er hins vegar lidun i rununni skilgreindur Gt fra neestu

lidum & undan, p.e.

an=F(an-1,8n-2,...)
Ef slik regla er gefin, asamt fyrstu gildum, pa er runan skilgd & endurkveeman hatt
(recursively). Deemi:

1. Kvétarunaa, = kan_1, k fasti
(hér er audvelt ad sja a = k"ap).

2. ah=apn_1+an_2, ag=1a=2
(Fibonaccirunan: 1,1,2,3,5,8, ...)



Daemi (skordyr)Ne = Ne—1 + rNe—1(1— N1 /K).

Daemi (fiskar):N; = % - Beverton-Holt jafnan um nylidun.

1.3 Fastapunktar

Skilgreining: Ef an er skilgreing
endurkveemt med td. an =
F(apn—1) og F(a) = a pa nefnista
fastapunktur rununna.

Daemi (télvunarfreedi): Ek > 0, finnid p& fastapunkt(a) rununnag = %"/a‘“fl. Skil-
greining: Efa, er skilgreing endurkveemt med t.d, = F(a,-1) ogF (a) = a pa nefnista
fastapunktur rununna.

Daemi: Efx > 0, finnid pa fastapunkt(a) rununnayf = %X/a”*l.

1.4 Samleitni og markagildi

Runan{an} er s6gd samleitin me¢
markgildidL ef:
fyrir sérhverte > 0 er til N p.a.

lan—L|<e ¥Yn>N

betta er skrifad

liman=L
n—oo
(edaan — L pegam — )

ATH: L verdur ad vera fastapunkti
rununnar!

Pad ma pa komast eins nalakgig og verkast vill -og halda sig par.

Daemi: Flest likon af dyrastofnum hafa jafnveegispunkt, Bd.g; = B +rB; (1— B /K) —
pB: fyrir lifmassa fiska, par sermp er veidihlutfallid.

Var(d: EF runa er samleitin, PA er hiin samleitin ad fastapubkd er EKKI gefid ad runa
sé samleitin p6tt han eigi sér fastapunkt(a). Ef vid vituntada sé samleitin, pa dugar ad
kanna fastapunktana.

Skilgreining:Runan{a,} er sdgd samleitin med markgildidef:

fyrir sérhverte > O er tilN p.a.

lan—L| <€ vn>N

betta er skrifad
lima,=L

n—oo

(edaay — L pegam — o)

petta ma orda lauslega pannig ad haegt sé ad komast eins halgegkkur lystir med pvi
ao takaN naegilega stort.

Ath: N er hade, p.e.N = N(g)

ATH: L verdur ad vera fastapunktur rununnar!

Var(d: EF runa er samleitin, PA er hiin samleitin ad fastapubkd er EKKI gefid ad runa
sé samleitin p6tt han eigi sér fastapunkt(a). Ef vid vituntada sé samleitin, pa dugar ad
kanna fastapunktana.



Deaemi: Flest likon af dyrastofnum hafa jafnvaegispunkt. Higkistofna er t.d. litid a fjdlda
dyra eda lifmassd;, og reiknad hvert su runa stefnir (midad vid tilteknar forder).
Daemi:

1. Stefnira, = M2 4 1 pegan — c?

n—|—2_1-|—n—i—l_1 1

L | n+1

Notum nu skilgreininguna a markgildi til ad syna fram a ad
limp_0ay, =1, p.e. synum ad

lan—1| <€
fyrir gefio €, efn er négu stort.
NuU er
a0-1=|
al CIn+1

VeliumN p.a. iy <

1
= N>--1
€

Ef n> N pa gildir (vegnan > N > 1 —1)

| 1= ! < = <e
e I R R |
og paerlim_oa, =1.
2. Synum ad lim,e 2% = 2.
( Athugum ad %:%M%% efnerstérb
| 2= 2n _|2n-2(n+1)| 2 <2
. ~n+1 N n+1 n+1 " n

Gefide, veljumN p.a. 2 <&, p.e.N > 2. baer

2 2
—2l<-<—=<¢ Yn> N
|an— 2| - <N

1.5 Osamleitni

Ef ekki er haegt ad finna neina to|u
L p.a.

lan—Ll<e ¥Yn>N

sé uppfyllt p& er runan 6samleitin.

Daemi: Moérg deemi r liffreedi fjalla um dyrastofna (skordyreimdyr, fiskar) sem préast i
tima an pess ad leita i jafnveegi.
Deemi: Runan

an=(—-1)" n=0,123,...

er greinilega 6samleitin. Einnig

n-1
an = (—1)”+1T n=123,...

Y
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Skilgreining:Ef ekki er haegt ad finna neina tdlup.a.
lan—L| <g  Vn>N

sé uppfyllt pa er runan 6samleitin.

Daemi: Moérg deemi r liffreedi fjalla um dyrastofna (skordyreimdyr, fiskar) sem préast i
tima an pess ad leita i jafnveeqgi.
Deemi:Runan

an=(—-1)" n=0,1,23,...

er greinilega 6samleitin. Einnig

n-1
an = (—1)”+1T, n=123,...

1.6 Skilgreining

Runa stefnir & 6endanlegt ef "hdl-
inn endar alltaf fyrir ofan hvada tol
sem er":

Runan{an} stefnir & ef

¥YY>0, pa IN p.a. ar>Y, [Vn>N

Ath: V pyadir fyrir 6l1“ og 3 pydir ,til er”.

Deaemi: Sum stofnlikon préast i tima pannig ad stofninn staekgp ar ollu valdi, oft med
veldisvexti, t.d.N = 2N;_1.

Deemi: | télvunarfreedi er mikill Ahugi &, hve hratt erfidlesitig eykst eftir staerd verkefnis.
Steerd verkefnis getur t.d. verid fjoldi borga i "travellisgiesman'verkefninu, en pa kemur
runa sem stefnir & 6endanlegt.

Skilgreining:Runan{a,} stefnir ac ef

vY >0, pa IN p.a. a,>Y, Vn>N
Ath: vV pyadir ,fyrir 6lI“ og 3 pyadir ,til er”.

Skilgreiningin segir pa ad runulidirnir verdi steerri en Baaala sem er efl er tekid négu
stort. Athugid adN er hadY, N = N(Y)

Ath: limp e an = —o0 pydir pa:

YY>0 dIN p.a a,<-Y, vn>N

1.7 Markgildisreglur

Pessar setningar eru naudsynlegar til ad geta unnid edtime® markgildin, og vid tokum
varla eftir pvi ad vid notum peer t.d. pegar vid reiknum lim# =1—lim 1 = 0.

Med peim er audvelt ad reikna markgildi af ymsum runum s:5.5F 0.s.frv.
Setning:Latum limy ,0an = A, limp.oby,=B. Paer

1. lim(an+bn) =A+B

(|an+bn— (A+B)| = |an—A+bn—B| < |an— Al +|b— B))
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Latum limnc0 @0 =
A limpswbn=B. Paer

1. lim(an+bn) =A+B
2. lim(ah—bn) =A-B
3. limapbh =A-B

4. limkan = kA

5 limfl =5  (B#
)

2. lim(ah—bn) =A—B
3. limayb,=A-B
|anbn —AB| = |asbn —anB +a,B — AB|
= |an(bn —B) + (an — A)B|

< [an[ - |bn— B[ +[an— Al - B
<K|bh—B|+|a,—A|-B

(pvi ef{a,} er samleitin pa er hun takmoérkud (sja hér & eftir)).
4. limka, = kA
5. limR=4  (B#0)

%_é' _’anB Abn
b, B

anB—AB+AB—Aby,
bnB

b \|<an—A>B+A<B—bn>|
5/ (/a0 —Al[B| +|A[[B —bn|)

<

(efbn, — B # 0 pa er|b,| > k fyrir 6l ,nsegjanlega storh)

1 1
<3 7] lan—AlIBI |AIB—bn)

Deaemi: bessar setningar eru naudsynlegar til ad geta urittida@ med markgildin, og vio
tokum varla eftir pvi ad vid notum peer t.d. pegar vid reiknaml — 1 = 1—lim 1 = 0.

1.8 Einhalla runur

Runan{a,} er (stift)vaxandi ef a, < an;1 VYnog
ekki-minnkandi efa, <ap.1 vn

Runan er (stiftminnkandi efa, > an 1 Vn og
ekki-vaxandi efay > an 1 vn

Runa sem er annad hvort ,,ekki-minnkandi“ eda ,ekki-vaxamdieinhalla. Ekki er nég
ad stinga inn nokkrum gildum til ad syna ad runa sé einhalja't 8. a, = (n/2015- 1)2.
Runan{a,} ervaxandiefa, < ans1 VYn og



ekki-minnkandi efa, <ap.1 vn

Runan eminnkandi ef a, > an;1 Vn og
ekki-vaxandi efay > an 11 vn

Runa sem er annad hvort ,ekki-minnkandi“ eda ,ekki-vaxaedieinhalla.

Daemi:

e {1} er minnkandiruna.
e {n} er vaxandiruna.
e {711} er vaxandi runa.

e {(=1)"-n} er hvorugt.

Deemi: Ef syna skal ad, = Wnl myndar vaxandi runu pa ekki n6g ad reikna gildi
runnnar fyrir nokkur gildi &n heldur parf formlega ad syre < an 1. betta er jafngilt pvi
aod synaﬁ < % en hér getum vido margaldad badar hlidar meél ogn—+ 2 til ad losna
vid brotin og upphaflega 6jafnan verdur pa jafngild pessafit+ 2) < (n+1)2. Okkur

dugar pa ad syna® + 2n < n? +2n+ 1 en pad er augljoslega rétt pvi-10.

Deaemi: Ekki er n6g ad stinga inn nokkrum gildum til ad syna ad runaiskadla! Sja t.d.

an = (n/2015— 1). Pessa runu ma lika skrifa sem mismunarunui.

1.9 Takmorkud runa

Runa{an} er takmorkud ef til ery
télurmogM p.a.

m<a, <M V¥n

Setning: Ef runa{an} er samleitin
pé er hin takmérkud.

Skilgreining:Runa{an} er takmorkud ef til eru télumogM p.a.
m<a, <M vn

SetningEf runa{a,} er samleitin pa er hun takmorkud.

SO6nnunG.r.f. ad lima, = L. Gefide > 0,IN p.a.|]ap—L| <& Vn>N.

= —&<ap—L<e
= L-e<apn<L+e
Latum
M = max<i<n &
M= MiNp<ij<N &
= M<a, <M, 0<n<N



Setjum

m= min(m,L — )
M = max(M,L +¢)

pa er
m<ap, <M, vn

p.e. runan{a,} er takmorkud (ad ofan og nedan).

1.10 Setning (klemmuregla)

Latum {an}, {bn},{cn} vera raun-|
talnarunur pannig aén < bn < cn
og

lim an = limch=L

n—oo n—oo

paerlinhswbn =L

Stundum kemur t.d. i ljés ad90 b, < ¢, og ¢, — 0 og par med stefnio, a null.
Athugid t.d. ad cog < nsint < 1 pvi sinx < x < tanx. bar med gildinsin — 1. Setning:
Latum{an},{bn},{cn} vera rauntalnarunua, < by < ¢, ¥n > N fyrir eitthvadN og

fim a0 = Jim,ca =L
paer
limb,=L
n—oo
Sénnun:
an—L<b,—L<c,—L

09 L-—an>L—-by>L—cy
= lan—L| < |bh—L| <|cqn—L],

en petta sidasta ma sja betur med pvi ad athugalid fyriryiguin t.d. & ad beedd, — L <
|bh—L| ogL — by < |b, —L| og af fyrstu lidunum leidir pvi hvort tveggja, — L < |bn —L|
ogL —an < |by—L| og parmeda, — L| < |by —L|. Athugié t.d. ad cog < nsini < 1 pvi
sinx < x < tanx. bar med gildinsini — 1.

1.11 Einhalla og takmarkadar runur

Sérhver takmorkud, einhallaruna
samleitin.

Daemi: Runana, = M2 uppfyllir a, > 0 oga, = 1+ £ < 2 svo hin er takmorkud. Audvelt
eradsynaad hinereinhallafvi 1>n= L <loa,=1+1>1+- =a,1. Ur
pvi han er einhalla og takmdrkud er hin lika samleitin santhvaetningunni.

Athugid adekki dugar ad koma mead rokleidslu af gerdimqi> an 1 = ... = 1> 0. Hins
vegar er stundum haegt ad vinna sig afram med jafngildingy» a1 < ... < 1> 0.
Sérhver takmorkud, einhalla runa er samleiteemi: Runana, = ﬁnl uppfyllir a, > 0

oga,=1+ % < 2 svo han er takmoérkud. Audvelt er ad syna ad han er einhalla{pd >
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N= w7 <#=an=1+¢ > 14 577 = ans1. Ur pvi hiin er einhalla og takmérkud er hin
lika samleitin samkvaemt setningunni.

Athugid adekki dugar ad koma mead rokleidslu af gerdirmqi> an 1 = ... = 1> 0. Hins
vegar er stundum haegt ad vinna sig afram med jafngildingy a1 < ... < 1> 0.

Daemi: Gefum okkur ada, = (1+ %)n — e pegarn — » (e=2.7181...). ba er{a,}
takmorkud. bvi er N
<1+ —) <n
n

fyrir ,stor* n. bvi er

n
(%) <n
= (n+1)n<n.nn:nn+l
= nin(1+n) < (n+1)-Inn

Vid gerum rad fyrir ad logri sé vaxandi (sja sidar), fae<b < Ina<Inb. Paer

In(n+1) Inn

(n+1) “n
og pvi er{bn} = {'“T”} minnkandi runa. Jafnframt er

Inn >0 ef n>1
n
{bn} = {'”T”} er pvi minnkandi runa og takmorkud ad nedan. bess vegna{ll%ﬂ}rmark-
gildi.

1.12 Fastapunktsitrun

| 1. G.rf. adg(x) sé sam-
Or-—-" R~ fellt fall (sja sidar) og

a<g(x)<b vxe [alb]

pa er til amk. ein
lausn &g(x) = x; takn-
um lausnina me&*.

2. Efadauki

[g(x|<r<1, a<k<b

pa er til nakveemlega

ein lausn &(x) =x. St
lausn er markgildi run
—h unnank 1 = glxn).

Fastapunktsitrunir, 1 = g(Xn) er oft mjog 6flug og er mikid notud i télulegri greiningu.
Hun var t.d. notud i 6rgjorfum, til ad draga kvadratraetur efuh verid talsvert notud i
fiskifraedi til ad leysa ymis verkefni vid stofnstaerdarmammdar adferdir til ad leysa jofnur
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gefa runu af gildum par sem runan stefnir & lausn jéfnunnéirerunan skilgreind end-
urkveemt. Litum na & eina slika sem kallast ,Fastapunkisiteda Adferd Picard (sja bls.
622).

Purfum ad leysa

sem vid getum skrifad sem

par semg(x) = f(x) +x.
Lausn & jofnunni kallast fastapunktur (fixed point) fygir

Gefum okkur byrjunargildkg. Pa getum vid skilgreint runu & endurkveeman hatt skv.

Xnt+1 = 9(Xn)

og ,vonumst“ svo til ad runan hafi markgildi og ad markgild®lausn &(x) = x.
Syna ma fram 4 eftirfarandi:

Setning
1. G.r.f. adg(x) sé samfellt fall (sja sidar) og
a<g(x)<b Vxelab
péa er til a.m.k. ein lausn @x) = x; taknum lausnina mex'.

2. Ef ad auki
(x| <r<1, a<x<b

pé er til nakveemlega ein lausngéx) = x. Su lausn er markgildi rununnag 1 =
9(%n).

Sja myndir og daemi & bl.s 622-625i TC.

Daemi: Fastapunktsitrunix,.1 = g(X,) er oft mjog 6flug og er mikid notud i tolulegri
greiningu. Hun var t.d. notud i 6rgjérfum, til ad draga kwvatdeetur og hefur verid talsvert
notud i fiskifraedi til ad leysa ymis verkefni vid stofnstsardat.

2 Markagildi falla

2.1 Markgildi falls

Fall f stefnir &y i punktinumxg, rit-
ad

lim f(x) =y

XHXO

ef um sérhverja runan sem stefn-|
ir & xp gildir ad talnarunanf (an)
stefnir ay.

Marglidur eru samfelldar. Raed foll eru yfirleitt ekki saniéel punktum par sem nefnarinn
verdur null.

Sum fléknari foll eru lika samfelld, s.$.(x) = |x| en 6nnur ekki, t.df(x) = [x/(x—1)].
Lima méa saman sum féll og smida pannig ny, t.d.
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g(x) = x°3 - 2If[x -1 >0, (x - 1)°3, 0]

sem er kallad briun og er mikid notad i télulegri greininguhagnyttri tolfreedi. Hér er
reynt ad lima follin saman a samfelldan hatt (og raunar bextsad, sja sidar um diffrun).
Fall f stefnir ay i punktinumxg, ritad limy_,x, f (x) =y ef um sérhverja runa, sem stefnir
axo gildir ad talnarunarf (a,) stefnir &y. Ymis daemi:

Marglidur eru samfelldar. Raed foll eru yfirleitt ekki saniéel punktum par sem nefnarinn
verdur null.

Sum fléknari foll eru lika samfelld, s.$.(x) = |x| en dnnur ekki, t.df(x) = [x/(x—1)|.
Lima méa saman sum f6ll og smida pannig ny, t.d.

g(x) = x°3 - 2If[x -1 >0, (x - 1)°3, 0]

sem er kallad braun og er mikid notad i tolulegri greininguhagnyttri tolfraeedi. Her er
reynt ad lima follin saman & samfelldan hatt (og raunar betyvad, sja sidar um diffrun).

2.2 Markgildi fra haegri og vinstri

N = <
T I
' [
' [
' [
' [
o+
Skilgreining - Markgildi fra heegri:
Iim+f(x):L1 e ve>0 35>0 hp.a
c<x<c+d = [f(x)—Lql<e
X
2
ox=1 . (x+1)(x—-1 :
lim = w:llmwrl:z
x»1X—1 x=1 (x—1) x—1

Deemi: (styttum burt sameiginlegan patt)

1.
2— —
jim L i XD 10
x=1X—1 x=1 (X— l) x—1
2
H -1 . —1 1 . —1
im1 S25F = limyc1 GO = limsca G p e

— i 1 _1
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Skilgreining:
Markgildi fra haegri:
lim f(x)=L1 & Ve>0 356>0 p.a
x—c*t
c<X<C+9d = |f(X)—L1| <€

Markgildi fra vinstri:

lim f(x) =L> & ve>0 30>0 p.a

X—C™
c-d<x<cC = |f(X)—Lp| <€
Ath: Ef
lim f(x)= lim f(x)=L
X—C~ X—Ct
pa er
i f9 =L
og 6fugt.
2 _
jim XL g XAEDOED 120
x>1X—1 =x>1 (x=1) x—1
Deemi: (styttum burt sameiginlegan patt)
1. )
fim =L i XD 120
x»1X—1 x»1 (x—=1) x—1
2.
i VX1 (W=D (VX+D) i (x-1)
“mX%lﬁ = IImXﬁlW = ||mxalm
— limy 1ty =}
2.3 Markgildi falls 2*
Hofum fall f(x),
f:R— R

Athugum hvad gerist med(x) pegar x nalgastxy”, p.e. aetlum ad skilgreina
J@O f(x)

Skilgreining f (x) er skilgreinti(a,b) C R (nema hugsanlegas € (a,b)) p.e.

f:(a,x)U(X,b)— R
Ilmx0 f(x)=L
pyair

vVe>0, dJ0>0p.a.

O<|x—X|<d = |f(X)—L|l<e
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f(x) er skilgreint i(a,b) C R (nema|
hugsanlegaxg € (a,b)) p.e.

f:(ax)U(xg,b)— R
lim f(x)=L
X—=Xg

pyair
vVe>0, 35>0p.a.

0<[x—xp|<d = [f(x)—L|<¢g

Daemi:

<
F(x) = 1 x<0
2—%X x>0

Hér er markgildio ixo = 0 ekki til pvi f(x) nalgast 2 ek nalgast O fra haegri, eh(x)
nalgast Ix nalgast O fra vinstri. petta skrifum vid

limy_o+ f(X) =2 (markgildi fra haegri)
limy_,o- f(X)=1 (markgildi fra vinstri)

5 X#0
f(x>:{o x=0

Pegarx nalgast O vexf (x) og verdur steerra en hvada tala sem er. Segjum pvi ad

2.4 Skekkjuhugleidingar*
Ath: 6= 9(¢), p.e. fall afe. , f stefnir &L pegarx stefnir axp”.

Nalgast me - o hugtakid ut fra skekkjuhugleidingum.

Daemi:

1. f(x) =2x+1
Maelumxg = 1 og reiknumf (Xp) =2-1+1=3.
Hver parf ndkvaemnix-maelingum ad vera til ad tryggt sé ad nakveemni f(Xo)
sé minni en gefi@, p.e.
£(x) — F(x0)| < €2
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Svar:

Nélgast mée - & hugtakid ut fré
skekkjuhugleidingum.

Daemi: Maelumxg = 1 og reiknum
f(xg) =2-1+1=3.

Hver parf nakvaemni x-maelingum
ad verartil ad tryggt sé ad nakveenini
iy= f(xp) sé minni en gefi&, p.e.

[f0)—

[f() - f(x0) <&?

f(xo)|=2-x+1-3| = |2x—2| = 2[x—1]

2.5
1.

Svar:

1£(X) — f(X0)| = [2-X+1— 3] = [2x— 2| = 2|x— 1

Skekkjan if(x) (b.e. |f(x) — f(xo)|) er minni ene ef skekkjan ix (p.e. [x—1]) er
minni ens:

|f(x)—3|:2|x—1|<2-g<a

f(X)=x5, X=2
1f(X) — f(x0)] = |¥*— 4 = |x+2||x— 2| < 5|x— 2|

ef gert er r4d fyrir adx+ 2| < 5.
Pad er tryggt ad skekkjafier minni eng, ef skekkja ix er minni eng.

Markgildisreglur (fyrri hluti)

lim_ (f(x) £9(x)) = lim f(x) & lim g(x)
(ef baedi markgildin eru til).

(eins er limkf (x) = klim f(x) )

Demi2.1. 1. limy_cX=c¢C

2.
og tilsvarandi fyrir marglidur.

Ilmx_>cx2 - C2
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) limese f(X)

x—c 9(X) - limx—cg(x)

(ef limx—c g(x) # 0) 4.

5
lim (f(x)§ = (Iim f(x))
X—=C X—C

rseZ, s#0 og svo framar
lega sem(limy_,¢ f(x))"/S € R.

2.6 Markagildisreglur (seinni hluti)

. f limyc f
3. ||mxac% = H

(ef limy_,cg(x) # 0)

4. limgse (F(%))s = (limyoye F(X))S
rrseZ, s#0 ogsvo framarlega seflimy . f(x))"/Se R.

(sja Appendix 2, bls 1146 og athugasemdir i tengslum vid séglur fyrir markgildi runa
abls. 4).

Sonnun a reglu 3:

1
lim ax) lim f(x) - lim 9
Athugum
lim @,
kollum limg(x) = M.
11 [M-g|_ 1 .
'g(x) M' ’ g(x)-M ‘g(X)HMHM 9(x)|
Vid purfum ad syna fram & ad
1 <k
l9(x)|

par senk er einhver fasti:

38, p.a. 0<|x—c/<d = g0 —M| < |%|
= 1909] — IM|| < lg(x) — M| < |¥|
= M < 1g00] — M| < ML
= M < 1g(x)| < M|
1 2 _
= o] < vy = K
fyrir 0 < [x—cl| < 9.
Pa gildir (ef 0< |x—c| < &1):
1 1 2
< 9(x) —M
’g<x> M' iy 90 Ml



Ef € > 0 er gefid, veljum p&; p.a.:
O<|x—cl<& = \g(x)—M\<%\M|2

Setjum svad = min(&1, ;). P4 gildir:

1 1 2 2 ¢
0<|x—cl<d < g = M| < S SMP =
choese = ’g<x> M'—\MP'Q(X) <M

b.e.
1 1

m = —
x=eg(x)  limy_cg(X)

2.7 Dreififoll og 6nnur 6samfelld foll

Flest deemi um 6samfelld foll i
steerofreedibokum eru heimatilbdin
[ likindafraedi birtast slik deemi hins
vegar a hverjum degi
Ef X téknar fidlda skjaldarmerkja i
fiorum krénukodstum pa ma reikny
F(x) = P[X < x| fyrir rauntélugildi
ax.

—— betta fall er vaxandi, er alltaf san-
fellt fra haegri en er 6samfellt fra
vinstriix=0, 1, 2, 3, 4.

)

Mynd 1: Deemi um dreififall (cumulative distribution functip

Mynd 2: Daemi um ésamfellt fall.
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Daemi:

—x+1 x<0
f(x)=40 x=0
3 x>0
lim f(x)=1 lim f(x):}
x—0- x—0t 2
en f(0)=0.

Flest deemi um 6samfelld f6ll i steerdfreedibokum eru auggesheimatilbdin.

[ likindafraedi birtast slik deemi hins vegar & hverjum degi.
Daemi: Ef X taknar fjolda skjaldarmerkja i fjiorum kronukdstum pa mémaiF (x) =

P[X < x] fyrir rauntdlurx.
petta fall er vaxandi, er alltaf samfellt fra haegri en er ddlirira vinstriix=0, 1, 2, 3, 4.

Fleiri deemi:
—X+1 x<0

f(x) =<0 x=0
x>0

NI

lim f(x)=1 lim f(x):%

X—0~ x—0t

en f(0)=0.

Daemi:
[x24+3x—1
f(x) = AT
X3 +4xc+1

. . 2 3Ax—1
lim f(x) = \/IlmHl ()z‘gj4):‘2+l)

X—1
. \/ limy_,1(x2+3x—1)
TV limy 1 (8 +4%2+1)

_\/limHlx2+|imHl3x+|imH1(—1)
— V limy s, DEHimy 1 (83@)Flimy 1 1

(limy_,1 X)%+3limy_,1 x—1
(limy_,1X)3+4(limy_,1%)2+1

_ /12431-1

TV 13441241
=Vi=Vi=%
Ve T V2T 2

2.8 Klemmusetningin (Sandwich Theorem)

Daemi:

1.
—10] <'sinB < |6 = lim sin@=0=sin0
6—0

sin6 < 0

Ath:limg_,osin@ = 0=sin0
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Gerum rad fyrir ad

900 < f(x) <h(x)

fyrir 6ll x € (a,b) og tokumc e
(a,b). Ef

lim g(x) = lim h(x) = L

X—C X—=C

paer
lim f(x) =L

X—C

0<1-cos8< |0 = lim cosf =1=cos0
6—0
Ath: limg_,pcos8 =1 = cos0

Gerum rao fyrir ad
g(x) < f(x) <h(x)

fyrir 6ll x € (a,b) og tokumc € (a,b). Ef

pa er
lm 100 =L
(sja App. 2) Deemi:
1.
—10] <'sinB < |6 = lim sin@=0=sin0
6—0
sin6 < 06
Ath:limg_,osin@ = 0=sin0
2.
0<1-cosB<|0| = lim cosB =1 =cos0
6—0

Ath: limg_,gcosB =1 =cos0

2.9 Markgildi sinx/x
Notum nu klemmusetninguna til ad syna fram & ad

sin@ B

lim =1

6—0 O
Notum nu klemmusetninguna til ad syna fram & ad

sind B

lim =1

OAOT
Skodum flatarmal nokkurra svaeda sem tengjast einingariuing
Byrjum & flatarmali prihyrningsins sem afmarkast af nulligtiyrx-4s og punktinunjcos, sin®).
Pessi prihyrningur er rétthyrndur svo hann hefur flatarreal sr halft margfeldi skamm-
hlidanna, p.e3 sinfcos.
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Tokum neest flatarmal peirrar sneidar hringsins sem liggirxias upp ad linunni fra
nallpunkti ad (cosh, sinB). Hringskifa med radius hefur flatarmalmr?, en i okkar til-
viki er r = 1 og vid héfum ekki dhuga a o6llum hringnum (lengd) heldur adeins peim
hluta sem hefur boglendglog sa hluti hefur pvi fIatarm%lze.

Ad lokum tokum vid prihyrning sem hefur grunnlinu af lengd k-as og langhlid sem
%engur i gegnuntcosd,sinB). Heed prihyrningsins er pa t@rog flatarmalid par med
5 tan®.

\2/i6 sjaum ad pessi prju sveedi radast a edlilegan hatt efdrdst

1. 1 1
5sinBCosh < 5126 <stad = cosh < 25 < L
o _ 1
= cosd < S L

NuU er 1
I|m coso = I|m — =1
—0 8—0Cc0so

0g pa er skv. klemmusetningunnl
lim ﬂ =1
650 0
Ath: Hér héfum vid gert rad fyrir ad s> 0. Strangt til tekid héfum vid pvi synt fram a

ao

sinB
lim 2% _ 1
p—0t O
Hins vegar e'2® jafnsteett fall og pvi er
im sin® im sinB 1
650- 0  e-0+ B
og pvi er
sinB
Iim —=1
6—0 O

3 Markgildi og adfellur

3.1 Markgildi pegar x stefnir a 6endanlegt

Deaemi:
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Skilgreinum nG markgildi pegaf
X — 00

lim f(x) =L

X—00

merkir adve >0 3X >0 p.a. ef
x> X pa gildir [f(x)—L|<e
M.6.0. f(x) nélgastL pegarx vex
eda:

Fyrir gefna ndkvaemniskréfa méa
finnaX pannig adf (x) er ekki fjser
Lengefx>X.

1 Vid sjaum ad* — 0 pegarx — —oo 0g€e* — oo pegarx — o
2 Efg(x) = 175~ ba gildir lim,_, . g(x) =0 og lim . g(x) =1

b
3 Ef f(x) = Z£8 pa feest i, F(X) = liMyo e 2B = limy_o jj—d
Athugum na markgildi pegat — 4

)!m) f(x)=L
merkir:

Ve>0 IX>0 p.a.
x> X = [f(x)—L| <€

(f(x) nalgastL pegarx vex)

Daemi:

1 Vid sjaum ad* — 0 pegamx — —o 0g€* — oo pegarx — o

2 Efg(x) = 175~ ba gildir lim,_, _.g(x) =0 og lim,.g(x) =1
at2

BEff(x) = 515 P feest iMoo f(X) = liMxseo 17 = liMyseo -5

— cx+d C

3.2 Markgildi reedra falla

Markgildi raedra falla pegax —
+o0:

fo— P anx"+an_ X1 agx+ag
Q(X)  bmXM -+ bm_1x™1 4.+ byx+bg

1. n<m

lim f() = > —0

X—00 bm
2. n=m
= mfx=2
X—00 bn
3. n>m
lim f(x) = %o

X—00

22
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So6mu markgildisreglur gilda hér sbr. bls 1131 TC.

Markgildi reedra falla pegat — +oo:

f(x) =

P(X)  ax"+an-1x" 1+ f+aix+ap
Q(X)  byXM+bm_1xM-14 ... +bix+ by

f(x) B anx”‘m+an_1x”‘m‘1+-~-+a1x_m+1+aox‘m
B bm+bm-12 4+ x4 box—m
Oll veldi i teljara eru neikvaed og pvi er

Jim, £() = - =0

an + lidir med neikveedan veldisvisi

- by + lidir med neikveedan veldisvisi

- an
= )!mof(x):b—n

f(X)

3.n>m

fx) = XX ax M +agx "
bbby ™ML pgx—m

Fyrsti/fyrstu lidir i teljara hafa jakveeda veldisvisa og pv

lim £ (x) = %00

3.3 Oendanlegt markgildi

lim f(x) =c
X=X
merkir:
vB>0, 35(B) (p.e.derfallaf
B) p.a.
0<|x—Xo| <d = f(x)>H
lim f(x) =—oc0
X%XO
merkir:
vB>0 3dp.a.
0<|x—Xo| <d = f(x)<+B
lim f(X) =o
X—Xo
merKkir:

vB>0, 33(B) (p.e.derfallafB)p.a.
0< |x—Xo| <0 = f(x)>B
XIi_r)r)}0 f(X) = —o0
merKkir:
VB>0 3Jdp.a.
0<|x—xo| <o = f(x) < —B
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3.4 Larétt aofella

y=Dber larétt adfella ef

lim f()=b eda lim f(x)=H

X—p00 X——c0

Deaemiy = 1 ogy = —1 eru laréttar adfellur fallsins

x3
"=

y = b er larétt adfella ef

)!imof(x):b eda lim f(x)=Db

X——00
Daemi:

1. y=1o0gy= —1 eru laréttar adfellur fallsins

3
X
=t
2.
COsX
f)=1-—=

hefur larétta adfelly = 1.
(0< |8 < ﬁ og skv. klemmusetningu er lif = 0)

3.5 Loéorétt aofella

y = 1/x hefur 16drétta ad adfellux = a er |6drétt adfella ef

lim f(x) ==+ eda limf(x)= £

x—at X—a~
Ath:
.1
lim sin—
X—0 X
er ekki til, (sja bls. 105).
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x = aer |6drétt adfella ef

lim f(x)=x0 eda lim f(x)}=+w
x—at x—a~

Vid segjum ad tvo follf ogg , hagi
sér eins pegax er stort” ef

lim m =1
xreo 9(X)

Hiidstaett fyrir limy s o % -1
Ritum f(x) ~ g(x).

3.6 AOQ haga sér eins

Almennt mikilvaegt hugtak-sbr télvunarfraedi.
Daemi: f(x) = x° +ax? + bx+ c hagar sér eins og(x) = x fyrir Stor x
Daemi: f(x) = €<+ x? hagar sér eins og(x) = € pegarx — o pvi

f(x) &+x° >« o
—L = =1+x€”"—1 pegax— o (sjasidar.
ax) = peg (s] )
Skilgreining:Vid segjum ad tvo follf ogg , hagi sér eins pegater stort” ef
- f(x)
50 =1
Hlidsteett fyrir
jim 100 _ 4
x=—e g(X)

Ritum f(x) ~ g(x).

Deemi:
1. f(x) = x3+ax? + bx+ c hagar sér eins og(x) = x fyrir stor x pvi

- f(x) - x3+ax?-+bx+c
fimge =l et

=1
2. f(x) = €+ x? hagar sér eins og(x) = € pegarx — o pvi
f(x) e+x2 >« L
— = =14+x€”"—1 pegax— o (sjasidar,
TR beg (sjé sidar)

Ath: f(x) =x2+eX g(x)=x, h(x)=e>
f~g pegar X — oo
f~h pegar x — —o
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3.7 Aofellur

Almennari (linulegar) adfellur koma fyrir €f(x) hegdar sér pannig aix) — (ax+b) — 0
pegarx — 4o

Kemur oft fyrir med reed foll. Hallastudulina ma finna sem markgildf (x) /x, ef pad er
til.

Daemi: Raed f0ll (sj&g-xamplestakkann).

Sja lika "asymptote"a Wikipedia.

Skilgreining 3.1. Fallid f er sagt hafa (linulega) adfellu éfx) — (ax+ b) — O pega
X — F00

Kemur oft fyrir med raed foll. Hallastudulina mé finna sem markgildf (x) /x, ef pad er
til. Eftir pad ma finnab sem markagildif (x) — ax, ef pad er til.
Skodum hegdun raedra falla.

Deemi 3.1. Ef
XX4+2x+1  (x+1)?
alx) = x—1  x—1'
pa vitum vid ad
Jm, a9 =+
0g Vid sjaum annars vegar ad
x|—|>ni]+ q<X) =t
og hins vegar, ad
lim q(x) = +oo.

X—1—

Vid tokum lika eftir pvi ad grada teljarans er nakveemlegaeireerri en nefnarans syo
g(x)/x hefur markgildi pegax stefnir & 6endanlegt.
Nanar:

12
im 909 g S (D)2

Xx—too X X=X = xortoo X(X—1)

og ef vido umritum nefnarann og teljarann, t.d. med pvi adediitir ofan og nedan stri
medx?, pa sjaum vid strax ad petta brot stefnir & einn.

P& getum vid haldid afram og litid & markgildin l§me. q(X) — X 0g limy_, _» q(X) — X.
Atugum fyrst

=

2 2 —X(X—
lim g(x) —x= lim (x+1) —x=lim = +2x+1-x(x—1) im

=
X—00 X—0 ¥ 1 X—>00 X—1 X—

X4+ 2X+1-x+x |
x—1 1

Svoq(x) ~ x+ 3 pegarx — o (og lika pegax — —o ).

Athugid ad pad er lika gagnlegt ad nota GeoGebra til ad teikitia.
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4 Samfelld foll

4.1 Samfelldni
<
o+ <~ @
of “—

f ersamfellti punktic € (a,b) ef
lim f(x) = f(c)
f er samfellt i vinstri og haegri endapunktum Hisb] ef

lim f(x)=1f(a) og lim f(x)= f(b)

Xx—at X—b~

Skilgreining 4.1. f ersamfellti punktic € (a,b) ef

)I(ianf(x) = f(c)

Skilgreining 4.2. f er samfellt i vinstri og haegri endapunktum Hisb] ef

lim f(x)=1f(a) og lim f(x)= f(b)

x—at x—b~

Athugasemd 4.1. betta merkir ad graf (x) er ekki ,slitid i sundur” ic.

Athugasemd 4.2. Fall sem er ekki samfelltdé er 6samfellt.

Athugasemd 4.3. f er samfellt & bili(a,b) ef pad er samfellt i 6llum punktum (i, b)
(Vce (a,b)).
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4.2 Samfelld foll

Fall f er samfellt ef pad er samfellt i sérhverjum punkti i formevngD+.

Xx+1 x<1
f(x) =11 x=1
—X+3 x>1

xinll f(X) - xﬂnl1+ f(X) =2
og pvi er
lim f(x) =2#1=f(1)

x—1
f er pvi ekki samfellt k = 1.

Daemi 4.1.
Xx+1 x<1
f(x)=41 x=1
—X+3 x>1
xﬂ?* f(X) - X|LT+ f(X) =2
og pvi er

lim f(x) =2+ (1)

X—1

f er pvi ekki samfellt k = 1.

Deaemi 4.2. Hins vegar er

(X) = X+1 x<1
9% = —X+3 x>1

samfellt ix = 1.

Athugasemd 4.4. Fall f er samfellt ef pad er samfellt i sérhverjum punkti i formendd;.
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4.3 Samfelldar adgerdir a samfelldum follum

Setning: Eff(x) og g(x) eru sam-|
felld i x = c pa eru eftirfarandi foll
einnig samfelld k = c:

1. f+g
2. f—-g
3. f.g

4. k-f  (KeR)

5. f/g  (efg(c)#0)

Setning: Eff (x) ogg(x) eru samfelld k = c p& eru eftirfarandi foll einnig samfelldki= c:
1. f+g9
2. f—g
3. f-g
4. k-f (ke R)
5.f/g  (efg(c) #0)

4.4 Nokkur samfelld foll

Eftirfarandi foll eru samfelld i 6llum punktumformenginu Dr:
1. marglidur P(X) =anx"+---+aix+ag
2. reed foll P(x)/Q(X)
3. reetur UX neN,n>1
4. hornaf6llin Sirx, cosx, tanx, (sec, cscc, cotx)
5. andhverfu hornaféllin sintx, cos 1x, tan1x, o.s.fr.
6. veldisvisisfollin a%, et

7. lografoll logx, Inx

Markgildi af summur, margfeldum og samsetningum falla dsvarandi summur, marg-
feldi og samsetningar af markgildum. Ad auki eru hornafglMeldisvisisfoll samfelld.
Eftirfarandi foll eru samfelld i 6llum punktumformenginu Dy

1. marglidur P(X) = aX"+--- +aix+ag
Credfoll  P(x)/Q(X)

. reetur VX neN,n>1

. andhverfu hornaféllin sintx, cos 1x, tan1x, o0.s.fr.

2
3
4. hornaféllin Sirk, cosx, tanx, (secx, cscc, cotx)
5
6. veldisvisisfollin a%, et

7

. lografoll logx, Inx
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4.5 Andhverfa samfellds falls

Andhverfa samfellds fallsf(x),
f-1(x) er samfelld.

(Graf f er ekki ,slitid i sundur” og
graf 1 feest med speglun um lirj-
unay = x)

a* er samfellt fall og pvi er logx pad lika, Va> 0.
Andhverfa samfellds fall$ (x), f~%(x) er samfelld.
(Graf f er ekki ,slitid i sundur* og graff ~* feest med speglun um linuya= x)

Daemi:a* er samfellt fall og pvi er logx pad lika, va> 0.

4.6 Samsett foll
Ef f er samfellt ic og g er samfelltif (c), pa ergo f samfellt ic. Daemi:

_ siPx+1
 six+ 2sinx

X +1
X2+ 2x

F(x)
f(x) = sinx, a(x)

F(x) = (go f)(x) er samfellt ic par sem sig # 0.

Setning 4.1 Ef f er samfellt ic og g er samfellt if (c), pa ergo f samfellt ic.

Athugasemd 4.5. Um samfelld foll gildir (sjéa skilgreiningu):
i 9 = 1(0) = f(jm
og pvi er

)I(iLan(f(x)) (limy_¢ f(X)) gsamfellt

=g
=g(f (limyscX)) f samfellt

=9g(f(c)) = (go f)(c)

pvi ergo f samfellt ic.

X, nalegt‘’c = f(x),nalegt'f(c) = g(f(x)),naleegt‘g(f(c)).

Deaemi 4.3.

_ six+1
 six+ 2sinx
X%+l
X244 2x

F(x)
f(x) = sinx, a(x)

F(x) = (go f)(x) er samfellt ic par sem siig # 0.
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4.7 Milligildissetningin (Intermediate Value Theorem) oghelmingun-

araoferoin
o =
N — g <
I T
| |
| [
QD I
|
(@] I
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
ol
X

Gerum r&d fyrir ad fallf (x) sésamfellt i [a,b] og L sé & milli f(a) og f(b). Pa er til
celablp.a.f(c)=L.

Notum petta til ad finna t.d. lausnirfgx) = 0.

Gerum réad fyrir ad fallf (x) sésamfellt i [a,b] og L sé & milli f(a) og f(b). P& er til
celablp.a.f(c)=L.

Ath: Milligildissetningin tengist pvi ad graf samfellds falls e&kki ,slitid i sundur*.
Daemi um not & milligildissetningunni er helmingunaradier@®isection method):
Viljum leysa f (x) = 0. Finnum bil[ag, bo] p.a. f(ap) - f(bo) < 0. (G.r.f. adf(ag) > 0 og
f(bp) < 0). P& er tilc € [ag,bg] p.a. f(c) =0.

Tokum midpunkiag, bo

_ag+ho

a=—

og reiknumf (a).
e Ef f(a) > 0 setjum vid[ag, bi] = [a, bg).
e Ef f(a) < 0 setjum vid[ag, bs] = [ap, a].

NuU erf(a;) > 0 ogf (b)) <0 og pvi er tilc € [az,bs] p.a. f(c) = 0.
Tokum nu

ap+by
a=
2

Reiknumf (a) og athugum fomerki pess.
Faum nu nytt bilap, by] sem inniheldur lausn &(x) = 0. Endurtékum uns lausnin er feng-
in med naegjanlegri nakvaemni.

Ath: Steerd bilsins sem inniheldur lausrf &) = 0 helmingast i hverri itrun.
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Daemi 4.4.

f(x) =x°+4x*—22=0
f(0)=-22 f(2)=3244-4-22>0
240

— = 1 (skekkja ert1)

lag,bo] =[0,2], xo=1+1
f(1)=1+4+4-22<0

[ag,b1] =[1,2], x=15+0,5
f(1,5)= —5,406... <0
lap,bo] = [L5,2] % =1,75+0,25

0.s.fr.

Daemi 4.5. Vio getum flytt fyrir:
Finnum lausn & (x) = 0 med skekkju< 0.001:
Skiptum[1,2] i 10 bil og reiknumf-gildin i endapunktum.

X 1,0 11 1,2 1,3 1,4 15 16 1,7 18 1,9
f(x) -17 -1555 -13,75 -11,53 -8,78 -541 -1,27 3,76 9,86 17,20

Lausnin liggur & biliny1,6, 1,7], x3 = 1,65. Skekkja< 0,05.

2,0
26

Daemi 4.6.
X 160 161 162 163 164 165 166 1,67 1,68 1,69 1,

f(x -1,27 -0,81 -0,34 0,13 0,62 1,12 1,63 2,14 2,67 3,21 3,
Lausnin liggur & biliny1,62, 1,63] x, = 1,625. Skekkja< 0,025.

Daemi 4.7.
X 1620 1621 1622 1,623 1,624 1,625 1,626 1,627 1,628

f(x) -0,345 -0,297 -0,202 -0,154 -0,107 -0,059 0,037 0,086 0,134
Lausnin liggur & biliny1,627, 1,628 x3 = 1,6275. Skekkja< 0,0005.

1,628801
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