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1 Diffrun og afleidur
1.1 Medalhradi

Hofum steerdy sem er fall afk, y = f(x). Latum nix breytast fréx; i xo;

AX=Xo — X1

ba breytisty um
Ay = f(xx) — f(x1) =y2—W1

Medalhradi breytingar fy a bilinu [x,Xo] er:

Ay _Y2—n
AX  Xo—X1

1.1.1 Details

Adalastaedan fyrir pvi ad vilja reikna halla falls er su, adiha er null par sem fallid er
"flatt"i einhverri merkingu. Vid viljum finna adferdir til afhna bestu lausnir s.s. hamarka
hagnad, finna linur sem passa best i gegnum gdgn o.s.frnpeith er gert med pvi ad finna
stadi par sem fall er "flatt”", p.e. par sem halli pess er nallpdss purfum vid ad skilgreina
nakvaemlega hvad att er vid og hvernig er haegt ad leysa sliefrer

Afleidur ma lika nélgast at frreytingahrada (rate of change) ognertilinum (tangent
lines).

Byrjum med staerd sem er fall af, y = f(x) og latumx breytast fréx; i xo;
AX =X — X1

pa breytisty um
Ay=f(x2) — f(x1) =y2—W1
Medalhradi breytingar fy & bilinu [x1,X2] er halli linustriksins frgx, y2) til (x2,y —2):

Ay _Y2—wn
AX  Xo—X1

1.1.2 Examples

Daemi 1.1. y(t) fjarlaegd fra vidmidunarpunkti a tima

y(t2) —y(t) _ Ay

sziz

to—1 At

er medalhradi fty, to].




Daemi 1.2. T(x) er hitastig & dypk (sjavar)

AT . T(Xz) — T(X]_)
AX  Xo—Xg

er medalhradi breytingar a hitastigi med dypi a dyptarhifix , xo].

Daemi 1.3. C(t) er styrkur efnis i lausn & tinta Efnid myndast vid akvedid efnahvarf

& B C(t2) —C(t1) B C-C
A -t th—1t

er (medal) hradi efnahvarfsingt, to]

1.2 Hallatala strengs

Gefid er fall f (x), skilgreint & bilil, sem inniheldur
punktax; og Xxo.

Athugum nua strenginn (secant) milli punktanna
(x1, f(x1)) 0g (%2, f(x2)) ”

Hallatala strengsins er

f(x2) — f(x1)
X2 — X1

(petta kollum vid mismunakvéta). Hvad gerist pegar-
Xo — X1 ?

1.2.1 Details
Gefid er fall f (x), skilgreint & bilil, sem inniheldur punktg ogx,. Athugum nu strenginn
(secant) milli punktannéxy, f(x1)) og (X2, f(X2)).

Hallatala strengsins er
f(x2) — f(x1)
X2 —X1
(petta kdllum vid mismunakvota).

Hvad gerist pegax, —x; ?  Faum !

1.2.2 Examples

Daemi: Augljést er hvad att er vid pegar talad er um hallatolu Iing; f(x) = ax+b

A_Y_yz—)/1:aX2+b—(aX1+b) a(x2 —Xxq)

AX  Xo—X1 X9 — X1 X2 —Xq]
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petta er alltaf sama taladhadx; ogXx».
Pegar graff (x) er ekki lina verdur malio floknara.

1.3 Afleida
Skilgreining

Afleida (derivative) fallsf i punktixg, taknadf’(xo),
er

= |im .
eon _ f(xo+h)—f(x) /

ef markgildid er til.

1.3.1 Details
Vid eetlum nu ad skoda hvad gerist pegar— 0, p.e.

1. Skilgreinum ,andartakshrada“ (instantaneous speexd) firada punkti t (edax) i
stad hrada yfir bit (edaAx)

2. Skilgreina snertilinu, p.e. linuna sem linurnar semhialda strenginn gegnu(®y, f (x1))
0g (x2, f(x2)) nalgast pegafAx = xp — x1 — 0. Jafnframt aetlum vid ad skilgreina
hallatolu i punkti(x, f(x)).

Purfum pvi ad skoéa%, markgildi®, p.e.

im f(x+Ax) — f(x)
AX—0 AX

Skilgreining:Afleida (derivative) fallsf i punktixg, taknadf’(xp), er

. f(x)—f(xo
1) = i, =00
ef markgildio er til.
Ma lika skrifa sem lim, o 2er2X=100) g4 fim, o {xethi=f00)

1.4 Setning - Diffrun veldisfalls (heilt6lu veldisvisir)

Gerum rad fyrira e N (heilar tolur) ogf (x) = x".

ba erf’(x) = nx*1




1.4.1 Details

Byrjum & sértilviki: f(x) = x?. Hér gildir f(x4-h) = (x+h)? = x?4-2xh+h? og pa faum
vid lika
(x+h)2—x? 2xh+h?

fim AN = T9 _ — lim — Jim 2x+h = 2x.
h—0 h h—0 h h—0 h h—0

Setning:Gerum rad fyrirad € N (heilar tolur) ogf (x) = x". P& erf’(x) = nx*~1

Sonnunpar semm € N pa er

(X—I—h)nzxn—i—<2)xnl-h—|— <2>Xn2h2—l—-~-—l—hn

skv. tvilidusetningunni, (binomial theorem). bvi er

n__ N N
(x+h)"—X :n)(r]1+n(n2 1)Xn72‘h+_‘_+h2_>nxnfl

pegarh — 0.

1.4.2 Examples
Demi:Ef n=0, p.e.f(x) =1, paer

fem—fo) _1-1

svo f’(x) = 1.

1.5 Setning - Diffrun veldisfalls (reedur veldisvisir)

Gerum rad fyriran € Q  (reedar tolur) odf (x) = x".

pa erf’(x) = nx*~1

1.5.1 Details
Setning:Gerum rad fyrirad € Q  (raedar tolur) ogf (x) = x". ba erf’(x) = nxX*1

SonnunAthugum tilfellid n > 0,n € Q. Latumn= ¢ og f(x) = X,



Setjum
y=xi (& x=¥)
y+A4y= (X+Ax)% (& x+Ax = (y+Ay)Y)
(Athugid ad efg = 2m (slétt tala), pa verdaog x+ Ax ad vera> 0).

(X—I—AX)” —X _ X+Ax)5—x%

AX AX

(1x%)"— ()

(y+Ay)P —yP
AX
(y+Ay)P—yP
(y+4y)d—ya

(y+Ay)P—yP

1.6 Leibniz form afleidu

I sumum tilfellum er paegilegra ad nota hi® svokallada Leitfinrm til ad takna afleidur
b.e. f'(x0) = G (%)
Efy = f(x) skrifum vid jofnum héndunf og '(x).

1.6.1 Details

I sumum tilfellum er paegilegra ad nota hid svokallada Leildorm til ad takna afleidur,

b.e.
df

! —_
Petta er hugsad pannig &&= xg+Ax, Af = f(Xo+Ax) — f(xg) 0g

(X0)

Af f(xo+DAX) —f(x)  Af df
i . - s A
AX AX ' AX - dx begar Ax—0

(athugidAl er medahradi f-breytingar i[xo, Xo + AX))
AX
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1.7 Afleidufall og diffurvirki

e Afleidan sjalf er fall
f'ix— f(x)

Formengif’ eru 6llx par semf’(x) er til.

Daemi: f(x) = x*, f/(x) = 4x3 (ath.fall af x).

¢ Diffrunin sjalf er adgerdyirki , sem nefnist diffurvirki (differential operator)

% virkar & foll f og breytir peim i afleidufallid

d ./ df

1.7.1 Details

e Afleidufall
f'ix— f(x)

Formengif’ eru 6llx par semf’(x) er til.

Daemi: f (x) = x*, f/(x) = 4x3 (ath.fall af x).

e Diffurvirki (differential operator)

%( virkar a foll f og breytir peim i afleidufallio

d | , [ df

1.8 Nokkrar diffurreglur

(f+g) =f+d %((erg):%Jr%’(
(cf) =cf’ d(cf(x) :C#}(X) c fasti
9) = g+ g’ &(F-9)(x) = H(X)9X) + FF(X)
d
7 i (g3) = —goz - S0

e e Y
Ql+Ql= —
~— -

|

I

X

«Q

<

1.8.1 Details
d df , d

{ 4 (FX)+9(x) = limpq g =10-gx)

dx h
= limp_0 (f(X+hk):f(x) n g(x+hr)rg(x))
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09 4 fimyy o (2££h)=90

)

— limn_o (W )
=00 +gx (= R0+ Bx) |
dcfx)=cH(x)  cfasti
. Cf(X—i—h)—Cf(X) f(xth)— f
() st
S (90 = T + F (G
{ (Foxrhygixh)—f (¥
= ¢ (f(x+h)g(x+h) — f(x+h)g(x) + f (x+h)g(x) — f(X)g(x))
=+ ((g(x+h) —g(x)) - f(x+h)+(f (X+h>—f(X>) 9(x))
— (g(X+h X)) (X"—h) ( X+h ) (X)
— gMfX+ (g pegar h—0 |
b.e. o y
(fg)'=f'g+g
d
4 & (5ky) = g 00
d/ 1 . e
| wlaw) i
g(x)—g(x+h)
= limn-o & (%)
limp_o— g(x+h)—g(x)
— Tmn_09(X)g(x+h)
dg
— x(X) _ —1 d
= 5 = e |
f_ ot
d /f 4l 1
| d—x(g) =%(3)
=4 it g3 (skv.3)
df —1d
=55+ (F8)
95—
9 }

1.9 Diffranleg foll eru samfelld

Ef f/(xo) er til, pa erf samfellt i punktinumxo.
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1.9.1 Details
Ef f/(xo) er til, pa erf samfellt i punktinumxo.

F(x) = f(x0) = (x—x0) (55
= M (F(X) = F(X0)) = My sy (X—X0) - limy ., (1Z=100))
=0-f'(x0) =0

b.e.
Jim £ = f(x0)

Ath: Samfellt fall parf ekki ad vera diffranlegt, sbi(x) = |x|, x0=0

2 Ymsar afleidur, snertlar, kedjuregla og hornafoll

2.1 Heerri afleiour

2.1.1 Details
par sen%(x) (= f/(x)) er fall afx (afleidufallid) pa mé skilgreina afleidu &f(x):

2
w(G0) = Ge® (=)

X ?jz—xg(x) er fall og taka ma afleidu pess o.s.frv.
df  d dn-1f
dx  dx \dx1l
~—~
diffurvirki
eda

2.2 Snertilina (tangent line)

Lina gegnum(xo, f(xg)) med hallatélu f'(xg) er
snertilina grafsinsy = f(x) i punktinum(xo, f(Xo))
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2.2.1 Details
Hallatala linu gegnunixg, f(xo)) 0g (xo+h, f(xo+h)) er
f(xo+h) — f(x0)
h

Latum niax = xg + h nélgastxg, (p.e.h — 0). P& stefnir hallatalan

f(xo+h) — f(x0)
h

41(x).

Lina gegnum(xo, f(Xo)) med hallatdluf’(Xo) er snertilina grafsinsy = f(x) i punktin-
um (xo, f(xo))

Ath: Snertilina er besta linulega nalguniri &) i (xo, (X))

1
X —Xo

£ = (F'(%0) (x—%0) + f (%))

(Ath:
y = f(x0) + F'(x0) (x—0)
er jafna snertilinunnar(ixo, f (xo)).)

_ ' f(XX:)l;O(XO) _ f/(XO)'
— 0 pegax — Xg (X— x¢)
Hins vegar . 00— 56)
el 10~ (100 +atx—0)) = [0 =709)

en pad stefnir ekki & 0 pegar— xg efa# f/(xo).

Linany = f(xo) + f'(X0)(X— Xo) er pvi neer grafiny = f(x) i punktinum(xo, f(xg)) en
linay = f(xo) +a(x—xg) efa# f'(Xp).

2.3 Andartakshradi (instantaneous rate of change)

Andartakshradi k er f’(x)

b.a. breytingahradi m.t.t. x i Xo:
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2.3.1 Detalils

Hofumy = f(x) p.e.y er fall afx.
Hofum skilgreint medalhrada breyting & [x1, xo] m.t.t. x:

Ay yo—y1_ f(x)—f(x)
AX  Xo—X1  Xo—Xp

T.d.
¢ Hitastig sem fall af dypi.
e Efnastyrkur sem fall af tima.
e \egalengd sem fall af tima.
e RUmmal kulu sem fall af radiuy/(= 4r3)

0.s.frv.
Andartakshradi k er f/(x) (= limax_,0 50,

p.a. breytingahradi m.t.t. x i Xo:

f(xo+h) — f(xo)

, L
o) = rlulgno h
2.4 Deemi
Breytingahradi rammals kalu m.t.t geisla:
\/ 4 47T- 3r2
| gy _mE
drlr=r, dr\ 3 r=ro 3 lr=rg
(ath. ad petta er flatarmal yfirbords kulu med gergha
2.4.1 Examples
Deemi:Breytingahradi rimmals kdlu m.t.t geisla:
V 4 47T 3r2
d_ :g<_nr3> — n 3r :4-mfg
drir=r, dr\ 3 r=ro 3 lr=rg

(ath. ad petta er flatarmal yfirbords kilu med geighaAth:

df|_di

(%0)

Deemi:Jadarkostnadur og jadartekjur (marginal- = jadar- )
e c(x) = framleidslukostnadur (vid ad framleidainingar).

e r(x) = tekjur af solux eininga.
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dc c(x+h) —c(x)

x> =im

h

kallast jadarkostnadur (pegar framleiddar eriningar).

dr r(x+h) —r(x)
h

x> = i

kallast jadartekjur (framleiddareiningar).

d dr

dc

ST =) = S0~ (¥

kallast jadarhagnadur.

Jadarskatturx = tekjur; S(x) = skattur sem fall af tekjum:

ds S(x+h) —S(x)

(x) = lim

& h—0

er jadarskattur vid tekjux. Ath:

h

S(X+ h) B S(X) ~ S’<X)

h
efherlitio (h| <<1)). bvier

S(x+h) —§(x) ~ S(x)-h
b.e. ef tekjur haekka urn, pa heekkar skatturinn u(x)h.

2.5 Afleiour hornafalla

d ciny
1. Jx SINX = COSX

d o .
2. gx COSX = —sinx

3. & tanx = se@x (= =)

2.5.1 Detalils

Sénnun &S sinx = cosx:

sin(x+ h) — sinx sinx- cosh+ cosx- sinh

—sinx

h h

) <cosh—l> sinh
= sinx —h + cosx

Hér hofum vid notad okkur okkur eftirfarandi
1. limp_gsinh=0

2. limp_gcosh=1

16
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3. limp_ St =1

4. limp_ o= = 0
1-cosh _ 1-cogh _ _ sirh _ sinh _sinh
h 7 h(1+cosh) = h(14+cosh) = h  14cosh
0 _
- 1.47=0

Sénnun.

sin(x+h) —sinx
h

__ sinx-cosh+cosx-sinh—sinx
- h

:Sinx(cosh 1)+COSX sinh
—>sinx-0+cosx+1—cosx

d ciny —
p.e. gx SINX = COSX.

cogx+ h) — cosx

__ cosx-cosh—sinxsinh—cosx
- h

h
= cosx (=1 — sinxsinh
— cosX-0—sinx-1
p.e. & cosx= —sinx
d t _ d (sinx
&( anx) — dx (cosx)
__ COSXCOSX—(sinx)(—sinx)
coF X
_ 1 _
—o = SeéXx O
2.5.2 Examples
Deemi 2.1. Hlutur sveiflast p.a.
s(t) = 10sint
Hvenaer er hradinn mestur? ds
a(t) =10-cost =10

pegar
t =2nm nez

(—10eft = (2n—1)m).
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2.6 Samsett fall
F(x) = (fog)(x) = f(g(x)) kallast samsett fall

2.6.1 Details
F(x) = (fog)(x) = f(g(x)) kallast samsett fall

2.7 Kedjureglan - afleida samsetts falls

Ef f er diffranlegt iu = g(x) ogg er diffranlegt ix, pa erf o g diffranlegt ix og
(fog) (¥ =f(g(x) g

2.7.1 Details
Setning:Ef f er diffranlegt iu = g(x) og g er diffranlegt ix, pa erf o g diffranlegt ix og

(fog)'(x) = f'(g(x)-g'(x)

eda

dy _ dydu
dx dudx
eda df  df d
ar o _af 99
dX(X) - du(g(x)> dX(X)
,S0nnun®:

Au=g(x+A%) — g(X)
Ay = f(u+Au) — f(u)

Ay Ay Au
AX  Au Ax
dy : A
dx = limax0 5
Ay  Au

- |ImAX%OA_u : AX
: Ay Au
= limas0 2 - lIMaxs0 7
: N Au
= limauso0 5 - liMaxsoRe

(pvi Au — 0, pegadx — 0)
_dy du

~ dx dx
pb.e.

dy . dy du
&(X) = aj(g(x))&(x)
Ath: betta gengur adeins Al verdur aldrei null (pegafix — 0) Sja annars Appendix 3.
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2.7.2 Examples

Daemi
L F(X) =2ty
dF -1 dydu d /1\ du
ax = ez (‘ﬁFf@(G)'d—X)
5 1
X — X +1=U'—>a:y
dF , —2
&()Q - (X) - (X2+1)2
2. f(x) = cosyX
(Df - [0700))
o 11 —siny/X
f(X)_ Sm(\/)_() Zﬁ_ 2\/}
~—~— ~
d_l;:%%( %:—sinu=fsin\/>_<

f/(x) = cosx- 2sinx

X—sU=sinX — W=y
N~ N~

COX 2u=2sinx
2.8 Deemi
Snjébolti ad bradna.
V= %T[r?’ (rammal kalu)

NU eruV ogr foll af t (tima) V(t) ogr(t). G.r.f. ad

\%
?j_t = —k- (yfirbordsflatarmal kdlunnar) k>0 er fasti

2.8.1 Examples
Snjobolti ad bradna.

V= %”ﬁ (rammal kalu)
Nu eruV ogr foll af t (tima) V(t) ogr(t). G.r.f. ad
dv , L :
i —k- (yfirbordsflatarmal kilunnay) k>0 er fasti

petta er steerdfreedilegt likan af bradnununni, p.e. ramn&hkar med hrada sem er i
beinu hlutfalli vid flatarmal yfirbords kulunnar
dv
— = —k(4rmr?
at (417%)
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Nu er

V(D)= ()]
og pvi
(31_\'[/ — 4m2~% skv. kedjureglu.
bvi er
4T[r2$ = —k4rr?
= &=k

p.e. geislinn minnkar med j6fnum hrada,
r(t) = —kt+ro
par senrg er geislinn pegar= 0. bvi er
V(t) =%(ro—kt)3
-3 (-’
(1 )
Ef vi pekkjumVo mé finnarg (= (2V0)?).

Til ad finnak parf eina meelingu til viobotar ¥ (edar), t.d. efV =V; pegart = t1, pa
er

Athugid adV = 0 pegar
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2.9 Obein diffrun

Skilgreinumy(x) medy® —y — x? + 1 = 0 og finnum hallatélu snertils ferilsing1, 1)
Litum &y sem fall afx p.a.y(1) = 1.
Diffrum jofnuna m.t.t.x.

Snertill i (1,1) er pviy= 1+ 3(x—1) p.ey = 3x+ 3

2.9.1 Detalils

Tveer steerdixk ogy eru tengdar med jofnE (y,x) = 0. Pessi jafna gefur feril i plani (sem

parf ekki ad vera graf). Viljum finna jofnu snertils ferilsif (Xo, yo). Pvi parf ad finna%’,
en vid hofum ekki formulu sem gefyrsem fall afx.

2.9.2 Examples
Daemi:y(x) er skilgreint med
Y —y—x2+1=0

1. y(1) = 1. Litum ay sem fall afx p.a.y(1) = 1.
Diffrum j6fnuna m.t.t.x.

Snertill i (1,1) er pvi:
b.e.

2. Finnum snertil {1,0).
dy dy
5y4dx dx x=0

NuU erx=1 ogy = 0. Faum pvi:



Jafna snertils {1,0) er pvi:
y=-2(x—1)

3. Finnum snertil {1, —1):

Flnnum(‘jj yi(1,1):
Diffrum aftur:

2 2 2
5-4y3<%(/) 8y Y 5 g

2 dx

1\? d2y d2y
3 4

2
5+4332’ 2-0

dy 3

dx@ 4

Til ad flnnady parf ad diffra j6fnuna sem gefur sambandid milibg y, setja inn hnix og
y og leysa fyr|r ax

2.10 Haadir breytingahradar

Sandur baestist vid keilulaga hrigu med hrada24nin. Hornid vid toppinn er 2rad.
Hversu hratt vex haed sandbingsins pegar hanmér Rausn:

V:%T[rz-hm'5

Dekkjum og h, viljum finna 4" 5t Viljum pvi losna vidr. Héfum adf, = tanQ6 og pvi
r= htanQ6 pPaer

1
V= én(htan06)2~h
b.e.

V(t) = fmtar?0,6- h(t)3
= d¥ = in-tarf0,6-3h(t)2- 9

= 24m3/min, h = 2m:

dh & B 24
dt mtar?0,6-h(t)2  mtarf0,6- 22

= 4,81m/min
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2.10.1 Details

Pegar 2 (eda fleiri) breytur, sem breytast med tima, erurgimf hadar hvor annarri, t.d.
tengdar med jofnu
F(xy)=0

pa verda breytingahraéarrﬂ{, %’ einnig hadir. Ef vid pekkjum annan pa ma finna hinn.

2.10.2 Examples

Daemi: Sandur baestist vid keilulaga hragu med hrade24nin. Hornid vid toppinn er
1.2rad. Hversu hratt vex haed sandbingsins pegar hannrér Rausn:

V= I2.pef
3
bekkjum%—\t’ og h, viljum finna%‘. Viljum pvi losna vidr.
pa er
1 2
V= :—)’T[(htanOG) -h
b.e.

)
= d¥ = 1m-tarf0,6- 3h(t)2- ¢

&Y = 24 /min, h = 2m:

dh %—\t/ 24 .
2 _ 481
dt  Ttar?0,6-h(t)2  mtar?0,6- 22 ,81m/min
Almennt gildir:
y(t) =F(x(t))
= B — F/(x(t))- & skv. kedjureglu
1.

2. Linsujafnan

s, = fjarleegd hlutar fra linsu.
s = fjarleegd myndar fra linsu.
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d
‘& = 10cny/s.

f =20cm s; = 60cm Viljum finna 92,

1 1 1
_1ldy 1dg_,
s dt s dt
de  (s\%ds  (30\?

3 Notkun a afleidum - hagildi og laggildi

3.1 Vidfem ha-laggildi
Skilgreining:f:D— R, ceD

e f(cC) erstaerstagildi f i D ef
f(c) > f(x) vxeD
e f(c) erminnsta gildi f i D ef

f(c) < f(x) vxeD

(einnig kallad viofedmt hagildi/laggildi; ,global®).

3.1.1 Details
Skilgreining:f:D — R, ceD
e f(c) ersteerstagildi f i D ef
f(c) > f(x) vxeD
e f(c) erminnsta gildi f i D ef
f(c) < f(x) VxeD
(einnig kallad vidfedmt hagildi/laggildi; ,global®).

3.1.2 Examples

Daemi: Stoku sinnum er petta audvelt, t.d. er laggildi& & 2)2 augljéslega k = 2.
Pad sama er ad segja un? — 2)2 - petta er alltat> 0 og verdur ndll pegax? = 2, p.e. i

X = ++/2.
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3.2 Stadbundin ha- laggildi

c € D¢ (formengif, c ekki & jadriDy).

1. f tekur stadbundid (local) hagildici(f(c)) pa og pvi adeins ad
f(x) < f(c)

fyrir 6l x i opnu bili umc.

2. f tekur stadbundid (local) laggildid (f (c)) pa og pvi adeins ad
f(x) > f(c)

fyrir 6l x i opnu bili umc.

3.2.1 Details
c € D¢ (formengif, c ekki & jadriDy).
1. f tekur stadbundid (local) hagildici(f (c)) pa og pvi adeins ad
f(x) < f(c)

fyrir 6ll x i opnu bili umc.

2. f tekur stadbundid (local) 1aggildid (f(c)) pa og pvi adeins ad
f(x) = f(c)

fyrir 6ll x i opnu bili umc.

3.2.2 Examples

Daemi:A myndinni hér til hlidar eru stadbundin laggildci og cs, stadbundid hagildié,,
héagildi ib og laggildi ics.

3.3 Extreme Value Theorem

Setning: Eff : [a,b] — R ersamfellt, pa tekurf baedi hagildi og laggildi fa, b], (p.e.
tekur steersta gildvl og minnsta gildmi [a, b]).

M.6.0: til erux; ogxp € [a,b] p.a. f(x1) =m, f(x) =M og

f(x)>m Vxe[ab]
f(x) <M Vxe [ab]
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3.3.1 Detalils

Eftirfarandi tryggir ad til sé hagildi og laggildi fall§ sem skilgreint er 4a,b|: Setning
(Extreme Value Theorem): Hf: [a,b] — R ersamfellt, pa tekurf baedi hagildi og lag-
gildi i [a,b], (p.e. tekur steersta giltil og minnsta gildmi [a,b]).

M.6.0: til erux; ogx2 € [a,b] p.a. f(x1) =m, f(x2) =M og

f(x) >m V¥xel[ab]
f(x) <M Vxe [ab]

Ath: Bilid verdur ad vera lokad, sbif (x) = )—1( 0g (0,1), sem hefur hvorki ha- né laggildi i
(0,1).

3.4 Setning (stadbundio ha eda laggildi)

Ef f tekur stadbundid hagildi eda stadbundid laggildi
i c (ce Dy, ekki ajaoriD¢) og f'(c) er til, pa er

f'(c)=0 /\

$X— 2% with asymptotes in green.

3.4.1 Details

Finna ma punkta par sefntekur hagildi/laggildi med pvi ad skoda afleiduria,
Setning(sja bls. 2301 TC) Ef tekur stadbundid hagildi eda stadbundid laggildlié € D+,
ekki & jadriD¢) og f'(c) er til, pa er

f'(c)=0
S6nnunG.r.f. adf hafi hagildi ix = c. ba erf (x) — f(c) < 0 efx er naleegt.

f/(c) = lim ¥ = 1(©)

X=C  X—¢C

er til. bvi eru markgildin fra haegri og fra vinstri lika til.

<0
f(x)— f(c)
f’(c) = lim <0
X—ct X—C
N——
>0
Jafnframt er
<0
f(c)— f(c)
f'(c) = lim >0
X—C~ X—C
N——
<0



Ur pvi ad f'(c) < 0 og f'(c) > 0, pa hlytur
f'(c)=0

Til ad finna steersta/minnsta gildlia bili [a, b] parf ad athuga:

1. xe (a,b)p.a.f'(x) =0

2. x€ (a,b) p.a. f'(x) er ekki til.

3. Endapunktanaogb
Ath: f’(x) = 0 er naudsynlegt skilyrdi fyrir ha/laggildiX, en ekki naegjanlegt, sbf.(x) =
x3, £/(0) = 0 enf hefur hvorki ha- né laggildi i O.
3.4.2 Examples

Daemi (einfalt): Eff (x) = (x2 - 2)2 ba er augljést ad(x) er aldrei minna en null og verdur
minnst null pegax?® — 2 = 0, sem gerist nakvaemlegavet= ++/2.

Daemi:
o X=12
X2 —2
Daemi: Litid & fallid
2 X+2

skilgreint efx # 2.
péa feest ad hefur I6dfellu ix = 2.
Einnig sjaum vid ad seinni lidinn ma umrita adeins til ad fg2 = 2%2/)( og pa feest
augljoéslega

: X

lim 2—— =2

X—Foo X4 2

og pa lika, ad

svo f hefur 168fellunay = 1x— 2.
Ad lokum ma diffra fallid f og fa, eftir minnihattar umritun

1 4
l P
=322
en pa feest lika, ad' (x) = 0 gildir nakveemlega ef = —24 /2.
par semf’ er samfellt fall efx £ —2 og hefur adeins tveer nullstodvar en audvelt ad sja hvar
f’ < 0 og hvarf’ > 0, med pvi adeins ad préfa nokkra punkta.
Med pessu moti ma teikna medfylgjandi mynd.

3.5 Hvarfpunktur

Skilgreining:x € D¢ p.a. f'(x) = 0 eda ekki til, kallast hvarfpunktur.

3.5.1 Details
Skilgreining:Hvarfpunktur: x € D p.a. f'(x) = 0 eda ekki til, kallast hvarvpunktur.
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3.5.2 Examples

Daemi: f (x) = x — 2x3
f/(x) = 1 — 2. Kritiskir punktar erxx = +1. f(1) = 3, f(-1) = =2. Ath: Ef D; =R,
pa hefurf hvorki steersta né minnsta gildi. Stadbundid laggilei e% Yerix=-1o0g

stadbundid hagildi & £ ) er ix= 1.

3.6 Medalgildissetningin

Ef f(x) er samfellt & bili[a,b] og diffranlegt i(a,b), pa er til a.m.k. einn punktu i

(a,b) p.a.
f(b) - f(a) = f'(c)(b—a)

eda

3.6.1 Details

Medalgildissetningi(sja bls. 238 i TC): Eff (x) er samfellt & bili[a,b] og diffranlegt i
(a,b), pa er til a.m.k. einn punkturi (a,b) p.a.

f(b) - f(a) = f'(c)(b—a)

- f(b) — f(a)
. a e
b—a r(c)
Sonnun:
1. Gerum fyrst rad fyrir ad (b) = f(a).
Ath:
f(b) - f(a)
b—a
er hallatala strengsins milli punktanfa f(a)) og (b, f(b)). Hallatalan er null pvi
f(b) = f(a).

Ertil ce (a,b) p.a. f'(c) =0?

Fallid er samfellt {a, b] og hefur pvi steersta og minnsta gildaib| (steersta/minnsta
gildi) skv. setningu & bls. 2 (EVT). | peim punktum £(x) = 0 eda steersta/minnsta
gildi er i endapunktunura edab.

Athugid ad gert er rag fyrir ad afleidan sé tild, b).

Ef f(x) =k, fasti i[a,b] pa erf’(x) =0, fyrir 6ll x € (a,b).

Gerum pvi rad fyrir adf (x) sé ekki fasti.

Ur pvi adf(b) = f(a) geturf ekki haft baedi steersta og minnsta gildi i endapunktum

(ath f er ekki fastafall). Pad er pvi td € (a,b) p.a. f(c) er annadhvort steersta eda
minnsta gildid i[a, b].
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Ur pvi ad a.m.k. annad hvort steersta eda minnsta gildid(ard) pa erf’ =0 i
peim punkti.

2. Skodum nu almenna tilfellid. Setjum

og skodum

ga) =f(a)-ma
_ fa(b-a)-(f(b)-f(a)-a
b—a
_ f(a)(b—ata)—f(b)-a
- b—a
_ f(a)b—f(b)a
- b—a

09

gb)  =f)-mb
_ f(b)(b—a)—(f(b)—f(a)):-b
b—a
_ —f(b)-at+f(a)b
- b-a

=g(a)
Ur pvi adg(a) = g(b) pa beita fyrri hlutanum og fa ad til erp.a.

g(c)=0
b.e.
f(b)—f(a)
(o) — m—
f'(c)=m= b a
og nidurstadan er fengin.
Daemi: f(x) = x3; [a,b] =[1,3]
f(lb)—f(a) f(3)—f(1) 27-1 13
b-a ~  3-1 = 2
f/(c) =3c? =13
b.e. o
13
c= 5= 2,08
Ath: Medalgildissetningin segir ekkert til um hvert gilder, adeins ad til sép.a.
f(b) - f(a)
(o) —
o= b—a

Notagildi medalgildissetningarinnar (MVT) felst einkurpvi ad leida ma ymislegt it med
hjalp hennar.
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3.6.2 Examples
Daemi: f(x) = x3; [a,b] =[1,3]

f(b)—f(a) f(3)—f B
b—a 3—-1 2
2

b.e.

3.7 Deaemi um notkun medalgildissetningarinnar

Ef f'(x) =0 Vvxibili I, paerf fastafall il. (p.e.f(x) =C, ¥x e ).

3.7.1 Details
Ef f/(x) =0 Vxibili I, paerf fastafall il. (p.e.f(x) =C, ¥xe).

{ Veljum tvo punkta il af handahofix; og xo. G.r.f. adx; < xo. Skv. MVT er pa til

cE€ (X1,X2) p.a.
f(x2) — f(x1)
X2 — X1

= (c)
enf'(c)=0 = f(x)=f(x).

par senx; 0g x2 geta verid hvada punktar sem er, hlyfyx) ad vera fasti.

3.8 Framhald af deemi

= (x) =g(x)+C Wvxel
3.8.1 Details
Hofum:
f'(x)=d(x) vxel (bil)
= f(x) =g(x)+C Vxel

= h(x) =C = f(x) =g(x)+C |

Athugasemd 3.1betta segir okkur ad ef finna & o6ll foll sem hafa gefna aflg@g pa er
svarid
f(x) = fo(x) +C vC

(bar semfo(x) er eitthvad fall p.afj(x) = g(x)).
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3.8.2 Examples

Daemi 3.1. Finna oll foll sem hafa afleidu cos

Svar:
f(x) =sinx+C

t =0 erv (hradi)= —3 ogs (stadsetning}= 0.

&=a=98  Vv(0)=-3

= v(t) =9.8t+C
v(0)=C=—3
v(t) = 9,8t — 3
NU er
%?:v:a&—e, S(0) =0
= s(t)=9,8-L —3t+C
50)=C=0

s(t) = 9,85 — 3t

Daemi 3.2. Hlutur fellur i pyngdarsvidi jardar (par sem hrédun er faséi 8m/s?). Degal

Athugasemd 3.2Vid héfum leyst 2.stigs diffurjofnu

d?s ds

Skodum naest hvernig draga ma alyktanur um légun girefs Ut fra formerkjum af’ og

f.
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4 Vaxandi og minnkandi foll; afleiduprof

4.1 Vaxandi og minnkandi foll

Skilgreining:

o f ervaxandii bili | ef
X1 < Xo = f(x1) < f(x2)

gildir fyrir 6l x3,%2 1 1.

o f erminnkandi il ef
X1 < Xo = f(x1) > f(x2)

gildir fyrir 6l X3, %1 1.

4.1.1 Details
Skilgreining:
e f ervaxandiibili | ef
X1 < X2 = f(x1) < f(x2)

gildir fyrir 6l x3,%2 1 1.

e f erminnkandi il ef
X1 < X2 = f(x1) > f(x2)

gildir fyrir 6ll xq,X2 i 1.

4.2 Um afleidur og vaxandi/minnkandi foll

Gerum rad fyrir adf (x) sé samfellt a, b] og diffranlegt i(a, b).

f'(x) >0, Vvxe (ab) = f vaxandia [ab]
f'(x) <0, Vxe(ab) = f minnkandia [a,b]

4.2.1 Details

Formerki f' segir til um hvortf er vaxandi eda minnkandi. Setnin@erum rad fyrir ad
f(x) sé samfellt da, b] og diffranlegt i(a,b).

f'(x) >0, Vxe (ab) = f vaxandia [a,b]
f'(x) <0, Vxe(ab) = f minnkandia [a,b]
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G.r.f.adf (x) > 0,x1,%x2 € [a,b], g.r.f. adxy < xp. Skv. MVT er il c € [x, %] p.a.
f(x2) — f(x1) = f'(c)(xo—x1) >0
pvi erf(xz) — f(x1) > 0 og f pvi vaxandi eff’(x) > 0.
Ef f'(x) < 0 pa feest
f(xo) — f(x1) = f'(c)(xa—x1) <O og pvierf(x1) > f(x)
Ath: f’(x) = 0 gefur okkur hugsanlega ha-/laggildispunkta (p.e. purisem gefa ha- eda

lagildi). Til ad finna hvort lausn &' (x) = 0 er ha- eda laggildispunktur méa nota upplysingar
um formerki f’.

4.3 Afleiouprof-laggildi

(c er kritiskur punktur, p.ef’(c) = 0 eda ekki til).

Stadbundio laggildi ic ef formerki f’ breytist fra -
— i, +"1c )

4.3.1 Details
c er kritiskur punktur, p.ef’(c) = 0 eda ekki til.

Stadbundid laggildi € ef formerki f/ breytist fra ,—“ 1, +“1i c.

4.4 Afleiduprof-hagildi

c er kritiskur punktur, p.ef’(c) = 0 eda ekki til.

Stadbundid hagildi € ef f’ breytist fra ,+“1, —“1 -
C.

4.4.1 Detaills
c er kritiskur punktur, p.ef’(c) = 0 eda ekki til.
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Stadbundio hagildi € ef ' breytist fra +“ 1, —“1i c.

4.5 Afleiduprof

c er kritiskur punktur, p.ef’(c) = 0 eda ekki til.

Hvorki l&Ag- né hagildi eff’ hefur sama formerki-*
badum megin via. : —

4.5.1 Details
c er kritiskur punktur, p.ef’(c) = 0 eda ekki til.

Hvorki lag- né hagildi eff’ hefur sama formerki bAdum megin \id

4.6 SI27

Latum f vera diffranlegt fall. Graf = f(x) er

e Hvelftupp (concave up) a bil ef f’(x) er vaxandi fall 4.

e Hvelft nidur  (concave down) & bili ef f/(x) er minnkandi fall 4.

4.6.1 Details

Latum f vera diffranlegt fall. Graf = f(x) er

e Hvelftupp (concave up) a bili ef f'(x) er vaxandi fall 4.

e Hvelft nidur  (concave down) & bili ef f/(x) er minnkandi fall 4.

Til einféldunar getum vid sagt ad:
e hvelft upp = kapt

e hvelft nidur = hvelft
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4.7 2. afleiduprof

G.r.f. aof” sé til

e Grafioy = f(x) er hvelft upp (kupt) par sem
f// > 0 . \\

e Grafioy = f(x) er hvelft nidur (hvelft) par sem -
f’ <0.

4.7.1 Details
G.r.f. aof” sé il

e Grafioy = f(x) er hvelft upp (kapt) par serf’” > 0
e Grafioy = f(x) er hvelft nidur (hvelft) par seni” < 0.

4.8 Beygjuskil

Punktur & grafi par sem grafid breytir um sveigju (fra
hvelft upp i hvelft nidur eda 6fugt) kallast beygjuskil
(point of inflection).

4.8.1 Details

Skilgreining:Punktur & grafi par sem grafid breytir um sveigju (fré hvelp ipvelft nidur
eda oOfugt) kallast beygjuskil (point of inflection).

Ath:
1. Ef f” ertil paerf” = 0 i beygjuskilum.
2. f”(c) = 0 parf ekki ad pyda ad beygjuskil séa.i(sbr. f(x) = x*, ¢ = 0).
3. f(x)= X3, beygjuskil eru c =0, enf”(0) er ekki til (o)

4.8.2 Examples

Deemi: f(x) = sinx,  f”(x) = —sinx. Beygjuskil eru int, neZ.
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4.9 Slide number 32

par sem fallid tekur hagildi er graf fallsins hvelft nidur jevelft upp par sem fallid tekuf
laggildi.

e Ef f’(c) =00gf"(c) <0, p& hefur falliof (x) (stadbundid) hagildix = c.

e Ef f'(c) =00gf"(c) > 0, pa hefur falliof (x) (stadbundid) laggildi k = c.

4.9.1 Details

par sem fallid tekur hagildi er graf fallsins hvelft nidur,bvelft upp par sem fallid tekur
laggildi.

e Ef f’(c)=00gf"(c) < 0, p& hefur falliof (x) (stadbundid) hagildix = c.

e Ef f’(c)=00gf"(c) > 0, pa hefur falliof (x) (stadbundid) laggildi k = c.

4.10 Deemi

Hofum hringlaga skifu. Klippum burt hringgeira og baum tdiki. Hversu storan geir
a ad klippa burt til ad rammal keilunnar verdi sem mest?

D

4.10.1 Examples

Deaemi 4.1. Hamarka hagna® = fj6ldi framleiddra eininga
p(x) = hagnadur ef framleiddar esueiningar

r(x) = tekjur ef framleiddar eru einingar

c(x) = kostnadur vid ad framleidaeiningar

P(X) = r(x) —c(x)
Til ad hamarka hagnad (p.e. finna hversu mikid & ad framleida thamarkap) leysumj
viod

P(x)=0
b.e.
r'(x)—c'(x) =0
= r'(x) = ¢/(x
b.e.

jadartekjur = jadarkostnadur.
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5 Linulegar nalganir og skekkjumat

5.1 Linulegar nalganir

Hofum fall f. Graf f ery = f(x), (a f(a)) er
punktur & grafinu.

Skilgreinum linulega fallid
L(x) = f(a)+ f'(a)(x—a)

(Vid purfum ad sjalfségdu ad gera rad fyrir ddsé
diffranlegt ia).

L(x) kallast linulega nalgunin &ix=a

5.1.1 Details

Byrjum med eitthvert fall f.

Graf fallsinsf eru punktarnir(x,y) par semy = f(x). Tokum nu eitthvert 16glegt-qgildi,
a. baer(a, f(a)) er punktur & grafinu.

Skilgreinum linulega fallid

L(x) = f(a)+ f'(a)(x—a)
(Vid purfum ad sjalfségdu ad gera rad fyrir 4&é diffranlegt ia).

Athugasemd 5.1GrafL, y = L(x), er snertilina grafsing = f(X) i punktinum(a, f(a)).

Oft er paegilegt (naudsynlegt) ad nalga olinulegt fall (bamggrafid er ekki lina) med
linulegu falli (pbar sem grafid er lina).

Vid hofum pegar séd ab(x) er besta linulega nalguninf§x) i grennd vid punktinra.

p.e. besta linulega nalgunin i peim skilningi ad

(%) = L(X)|

minnkar hradar en
[f(x) = (f(a) +b(x—2a))|
fyrir hvadab sem er, pegax nalgast. (sbr. deemi 45 a bls. 2951 TC).

Athugasemd 5.2Ef f/(a) er til, pa kollum vid linulega fallid
L(x) = f(a)+ f'(a)(x—a)

linulegu nélgunina d i x = a.

5.1.2 Examples
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Daemi 5.1.
f(x) = (14+x)K

Finnum linulega nalgun &(x) umhverfisa = 0.

f/(x) =k(1+x)kL,  f(0) =k

f(0)=1

L(X) =1+k-X
Vid notum pvi

(1+x)K~ 1+ kx
ef x er litio.
T.d. 1

1+x~1+ X x<<1
5.2 Demi
fx)=x3, a=1
f/(x) = 3%? f'(1)=3,  f(1)=1

5.2.1 Examples

Deemi 1:

2 8 4 4
15 3,375 2,5 0,875
1,25| 1,953125| 1,75 0,203
1,10 1,331 1,30 0,031

1,01| 1,0303 | 1,0300 0,0003
Vid notum oft linulegar nalganir pegar meta a skekkju.
Daemi 2:x er meelt sena med skekkjudx, p.e.x = a+ Ax. Hver er skekkjan f?
Af =|f(a+Ax)— f(a)|

Ef vid notum
L(x) = f(a)+ f'(a)(x—a)
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pa faest mat a skekkju

Af

b.e.

5.3 Diffur ()
Latumy = f(x) vera diffranlegt fall;dy og dx kallastdiffur og

dy= f'(x)dx

5.3.1 Detalils

Skilgreining 5.1. Latumy = f(x) vera diffranlegt fall;dy og dx kallastdiffur og

dy= f'(x)dx

pPessa formulu notum vid til adetahvad breyting k fra x i x-+ dxveldur mikilli breytingu

iy, dy.
dy= f'(x)dx

Eins til ad meta hvad skekkja (6vissa) iipp adx veldur mikilli skekkju (Gvissu) V.

5.3.2 Examples

Daemi 5.2. Rummal kalu

4
V(r) = grs

V/(r) = 4mr?
Ef radius kdlunnar vex fra=1ir = 1,1 pa vex rammalid um u.p.b.

dv =V/(1)-dr=V'(1)-0,1

pb.e.
dV =4m-0,1=1,26
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Athugasemd 5.3Nakveemt gildi er

AV =V (1,1) —V(1,0)
=4(L13-13)
— 1,386

Athugasemd 5.4Vid getum lika metid hlutfallslega breytingu og préseneyimgu:

df f'(a) , f'(a) [dx
@ fa @ 1w (%)

Athugasemd 5.5.
df = f'(x)dx

segir til um hversu vidvaeni-gildin eru fyrir breytingum ix-gildum. (t.d. skekkju eda
o6nakveemni).

Deemi 5.3. df d
f(x) = ax¥, <—) = k(—x) . fyrira=1
f X
Af = f(a+Ax)— f(a)
er rétta breytingin i, en
df = f'(a)-dx

er mat af -breytingunni.

Af —df = f(a+Ax) — f(a) — f'(a)Ax
[ fa+x)—-f(a) o,
= ( A —f'(a) | Ax
€
=¢&-AX
b.e.
Af =df+eAx
b.e.
Af = f'(a) - Ax+€- A
par sem
lim e=0
Ax—0
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5.4 Newton-Raphson adferdin

Mest notada adferdin til ad leysa jofndi(x) = O
byggir a pvi ad taka linulega nalgun.

xxxxx

1. Veljum startgildixg.

2. Finnum snertilinu {xo, f (Xo))

Y= 1(x0) + (¥0) (X—%0) \

3. Finnum skurdpunkt snertilinunnar vigas.
K&llum x-hnitid x; og

4. Afturi 2.

5.4.1 Details

Mest notada adferdin til ad leysa jofnéifx) = 0 byggir & pvi ad taka linulega nalgun.

1. Veljum startgildixo.

2. Finnum snertilinu (xo, f (Xo))
y= f(x) + f'(x0) (X —xo)

3. Finnum skurdpunkt snertilinunnar weéas. Kollumx-hnitid x; og
4. Afturi2.

Hofum Xy,
snertilina i(xn, f(xn)) hefur j6fnuna

y= (%) + f'(Xn) (X—%n)
Skurdpunktur vid-as verou, 1:

0= (%) + '(Xn) (X1 — Xn)

f(x
Xn+l:Xn—f,((X:)) n=0,1,2,...

petta er Newton adferdin (Newton-Raphson).
Petta gefur runyx,} af gildum sem stefna oft & lausnféx) = 0.
Runan er skilgreind a endurkvaeman hatt.

Newton adferdin er mjog hradvirk, en ekki alltaf samleitir. ef startgildid er of langt
fra rétinni (p.e. lausrf (x) = 0), f/(xn) ~ O fyrir eitthvadn o.s.frv.
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6 Nattarulegilogrinn og afleida hans

6.1 Skilgreiningar

I bili ,skilgreinum” vid
1 n
e=lim <1+—)
N—>co n

exp(x) = € fyrir xe R

sem er vaxandi fall, expR — R, og hefur pvi andhverfu

09

In=exp ':R; —R

6.1.1 Details

I bili skilgreinum vi@ )
e=lim <1+ }>
n—oo n

exp(x) = € fyrir xe R

sem er vaxandi fall, expR — R, og hefur pvi andhverfu

09

In=exp!:R, - R

pessi ,skilgreining” er samt Otaek pvi vid vitum ekki hverdigd reikna tolu i 6reedu veldi
( en geetum raunar notad markgildi af reedum veldum). Vid s&iftmum pessi hugtok, exp
og In, formlega rétt sioar.

6.2 Lograsetningar

a>0,x>0,

1. Inax=Ina+Inx

) In';1 =lna—Inx

2
3. InX" =nlinx (neQ)
4

INX — o0 pegar x—
InX — —oco pegar x— 0"

5.

d 1
ﬁ(lnX) - ;

6.2.1 Details

a>0,x>0,
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1. Inax=Ina+Inx
d 1 d
—Ilnax= —-a=-=—Inx

dx ax X dx
pvi er Inax=Inx+C (C fasti).
Inax=Inx+ C fyrir 6ll x> 0:
Ina-1=In1+C = c=Ina

p.e. Inax=Ina+Inx.

2. a
In- =Ina—Inx
X
()
1 1
In--x=In-4+Inx
X X
en 1 1
In--x=In1=0 = In- =—Inx
X X
(b)
a a 1
In—-=Ina-— =Ina+In- =Ina—Inx
X X X
3.
InX"=ninx  (neQ)
d 1 1 d
—InX"= = -n¥"1=n.-= = —(n-Inx
dx xn X dx( )
=
InX" = nInx+C (C fasti)
Xx=1
INn1"=nin1+C = C=0
= InX" = ninx
4.

InX — 0 pegar X— o
Inx — —oo pbegar x— 0"

x=2" In2"=nln2 — 0, nNn—©
p.e.Inx— o, X— 0.

_ 1 hyi
InX=—In T pvi er

: : 1 .
limInx=—limIn—=—IlimIny= —o
x—0 x—0 X y—®
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2 ()=
{ X>0:|x =x
gInx——
dx = X
x < 0: IX| = —X,
d d 1
d—XIn\x\ = &In(—x) =(-1) ~=
6.3 Logradiffrun
din(x) 1
dx X
1 df
d—(mf(x))—m'&
6.3.1 Details
Notum Ina* = xIna, VxeR.
Samband logx og Inx:
log,x=y < x=& <& Inx=Ind = ylna = log,x-Ina
b.e.
log, x In_x
ga - In
pvi er
i(Io x)—i 1
dx" 2% = ing X
(eda g
1 1dy
ax1%%" = jna U dx
ef u=u(x)).
6.3.2 Examples
Daemi: f(x) = a*, a>0:
df
o = 100 &)
=adInaX
:ax%xdna
=Ina-a*
b.e.

d
—a*=Ina-a*
dx

(sja einnig example 5 a bls 463 i TC).
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7 Afleida andhverfu falls; veldisvisisfallid og breidboga-
follin

7.1 Veldisvisisfallid exp(x)

Ef logrinn er skilgreindur fyrst, pa setjum vid

expx) = In"1x

1 f/
og .
e=In"11 & Ine=1
0g
e = exp(x)
7.1.1 Details
Skilgreining:
e =In"1x
pb.e.€* er andhverfa lograns (k).
dX=x og InE)=x

Naerlnl=0 = €& =1.

In: (0,00) — (—00,00)

= e:(—00,00) — (0,0)

b.e.e>0, WVx ) =1.

Athugum nua hvernig diffra m&*. Litum fyrst a hvernig vid diffrum andhverfur, (and-
hverfur sja P.4 i TC).
7.1.2 Examples

Daemi: f (x) = X2 =y ogg(y) = ,/y eru andhverf fll.

=2 d0)=5 5=
p.e.g =4.

7.2 Afleioa andhverfu falls

Efy = f(x) par semf er diffranlegt alls stadar i bili og f’(x) erhvergi nall i |. Pa er
f~1 diffranlegt alls stadar f (1), og

d(fl)’ 1
dy ly-fa) df
dxx:a
b.e.
-~ 1
(f 1)/:F
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7.2.1 Details

Setning:Ef y = f(x) par semf er diffranlegt alls stadar i bili og f'(x) erhvergi nall i I.
pa erf ! diffranlegt alls stadar f (1), og

d(f‘l)' 1
dy ly=f@ df
dx v—a
b.e.
_ 1
(f 1)/:F
Sénnuny = f(x), yo = f(x0), x= f1(y), xo = f*(yo)
Iy -y x—x 1
y—Yo f)—fxo) IX-tto
Latum ndy — yp (0g pa um leidk — Xo):
df 1 i f=1(y) — f~(yo) 1 1
dy  hoetog) VN - ~ 7 f0—f0g) — df
Y lyo=f(x) y—Yo limy g LT dx]XO

Ath: Vid gerdum raad fyriradf’(x) #0 xel (I bil)).

pvi er f annad hvort vaxandi eda minnkandi fall. Jafnframtfeér vaxandi ¢’ > 0) pa
er f~% vaxandi ((f 1)’ > 0). Hlidsteett eff er minnkandi.

Ath: Ef f er samfellt pa er graf(x) ,, i einu lagi “ (ekki slitid i sundur). Graf ! feest med
bvi ad spegla graf um linunay = x og er pvi ,, i einu lagi “ p.e.f ~* er samfellt.

7.3 Skilgreining ae- eyda
[

7.3.1 Details
e=In"11 < Ine=1

(petta skilgreinir téluna).

7.4 Afleida exp

Afleida et q
&ex =€
7.4.1 Details
Setning(Afleida €):
Se—e
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Sénnun:

y=¢" & Iny =X
1d
d
& g=y
d
& T=€
&  Je=¢
7.5 exp sem markgildi
Iim(1+x)% =e
x—0
(sbr. lim ,o(14+3)* =€, P.3).
7.5.1 Details
Setning:
. 1
lim(14+x)x =e
x—0
(sbr. M e(1+2)*=¢, P.3).
Sénnun:f(x) =Inx, f'(x)=2, (1)=1;en
f/(l) — limp,_so (1+hr)]_f(1)
— Ilmxﬁo In(l+))(()—|n1

= limy_0In(1+Xx)
=1n (IimHo(ler)%) =1

(pvi In er samfellt fall).

Xl

= lim(l+x)x=¢e'=e

x—0

7.6 Almenna veldisvisisfallid

a>0, xeR.

ax:exlna (:elnax)

7.6.1 Details
Skilgreining:a> 0, xeR.

ax:epdna (Zelnax>
Ath: Vid héfum adur skilgreing" fyrir n € Q (adeins).
Getum nu skilgreink” fyrir 6ll x € R™ ogn € R:

Xn _ enInx
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(= Inx"=nIlnx neR)

ba er

Hofum pvi

d n_ n_1du
&u = nu dx

fyrir u(x) > 0 diffranlegt fall afx ogn € R og

d U .U d
&a _alnadx

fyrir a> 0 ogu diffranlegt fall afx.

d u d ulna ulna du u du
dxa dXe € nadx a nadx

7.7 Einfaldar diffurjofnur

—=2xy, y0)=1

1)

7.7.1 Details

Vid erum na i adstodu til ad leysa einfaldar diffurjofnur:

Vid hofum pegar sé hvernig & ad leysa

dy

¢

it

(y(x) = [ f(x)dx+C) Ath: betta pydir ad hallatala lausnarferilsféK) pegarx = X.

Ath: Fyrir fastx er hallatalan s samahady.

Hvad ef%’ =f(xy) ?
pb.e. hallatalan i punkfix,y) er had baedk ogy:
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7.7.2 Examples

Daemi:
dy
2 _2 =1
ax = 2%y ¥(0)
Deilum i gegn meé:
ldy
9& 2X
Heildum m.t.t.x:
fwlx)%{dx: [2xdx
f%dy: [2xdx
= Iny+Cy; =x2+Cp
= Iny=x?+Cs
= y(x) = e°+C3
= y(x) = eCee®
= y(x) =ce’
y0=1 = 1=Cé=cC
> yw=e

Ath: betta er sé ferill k—y plani sem hefur hallatdluX2 y i punktinum(x,y) og gengur i
gegnum punktinri0, 1).

7.8 Breidbogafoll - skilgreining

7.8.1 Details
Skilgreining:

coshx = 3 (e*+e7)
sinhx = 1(e* —e7)

__ sinhx __ &—eX
tanhx = coshx = e4eX

Ath: Ef f er gefid fall pa er

par sem



0g
—X
fo(X) = ———— er oddsteett
pvi er
€= coshx +  sinhx
N—— N—~—
jafnsteedi hlute*  oddsteedi hlute®

Ath: coshx er jafnsteett fall og sinkier oddsteett.
Ath: Vid hofoum adur sett

e = cogx) +isin(x)

= e =cog—x)+isin(—x)
= COSX— i Sinx

Ath: cosx er jafnsteett og sixer oddsteett.

7.9 Diffrunarreglur

d :
d—X(coshx) = sinhx

d, .
d—X(smhx) = CosIx

d 1

—tanhx = = sechx
dx cosHfx

7.9.1 Details

Afleidur breidbogafallanna

d d [ sinhx
&tanhx = dx (coshx)
__ coshx-coshx—sinhx-sinhx
o cost x
__ costx—sint?x
o cosHx
1

= = sechx
cosx
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pvi
costt x — sint? x = e +e )2 (e —eX)?
= (¥ 428 X + e X — Xt 28 e X — e %)
=21(2+2)=1

(sbr. codx+sirfx = 1)

7.10 Andhverfur breidbogafallanna

sinh: R—R
sinhl: R-R

cosh: Rt —[1 )

coshl: [L0) = R* (=][0,00))

tanh: R— (-1,1)
tanhl: (-1,1) >R

7.10.1 Details

1. sinhx er vaxandi fallvx. ((sinhx)’ = coshx > 0). bvi er andhverfan til:

sinh: R—R
sinhl: R—oR

2. coslx er jafnsteett. Takmorkum pvi cosh wd> O:

cosh: RT —[1,0)
coshl: [Lo) =R* (=][0,00))

tanh: R— (—1,1)
tanhil: (-1,1) =R

(sja grof & bls. 521-524 i TC).

7.11 Afleidur breidbogafalla

d 1

— (sinh 1x) =

dX( ) V14+x2
d. 1
&(tanh X) = 12
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7.11.1 Details

1.
y(x) = sinh 1x
sinh(y(x)) = X
dy
coshy- dx 1
dy 1

1
dx costy \/14sintRy

(pvi cosiy = 1+ sintty)

1
V14X

d . 4
= &(smh X) =

y(x) = tanh 1 x
tanhy(x) = x
dy @ 1

secy. —2 =1 -
Y*ax 7 dx sechy

1
= ———; tanifx=1-sechx (sbr. tafx+1=sec
secly coshy’ antf x sechx (sbr. tarfx+1=secx)

d
= dx (tanhx) =

11
1—tanlfy 1-—x2

NuU er
cosifu—sinffu=1

(sbr. x = cosu, y = sinu eru hnit punkts, pa efx,y) & einingahringnum? +y? = 1

fyrir 6ll u).

Setjumx = coshu, y = sinhu. Ef petta eru hnit punkts pa er punkturifry) &
breidboganum (,hyperbolunni? — y? = 1 fyrir 6ll u.
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8 Andhverfur hornafalla og afleidur peirra

8.1 Andhverfur hornafalla

sin -3.3] - [-11 /
sin? 11 — [-3.3], | /
Cos . [07“] — [_17 1]7 \
—1. Vo Vo
Cos - : -11 — [0,1, VL L/
VI VY
Hornaféllin hafa ekki andhverfur nema pau
tan: (_E E) —  (—o0,00) séu takmérkud vid heppileg bil, enda eru pau
272 ’ augljéslega ekki einteek annars (sbr blar ferill=cas,
tan1: (—oo7 oo) N (_% g) raudur=sin).
8.1.1 Details

Vid skilgreinum arcsinarccosarctan (eda sint,cos 1, tan 1) sem andhverfur sin, cos og
tan par sem sin er takmarkad (i85 <x < 7) p.e.

sin : -3.3] = [-11]
sin™t: 11 - [-3.5],
cos er takmarkad vido & x < 1T
COS : 0,mM — [-1,1],
cos!: [-1,1] — [0,
og tan er takmarkad vié- 5 < x < 7:
tan:  (-5.3) — (—o,0)
tarm L : (—e0,00)  —  (=7,7)

8.1.2 Examples

Deaemi: Vid getum vitanlega notad reiknivélar til ad reikna ymisdjipessara andhverfu
falla, en pad er lika ahugavert ad kanna almenna eiginlaikegoog pad er gert med pvi ad
skoda tilsvarandi eiginleika uphaflegu hornafallanna. péékjum t.d. gildi sin i punktum
eins og 0 /4, 11, Tt/2, 2 o.s.frv. Vid pekkjum pa lika tilsvarandi & andhverfunum og
getum pannig teiknad peer.

8.2 Afleiour andhverfra hornafalla

d . 4 1
&(sm X) = e xe (—1,1)
d -1
ax s X= e xe (—1,1)
d. 1
&tan X= m Xe <—°°,°°)
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8.2.1 Detalils

Helstu andhverfur hornafalla getum vid diffrad, eina i einu
Fyrst andhverfu sin:
Byrjum a ad skrifa upp skilgreinginguna a anhverfu.

y=sinlx  xe(-1,1)
& siny=x ye(-5.3
Mondlum sidan adeins
%siny: %(x
dy _
cosyg =1
dy 1 1
_ 1
1-sirfy

1-x2
og héfum pa fengid nidurstéduna okkar:
d . 4 1
&(sm ) = T xe (—1,1)

Tokum naest andhverfu cos:

dy 1

-1
dx  siny /1—coy

(ye(0,m = siny>0)

b.e.
dy -1
dx V1—x2
b.e.
d -1
4 COS x_m xe (—1,1)

Ad lokum tékum vid andhverfu tan fyrir. Byrjum a ad nota skéginguna a andhverfu
falli.

y=tanlx  x& (—o,o0)
tany=x  ye(-3,5)



Diffrum petta fall m.t.t.x:

dy
se(?y-d—x_l
dy 1 11
dx sedy 1+4tarfy 1+4x2

og faum strax nidurstéduna:

d
—tan 1x= X € (—oo,oo)

dx 1+x2

Pessi sidasta andhverfa er dalitio mikilveeg pvi vid notumah&idar pegar vid purfum ad
finna fall sem hefur pennan diffurkvéta. Pa purfum vid ad maddetta er afleida tan.

8.2.2 Examples

Daemi 8.1. Vid getum nu notad pessar adferdir til ad diffra ansi flokih, fidd.

1 e
1+ (92 1+eX

d
I arctar{e®) = €

Deaemi 8.2. Stundum ma nota adferdir vid diffrun andhverfra falla til la§sa verkefn
sem annars veaeru nanast 6leysanleg. Ef vid vitum t.ck @@y liggja a ferli sem gefing
er medxy = arctarfy) pa ma finna%{ med pvi ad umrita fyrst sambandid og sknfa-
f1(y) = %a“y) diffra petta andhverfa fall af m.t.t. y og vinna sig pannig tilbaka adg
finna f’(y) sem fall afy ogx — &n pess samt ad pekkja form upphaflega fallgiasf (x).

8.3 Stofnfoll

Stofnfall f er annad fallF, pannig ad~’ = f.
Vid taknum stofnfallf med | f dx.

1 _ : _ ain-1
fﬁdx_ar05|rx+c_3m x+C

[ Tz dx=tan*x+C

8.3.1 Details
Athugid stofnféllin:

1 _ : T
fﬁdx_ arcsik+C =sin"*x+C
J Tz dx=tan1x+C
Tt .

cos Ix= = —sin~1x
2
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{ sin(5 —8) = cosd = x
= cosix=106

en

T . .
E—stmflx = 0= g—sm*x

b.e.

3 T
cos 1x:§—sm Ix

9 Reglal'Hopital

9.1 [I'Hopital

Ef f(a)=g(a)=0; f’(a)ogd'(a)erutilogd'(a)+#0, paer

. f(x) _ f'(a)
xoag(x)  g(a)

9.1.1 Details

Skodum nu hvernig finna ma markgildi

im LX)
x—ag X)
par semf (a) = g(a) = 0.
p.e. , § markgildi“.

Setning: (I'Hopital 1) f(a) =g(a) =0; f’(a) ogd'(a) erutilogg'(a) # 0. Paer

im 1o _ T
x—ag X) B g’(a)
Sonnun:
f(x) =
im0 o
. W) |imxaa< f(X))(:;(
=limy_a (Q(X%g(a)) - |Imxaa(g(xx:g(
_ f'(a
T g
9.1.2 Examples
Deemi:
1.
$o1 3x2’ 4, 3
x-14x3 —x—3 12X2_1’ 1 1l
X=
2.
In(1 T
1
i NA+x) x|y o 1
x—0 X 1



9.2 [I'Hopital aftur

Pad méa nota adferdina tvisvar...

f(a) =g(a) =0; f(x) ogg(x) eru diffranleg a opnu bill p.a. a< |. Jafnframt er
d(x) #04al efx£aenf’(a)=d/(a) =0.

pa gildir:

SVO

ef haegri hlidin er til.

9.2.1 Details

Litum & tilvikid pegarf(a) = g(a) =0; f(x) og g(x) eru diffranleg & opnu bill p.a.
aclogf/(a)=d/(a) =0. Hér er ekki haegt ad nota 6breytt fyrri adferd, en hins veggar
reyna ao diffra aftur.

Ef jafnframt gildirg’(x) # 0 al ef x + a, pa feest:

9.2.2 Examples
Daemi:

1. ]
im 1—cosx _ lim sinx im COSX 1
x=0 X2 Cx=0 2X  x=0 2 2

Athugid ad adferd I'Hopital gefur hér

. SinXx . COSX
lim — = lim — =1,
x—=0 X x—=0 1

en pad er nidurstada sem vid hofum adur séd).

2.
im0 2 g
= limx_o 7%(1“2);%_% aftur 3
_ limy o (%)~%él+x)% _ _%
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9.3 Meira um 'Hopital

Afram gildir:

ef

0ogg'(x) #0igrennd unx=a.

9.3.1 Detalils

Ymis afbrigdi eru til af I'Hopital reglunni, t.d. par se kemur fram ef teki® er markgildi
ofan striks og nedan.

Afram gildir:

ef

0gd(x) #0igrennd unx=a.

9.3.2 Examples

Deemi 1:(Ath: a ma veraw)

Latumn > 0O: )
Inx 2 1
_— X = _— =
)!mo XN )!mo nxnfl )!mo n 0
b.e.
. Inx
lim — = Yn>0
X—00 Xn

M.8.0. Inx vex haegar em" fyrir hvadan > 0 sem er, t.dn = ;.

Vid getum att vid markgildi sem gefa*10°, «® med pvi ad taka logra.

Notum (ath.a m& veraw)

b

pvi e er samfellt fall.

Daemi 2:

; X 0
impe @

)I(iLnOInxX = limy_,gXInXx

= limyoMX  (semer =2)
X

. . 2
= limy_0 = = limy_0 (TX) =0
2
X
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=

lim x*
X—0

. X
— lim "X =
X—0
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