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1 Oédkvedin heildi

1.1 Stofnfall

F er stofnfall (antiderivativef ef F’(x) = f(x) vx € D¢
Mengi stofnfallaf er 6akvedid heildif m.t.t. x og er taknad f(x) dx
Ef F er stofnfall f skrifum vid

/f(x)dx:F(x)+C

1.1.1 Details

Gefid fall f(x), finnumall foll F(x) p.a.
F'(x) = f(x)

Skilgreining:F (x) kallast stofnfall (antiderivative) fall§(x) ef
F'(x)=f(x) VvxeDs

Mengi allra slikra stofnfalld (x) kallast 6akvedid heildf m.t.t. x og er tdknad

/f(x)dx

Ath: Ein afleiding af medalgildissetningunni var adFéfx) = G'(x) pa er
F(x) =G(x)+C (C fasti)

betta pydir ad ef vid hdfum fundid eitt stofnfdl| p.e.F(x) p.a.

péa erudll stofnféllin af gerdinni

Taknum petta

1.1.2 Examples

[Xhdx= Xy C
J coskxdx = S - C
[ sinkxdx = — % C

o.s.frv.

Ymis verkefni sntiast um ad finna fall sem hefur gefna afleida. Tiré6dun gefin, finna stadsetningu
sem fall af tima.



1.2 Lausn diffurjofnu

begar diffurjafnan

g—i =f(x) (f(x) gefio fall)

er leyst, feest 6dkvardadur stud@ll Til ad akvarda pann studul parf ad gefa skilyrdi til vidkotad.
ao ferillinny(x) gangi i gegnum tiltekinn punko, yo).

petta er stundum kallad upphafsgildisverkefni (IVP).

1.2.1 Details
begar diffurjafnan

dy ,
i f(x) (f(x) gefio fall)

er leyst, feest 6dkvardadur studdll Til ad dkvarda pann studul parf ad gefa skilyrdi til vidhotad. ad
ferillinn y(x) gangi i gegnum tiltekinn punkKko, yo).
betta er stundum kallad upphafsgildisverkefni (IVP).

1.2.2 Examples
Deaemi:

y(0) = 1y(x) = sinx+C; y0)=C=1= y(X) = sinx+1

1.3 Heilda malio fyrir lid

1. [kf(x)dx=k[f(x)dx (kfasti)
2. [(f(x)+9(x))dx= [ f(x)dx+ [g(x)dx

1.3.1 Details

Nokkrar augljésar reglur:

/ kf (x)dx = k / f(x)dx  (kfasti)

/(f(x)+g(x)) dx:/f(x)dx+/g(x)dx
Reglur (1) og (2) ma taka saman:

/ IAf () + Bg(x)] dx = A / f(x)dx+ B / g(x) dx



[ Fo=f®, GH=gx =
[AF (X) +BG(X)]" = Af (x) +Bg(x)

betta pyoir ad tegra (heilda) ma lio fyrir lid.

1.3.2 Examples

Deaemi 1:Jadartekjur eru 300 0, 2x par senx er fjoldi seldra eininga. Hverjar eru heildartekjurnar?
r'(x) =300—-0,2x  (jadartekjur)
r(x) = [r'(x)dx= [(300—0,2x)dx

= [300dx— 0,2 [ xdx
=300x—0,23x2+C

NU err =0 pegaix = 0 og pvi elC = 0. Faum pvi
r(x) = 30k — 0, 1x?
Daemi 2:Heildun & sifx og cogx.

Notum

H _ 1-cosX
sin?x = 1-69s&
og cogx = Leos

/sinzxdx = [ (3 - Jcosx) dx

1.4 Innsetning

Setning: Efu = g(x) er diffranlegt & opnu bill og f(u) er samfellt & opnu bill; sem inniheldur
{u(x): xel}, paer

/f(g(x))-%dx:/f(u)du

1.4.1 Details
Innsetning:
u(x);
d un+1(x) B 1 d
ﬁ( n+1 ) — %1 u”(x)d—g
= [ (u”(x)d—)‘i) dx= ;1 u"(x)+C



betta skrifum vid 1
/u“du =——utlicC
n+1

Setning:Ef u = g(x) er diffranlegt & opnu bill og f(u) er samfellt & opnu bili; sem inniheldur

{u(x): xel}, paer
/f(g(x))-%dx:/f(u)du

S6nnunG.r.f. adF sé stofnfallf (u):

Skv. keojureglu er pa

Notum na eftirfarandi innsetningu:

[ @) -d0ax =W Fdx  (u=gi)

1.4.2 Examples

Daemi 1:

Ath: Alltaf ma ganga Ur skugga um ad rétt hafi verid heildad med pwiiffra Gtkomuna og athuga
hvort fallid undir tegrinu feest, t.d.

d (—cos +C) = sinx? - 2x

dx
Daemi 2:
/\/2x+ ldx =3 [v2x+1.-2dx, u=2x+1
~ 3/ Viidu
1 3
=3u2 +C
= lx+12+cC

Deemi 3:

/sin2x-co§(2x) dx
Latumu = cosX ogdu = —2sinXdx. ba er sin2dx = ’71 duog
/sin(Zx)-co§(2x) dx = [u?(—3du)
=—1/u?du

__1é
=-33+C

= —%cos(2x)+C



1.5 Heildi og flatarmal

Gerum nu rad fyrir ad vio pekkjum hradann og viljum ko-
mast ad pvi hversu langt farateeki hefur farid &nin.

4L
c L
Bi

1.5.1 Details

Gerum nu rad fyrir ad vio pekkjum hradann og viljum komast adhversu langt farateeki hefur farid a
T min.

Hradinn pegat = 0 er 0. Maelum hradann med j6fnu millibiit (par sem gert er rad fyrir aft sé litid
p.a. hradinn breytist ,litid" innan hvers bils).

G.r.f. ad hradinn pegdr=i-At sév;. Vegalengdin sem fararteekid fer 1. timabilid=er; - At, 2.
timabilid ~ v - At 0.s.frv. (Ath! petta er ekki nakvaemt!).

Vid getum pvi nalgad heildarvegalengdina sem farin er animar (= n-AT) med

V1AL + VoAt + - - - + V1AL + VAt
= (Vi+Vo+ -+ Vp)At

Ath: v; er haed grafsinstj = i - At. bvi erv;At flatarmalrétthyrnings med grunnliddt og haedv;.

Heildarvegalengdina sem er farin ma mélga med flatarmali allra rétthyrninganna (summu flatar-
malanna). En vid sjaum lika ad summa flatarmala rétthyrmnga&r nalgun & flatarmalinu undir grafinu
v =yv(t). Vid geetum e.t.v. fengid betri nalgun & heildarvegalengidimed pvi ad meela hradann i

midpunkti hvers bils (medalhradi i bilingi — 1)At,iAt] ), en hugmyndin er si sama.

Ath: Ef v(t) er pekkt fall aft, pa er vegalengdis(t) stofnfall v(t).

Spurning: Er samband & milli stofnfalf§t) og flatarmals undir grafinéi = f(t)?

e S(t) = [v(t)dt (g.r.f. v(0) = 0). Heildarvegalengd ex(T).

e S(T), heildarvegalengd, er flatarmalid undie v(t), 0<t < T.

10



2 Riemann summur og akvedin heildi

2.1 Riemann summa

Veljum X1, X2,X3,...,%—1 (Xo = @, Xn = b) p.a.
a<Xg<Xo<--<Xp1<b
Veljum stakey € [Xk_1,%«]

Reiknumf (cy) - Axg k=12,...,n.
Leggjum saman alla lidina:

petta kallast Riemann summa fyfira [a, b)].

2.1.1 Detalils

Atlum ad finna (nalga til ad byrja med) flatarmal undir grafstahilli inannax = aogx = b.
Byrjum a ad skipta bilinda, b] i n hlutbil:
Veljum X1, X%2,X3,...,%—1 (Xo = @, Xn = b) p.a.
a<X<Xp<-+<Xp1<b
paer
P= {X07X17 cee 7anlvxn}
skipting &[a, b.
Ho6fumn bil
[X07Xl]a [XLXZ]a s [anlaxn]
Lengd bils nimek (k=1,2,...n) er
DXy = Xk — Xk_1 (k=1,2,...,n)

Veljum stakcy € [Xx—1,Xq]

Reiknumf (ck) - Axk k=12,...,n

(Ath: petta er flatarmal rétthyrnings med grunnliixy og heedf (cy)).
Leggjum saman alla lidina:

n
Si=) fc) A
K=1
petta kallast Riemann summa fyfira [a, b].

Pessi summa er nalgun & flatarmali undir grafint f (x) & milliaogbef f > 0. (< 0 ef f <0).

11



2.2 Yfir- og undirsummur (efri og nedri Riemann summur)

Fyrir f > 0 og skiptinguP ma velja mismunandi, t.d.
o f(ck) = MaXq_ 1 <x<xc f(x) = M
o f(ck) = minXk—lSXSXk f(x) = m
og pa
n b n
Z mAxy < | :/ f(x)dx < z M AXy
k=1 a k=1
par sem er flatarmalid undir grafinu.

Finni skipting gefur betri ndlgunla Finleiki= ||P|| = max |Ax|

2.2.1 Details

Fyrir gefna skiptingP pa fast mismunandi nalgunargildi (summur) eftir pvi hvgmid veljumcy.
T.d. veljumcy p.a.
o flok) = maxe ;<x<x F(X) =Mk
o f(ok) =miny ;<xex f(X) = Mk
pa er lj6st ad
n b n
z mAx < / f(x)dx < z MiAXy
k=1 a k=1

par sem vid tAknum flatarmalié undir grafinu med

I :/abf(x)dx

Summurnar tveer kallast efri og nedri Riemann summur.
Pad er ljost ad eftir pvi sem skiptingin verdur finni, pa werBiemann summan betri nalgun.a

Latum
IPI| = maxia

vera maelikvarda a hve fin skiptingin er.

12



2.3 Akvedid heildi

Latum f vera skilgreint §a,b] (f parf ekki ad vera> 0). Fyrir sérhverja skipting®, latumcy vera
einhverja tolu i hlutbili nrk, [x_1,x%. Eftil er talal p.a.

n

lim f(c)Ax =1
HF’\HOK; (G

par senl er alveg 6had skiptingunumog pvi hvernige, er valid, pa segjum vié ad sé heildanlegt
a[a,b] ogl sé dkvedna heildid &f(x) yfir [a,b]. Taknum

I:/abf(x)dx

2.3.1 Details

Skilgreining: Latum f vera skilgreint a,b] (f parf ekki ad vera> 0). Fyrir sérhverja skipting®,
latumcy vera einhverja tolu i hlutbili nik, [xc_1,x]. Ef til er talal p.a.

n

lim f(c)Ax =1
HP\HOK; ()%

par sem er alveg 6had skiptingunufog pvi hvernigey er valid, pa segjum vio ad sé heildanlegt &
[a,b] ogl sé akvedna heildio &f(x) yfir [a,b]. TAknum

I :/abf(x)dx

n b
im S f(c)n :/ f(x) dx
P02, (GIAN= [ 100

Z —>/ ; Ax , — "dx
Ath: x er svokoéllud gervibreyta (dummy variable) p.e.

./abf(X)dX:/abf(y)dy:/abf(t)dt

pad skiptir ekki mali hvad heildunarbreytan er kollud.

2.4 Samfelld foll eru heildanleg

Setning:

/abf(x)dx

er til ef f(x) er samfellt fall &a, b].

13



2.4.1 Detalils

Setning:

b
/ f(x)dx
a
er til ef f(x) er samfellt fall &a, b.
Ath: f;’ f(x) dx getur verid til, p6 adf (x) sé ekki samfellt.

2.5 Heildi og flatarmal undir jakveedum follum

o Ef f(x) >0,x€ [ab], pa erf;’ f (x) dx = flatarmal undir grafiny = f(x) & milli aogb.

e Framlag til heildisins fra bili par seri(x) < 0 er neikveett (sbr. Riemannsummur:

ZL(EQ-AXK<O

<0
ef dll f(cy) < 0).

Munum: Flatarmal sveedis er alltaf jakveaett. Heildi geturidereikvaett.

2.5.1 Details
e Ef f(x) >0,xe[a,b], pa erf;’ f (x) dx = flatarmal undir grafiny = f(x) & milli aogb.

e Framlag til heildisins fra bili par sem(x) < 0 er neikveett (sbr. Riemannsummur:

Z@-Axk<0

<0

ef 6ll f(ck) < 0).
2.5.2 Examples
Daemi: f(x) =k fyrir fastak € R.

A:/bﬂmdx:mb—@

og petta er flatarmal kassalef- 0 en annars er A flatarmal kassans.
Daemi f(x) =x.
b
A:/fmmzwp
0

og petta er flatarmal prihyrnings en &) = —x, pa er—A flatarmalid.

14



2.6  Nokkur ord um formerki

. f;’ f(x)dx er til ef f er samfellt & k6flum i [a,b], (p.e. skipta mda,b] i endanlega morg
undirbil, [a,x1], [X1,X2], . . -, [Xn—1,b] p.a. f er samfellt & hverju undirbili og endanleg markgildi
i x). Notum svo

X1 X2 b b
/ Fx)dxt [ FO)dxt -+ f(x)dx:/ £(x)dx
a X1 Xp—1 a

e Getum notad flatarmal til ad reikna (einféld) heildi:

e Almennt:
R er sveedid undiy = f(x) og ofan viox-as par senf (x) > 0. R_ er svaedid yfiy = f(x) og
undirx-as par senf (x) < 0.

[ f000x=AR.) AR )

2.6.1 Details
o f;’ f(x)dxer til ef f ersamfellt & k6flum i [a,b], (b.e. skipta mda,b] i endanlega morg undirbil,
[a,x1], [X1,X%2],- .., [Xn—1,0] p.a. f er samfellt & hverju undirbili og endanleg markgiletj). Notum
Svo X1 X2 b b
/ F)dxt [ FO)dxt -+ f(x)dx=/ £(x) dx
a X1 Xpn—1 a
Ath:
b c c
/ f(x)dx+/ f(x)dx:/ f(x) dx
a b a
pvi:
n m m
> fe)dxic+ Y fla)due= Y f(c)hx
k=1 k=n+1 k=1
=a =b =C

par senP; = {’7(.?, X1, ,">/<n\} og P = {Xn,... f)?m\} eru skiptingar 4a, b] og [b, c].

PLUP; er pvi skipting da, c|.

e Getum notad flatarmal til ad reikna (einfold) heildi:

e Almennt:
R, er svaedid undiy = f(x) og ofan vidx-as par senf(x) > 0. R_ er svaedid yfily = f(x) og
undirx-as par senf (x) < 0.

[ f000x=AR) AR )

Skilgreiningin & (Riemann) heildi gildir p6 ad(x) < 0 fyrir sumx. Ef f(x) > 0, Vx € [a,b] pa er
flatarmal undir ferlinuny = f(x) milli a ogb gefid med

A:/abf(x)dx

15



2.6.2 Examples
Daemi:
1
/Zxdx
-1
2xdx :f912xdx+f012xdx

2xdx = flatarmal AOAB

1
0
2xdx = —flatarmal AOCD
-1
1
=-3-1.2=-1
1
= 2xdx =-141=0

2.7 Deaemi:x?

1
/ X2 dx
0

Reiknum undir- og yfirsummu

i badum tilfellum faum vié ad

N 1
m. 3 (o)t 5

Drégum pvi péa alyktun ad

1 1
2
dx= =
/0 x“dx 3
2.7.1 Examples
Daemi:
1
/ X2 dx
0
Skiptum[0,1] i N hlutbil:
1 2 N-1
O_X07 X1 Nv XZ_Nv "'7XN71_T7 XN_1
Veljum ¢, sem vinstri endapunkt hvers bils, p.e.
k—1
Ck=—N , k=12,...,N

16



Riemann summan fyrir pessa skiptingu og petta val ér

N /k— 1)2 1
—— ] -— =RLy
> (%)«
Ath: RLy er nedri Riemann summa fyrir pessa skiptingu

Rln = i (k= 1)
= H(12+2243%+--+(N-1)?)

Hver er formulan fyrir summu fyrstid — 1 kvadratanna?

Syna ma fram & med prepun (induction) ad

1 1 1
120221324 12— 8Ly
+22+ 8+ 4nt=2nP+ on 4 on
pvi er
Rin =5 (3(N=13+3(N-1)?+ F(N-1))
1(N-1*  1(N-1)?  1N-1
3w T2 TeEw
Latum nUN — oo (ath.Axg = 1/N fyrir 6ll k);
N-—1)2 N-1 N-—1)\3
(N-17 N3) — 0, N — 0, en <—N ) -1
ba faest 1
NN =3

Hvad gerist ef vid tokuney i haegri endapunkti hvers bils? bag.= k/N
Riemann summan:

s k 2 1 1 2 2 2 2
Riv=>I§N) N =5 (422434 +N?)

pegamN — o (0g par medmaxy|Axx| — 0).

i badum tilfellum faum vid ad "

1
li f Axe = =
im k; (Ck) - Dx 3

N—00
1 1
2d _ =
/(; X-ax 3

2.8 Finni skiptingar og Riemann summur

Drégum pvi pa alyktun ad

. . . . /
nedri Riemann summa < | < efri Riemann summa / /

petta gildir alltaf. / 77

Ef vid tokum finni skiptingu pannig a8, C P, (P, er finni
enP;) pa vex nedri Riemann summan en su efri minnkar.

17



2.8.1 Detalils

nedri Riemann summa <1 < efri Riemann summa

petta gildir alltaf.

Ef vid tdkum finni skiptingu pannig aB, C P, (P, er finni enPy) p& vex nedri Riemann summan en s
efri minnkar.

Nedri R-summur vaxa med finni skiptingu. Nedri R-summuerartakmarkadar ad ofan (t.d. af hvada
efri R-summu sem er).

H&fum pvi runu af nedri summum sem vaxa, en eru takmarkadaficad Pzer hafa pvi markgildi. Sama
gildir um efri summur: paer eru takmarkadar ad nedan og mindkd&unan af efri summum hefur pvi
markgildi. Ef pessi markgildi (fyrir efri summur og fyrir @i summur) eru pau sému, pa er par komid

/abf(x)dx

2.9 Sum foll eru ekki Riemann heildanleg

Tokum loks deemi par selff f(x) dx er ekki til:

0 xeQ
f(x)—{ 1 xeR\Q

2.9.1 Details

Tokum loks deemi par serff f(x) dx er ekki til:

0 xeQ
f(x):{ 1 xeR\Q

A sérhverju bili [xc_1,%] eru baedi til reedar og 6reedar télur. Minnsta gifdi [ 1,x«] er pvi 0 og
steersta gildid 1. Allar nedri Riemann summur hafa pvi gidlidg allar efri Riemann summur gildié 1.

18



3 Grundvallarsetning steerdfraedigreiningarinnar

3.1 Meginsetningin 1.hluti

Latum f vera samfellt 4a, b,

pa:
F(x) hefur afleiduF’(x), Vx € (a,b) og
X
d/ F(t)dt = f(x)
a

F/(X) = &

3.1.1 Detalils

Latum f vera samfellt a, b,
X
F(x)—/ ftydt  xelab]
a

pa:
F (x) hefur afleiduF’(x), Vx € (a,b) og

d /Xf(t)dt:f(x)

! —

F'(x) = Ix
- x+h _ X x+h
F(x+h)—F(x) _Ja f(t)dt— 3 f(t)dt :}/ Ft)dt = f(0)
h h h Jx
skv. medalgildissetningu fyrir heildi. Pad er
wzf(c), ce [x,x+h
= 98 09 = limp,_,o CHR=FX

=limpo f(c) = f(x)

be.  F'(x) =f(X).

Hradi breytinga i flatarmali, p.€='(x) er jafn haed grafsin§(x).
Ath: Nedri mork heildisins (p.ea) skipta ekki mali:

d d
&/a f(t)dt:&/b F(t) dt

3.1.2 Examples

Daemi:

L d /x . .
—/ sint?dt = sinx?
dx Jo
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c%/xaf(t)dt: %( (—/axf(t)dt> =-1

a
E/ sintdt = —sin(x® +x) - (2x+ 1)
dx Jx

24X

3.2 Meginsetningin 2. hluti

Ef f er samfellt §a,b] ogF er stofnfallf &[a,b] (b.e.Vx € [a,b],F’'(x) = f(x)).

baer

/bf(x)dx:F(b)—F(a)

3.2.1 Details
f(x) er samfellt fla,b] og F (x) er stofnfallf (x) i x € [a,b] (vx € [a,b],F'(x) = f(x)).
baer )
/a f(x)dx = F (b) — F(a)
Ath: Alltaf er til stofnfall f p.e. G(x)= [J f(t)dt er stofnfallf(x). (1.hluti)

F(b)—F(a) G(b)+C)—(G(a)+C)

=
=G(b)—G(a) (C er fastj
= [Pft)dt— [2f(t)dt
= [Pf(t)dt

3.2.2 Examples
Daemi:

1.
=1-6

or
Il
|
(63}

1
/ %( (x10—6x%) dx = [x1°— 6x?]
0

Ath: Vid skrifum
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s

2 TS | S
/ cosxdx = [sinx|§ = sin —sin0=1
0

3. Finnid flatarmal sveedisins sem afmarkast ak{a¥, (b)y = v/, (c)x=4:

4 4 2 31% 2.3 16
2dx=|=x2| ==42-0=—
/Ox X L’X]o 3 3

4. Finnid flatarmal sveedisins sem afmarkast ak¢a}, (b)y = 3x2, (¢)x= —3, (d)x = —1.
-1 B
/ 3 2dx= [~3x Y] s =—3(-1) 1= (-3)(-3) 1= S-S -3-1=2
J-3

5. Finnid flatarmalid milli (a)y = cos ¥, (b) x-as, (c)x= g, (d)x= 3

5 1 I 1/ 3w _m -1 2
- Xdx=—|Zsinx| =—(sin=—sinz | = —(-1-1)==
écos X [3sm L{ 3 (sm2 5|n2> 3( ) 3

4 Heildunarreglur og medalgildi

4.1 Medalgildi falls

Medalgildi f &[a,b] er

4.1.1 Details
Skilgreining:Medalgildi f &[a,b] er

_ 1 b
f=av(f)= m/a f(x) dx
Ath:
/ab f(x)dx = (b—a)f = flatarmal rétthyrnings med grunnflfia — a) og haesf

f er pvi haed rétthyrnings med grunnliflu— a) sem hefur sama flatarmal og flatarmalid undir grafinu
y= f(x) amilliaogh.

4.2 Nokkrar reglur um heldi

[Pf(x)dx=— [2f(x)dx  (skilgreining)

[2f(x)dx=0  (skilgreining)
Pkf)dx=k[Pf(x)dx  keR

S () +g(x)) dx = [ (x) dx+ J2g(x) dx
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4.2.1 Detalils

Heildunarreglur:

b a
/ F(x)dx = — /b fxydx  (skilgreining

[ Ath: Vid getum litid svo & ad\x, < 0 i Riemann summunuin

a
/ f(x)dx=0 (skilgreining)
a
[ Oll Ax¢ = 0 i Riemann summuni

/kf dx—k/f KeR
n

z (Ck) DXy = kackAxk]

— [PKF (%) dx =D f(x)dx
[ ]

/(f +gx dx—/f dx+/g

Z (ck) +9(ck) Axk—szkAXk+ZngAXk }
k=1

4.3 Heildunarreglur (frh)

o J2 tOodx+ fi fOodx =[5 f(x)dx

min f - (b—a) /f x)dx < max f - (b—a)
x€[a,b]

xela,b
minf - ZAxk< Z f(ck) - Axg < maxf ZAxk

\\,_/
(b—a) (b—a)

J2E(x)dx > [2g(x)dx

4.3.1 Detalils

. / no|x+/f dx_/f

[ Z (Ck) - DXy + Z f(ck) - Ax
k= k=n+1

par semP; = {Xg,X1,...,X} 09 P2 = {Xn,..

Xm}, (Xo = a,%n = b,Xm = C) eru skiptingar §a, b]
og a[b,c|
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min f-(b—a) f )dx < maxf (b—a)
xela,b a,b]

minf - ZAxk< i f(ck) Axk<mafoAxk

b
( fx)>0 = / f(x)dx >0, sértilfell )
a

[ i f(Ck)AXk > Z g(ck)Axk ]
k=1

k=1

4.4 Medalgildissetning fyrir heildi

Latum f vera samfellt 4a,b|. b4 er tilc € [a,b] p.a.

4.4.1 Details

SetningLatum f vera samfellt §a,b|. P4 er tilc € [a,b] p.a.

1 b
Ta/a f(x)dx
Soénnun:
mlnfx<— f )dx < max f(x)
xe(a,b] xela,b)

(Sja (6)). bar senfi(x) er samfellt §a, b] tekur f 6ll gildi millimin f og maxf, parameéaﬁ—a fa X) dx.
Flatarmal rétthyrnings med grunnliib— a) og haedf (c) er jafnt flatarmali undir grafinu & m|Ib1 og
b.

Ath: Naudsynlegt er ad sé samfellt.
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5 Heildi og afleidur logra og veldisvisisfalla

5.1 Skilgreining: Natturulegi logrinn

Ein skilgreining a In er
X
Inxz/ }dt x> 0.
1t

5.1.1 Details

Nattarulega logrann ma skilgreina & marga jafngilda vegu.
Skilgreining:
x1
Inx= / —dt x>0
1t

5.2 Ymsir eiginleikar logra

1. 11
|n1=/ Zdt=0
1t
2.
11
Inx:—/ ?dt<0, O<x<l1
X
3.
X1
Inx:/ —dt >0, x>1
1t
4 d d ™1 1
—Inx=— [ —dt=Z= 0
dxnx dx/lt X x>
5. &
1
W|nxz—;<0
5.2.1 Details

Purfum na ad syna fram a lograeiginleikana; en athugid fyrst
1
|n1=/ Tat—o
1t
11
Inx:—/ fdt<0 ef O<x<1
X
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X1
Inx:/ ¥dt>0 ef x>1
1

d d x1 1
&lnX:&A ?dt:; X>0

(pvi £ er samfellt fall fyrirt > 0.)
(ath: % Inx > 0. bvi er Ix samfellt, diffranlegt og vaxandi fyrix > 0)

d? 1
mez—; <0

Graf Inx er pvi hvelft nidurx > 0.

5.3 Logradeemi

Finnid flatarmalio milliy = ;22%1 x-assx=0,x=2:

2 5
:/ Adx: /}du =In5—-In1=1In5
0 X°+1 1 U
N——

u=x24+1 du=2xdx :

5.3.1 Details

Ath: Getum n( heildad ymis féll eins og t.d. tan

/tanxdx = [ 3% dx
1
= —/—du
u
——
u=cosx, —du=sinxdx
=—Inju/+C
= —In|cosx|+C
( =In|sex|+C)

5.3.2 Examples

1.
101
/ ;dx: [In |x|]é0: IN10—In5=1n2
5

1 1/du -1 -1
/1_4de_ /a<_—4) _Tln|u|_TIn|1—4x|+C

———
u=1-4x, du=-—4dx
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3. Finnid flatarmalio milliy = )(2—24):1 x-assx=0,x=2:

2 5
A:/ ZAdx: /}du =In5—-In1=1In5
0o X¢+1 1U
N——

u=x24+1 du=2xdx

5.4 Afleida og stofnfall exp

Afleidae*: d
5.4.1 Detalils
Setning(Afleida €°):
d
Soénnun:
y=¢ & Iny =x
d
& %—i’ =1
& d—f(’ =y
& Yo
& T =g
Stofnfall *:
/e?‘dx: e+C

5.5 Einfaldar diffurjofnur

L
dy _, o1 -
ax 2% YOS =

5.5.1 Detalils

Vid erum nu i adstddu til ad leysa einfaldar diffurjéfnur:
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Vio héfum pegar sé hvernig & ad leysa

dy
&_f(x)

(y(x) = [ f(x)dx+C) Ath: betta pydir ad hallatala lausnarferils®K) pegarx = X.
Ath: Fyrir fastx er hallatalan si saméhéady.

Hvad ef%’ =f(xy)?
b.e. hallatalan i punkfix,y) er had baedx ogy:

5.5.2 Examples

Daemi:
dy
-2y v =1
Deilum i gegn med:
ldy
-==2
y dx X

Heildum m.t.t.x:
fwl)()g—idx: [ 2xdx
J§dy=[2xdx

= Iny+Cy =x*+C,

Iny=x>+Cs
(x) = e“1Ca
(x) = €&

2

y(x) = Ce*

y
y

L

y0)=1 = 1=Ce’=cC
= y(x):e"2

Ath: betta er sa ferill k—y plani sem hefur hallatéluxX2 y i punktinum(x,y) og gengur i gegnum
punktinn(0, 1).

6 Akvedin heildi og flatarmal

6.1 Innsetning i kvednum heildum

b g(b)
[ 1@0)-goax= [ f(u)du

g(a)

2. Reiknum 6akvedid heildi (stofnfall) med innsetningu eg¢jem svo inn moérkin.
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6.1.1 Details

1.

b g(b)
/| f(e00)-glgax= |t
Setjumu = g(x), du = g'(x) dx,
x=a=u=g(a),x=b=u=g(b).

b
[ [ Heengd = F@E (= 1)

2. Reiknum 6akvedid heildi (stofnfall) med innsetningu eguem svo inn moérkin.

6.1.2 Examples

Daemi um (1):

_ 75 3

5
/xx3/100—x2dx = [1ooJU(—3du) du = —2xdx
0

... Sja sidar.

Daemi um (2)(1)

1 2 2
/ 3V X3+ 1dx:/ Vudu= Fug} _ 23 4_\/2(1)
1 0 3 |y 3 3
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2)
/3x2\/x3+1dx = [y/udu {UZX3+1

du=3x%dx
—2uiqcC
—2(1+¥3)2+C
pvi faest:

1 1
/ 3/ X3+ 1dx = [§(1+X3)§] 22.2%:4_\/2

6.2 Setning

1. Ef f(x) er jafnsteett fall, pa er

/Zf(x)dx:z/oaf(x)dx

2. Ef f(x) er oddsteett fall, pa er
a
/ f(x)dx =0

—a

6.2.1 Details
Setningar:

1. Ef f(x) er jafnsteett fall, pa er

[Zf(x)dx:z/oaf(x)dx

Sénnun:

/a £ (x) dx — [0, f(x)dx+ 2 f(x)dx
= [ f(=U)(=du) + [F F(0dx  (u=—x)
= [§f(—u)du+ & f(x)dx
= [ff(udu+ Ef(x)dx  (f jafnsteett
= 2§ f(x)dx
2. Ef f(x) er oddsteett fall, pa er .
1 f(x)dx=0
Soénnun:
/a £ (x) dx — [0 f(x)dx+ 2 f(x)dx

: = [§f(—udu+ [Ff(x)dx  (sbr. (1)
=— 3 f(u)du+ [ f(x)dx=0
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6.3 Flatarmal milli grafa

G.r.f. f(x) > g(x), x € [a,b]. Flatarmal milliy = f(x) og

y=g(x)er: ) i i
A= [ 1100 —g0o]dx N~
I g I
a b
6.3.1 Details
G.r.f. f(x) > g(x), x € [a,b]. Flatarmal milliy = f(x) ogy = g(x) er:
A= [ 11— g00jax
[ A= /b f(x)dx— /bg(x) dx = (flatarmal ,undir‘y = f(x))

—(flatarmal ,undir‘y = g(x))

Ath: Ef g(x) <0 pa erf;’g(x) dx < 0 og ,neikveett” flatarmal faest Ur heildinu sem leggst pa vitafla
malid ff f(x)dx vid fré\drélttinnf(,;3 f(x)dx— ffg(x) dx.

Einnig ma skilgreina Gt fra Riemann summum fyfiix) — g(x).

6.3.2 Examples

Daemi:Finnid flatarmal sveedisins sem afmarkasy af x> ogy = —x? + 4x = —(x— 2)2 4 4.

A = [3(—X%+ax—x3)dx
= [ (4x— 23 dx
ot 19

2 16 8
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7 Nalganir

7.1 Midpunktsreglan

Reikna skal nélgunargildg’ f(x) dx.
Skiptum bilinu in jafnstér minni bil.

Setjumy; = f (X';Z*X') ogA =Vi-Ax =Vi-h  i=1,2,...,nNalgunargildi:
b
| feo0x ~STA
=3iLayi-h

=h(¥i+y2+-+¥n)

7.1.1 Detalils

Reikna skal nalgunargildi f (x) dx

begar ekki er haegt ad finna stofnfall verdur ad heilda tohulge. finna nalgunargildi, svipad og Rie-
mann summur).

Litum & 3 mest notudu reglurnar. | éllum tilfellum skulum vifera rad fyrir ad baid sé ad skipta
bilinu [a,b] i njafnstor undirbil af lengdh = b;na. Setjum

yi=f <X| 12 |)

A=yi-Mxi=yi-h i=12..n

Nalgunargildi:

b
| feo0x ~STA

=3iL1¥i-h
=h(yi+y2+---+¥n)
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7.2 Trapisureglan

Flatarmal trapisunnar:
P E— |
1 . l
A|:§(y|71+)’|)h |:1121"'an I
Nalgunargildi: A .
n I
Yi—1+Yi
oo 3a=n3 (157) IV
p
7.2.1 Details
Flatarmal trapisunnar:
1 .
Auzé()ﬁ—l‘f‘)ﬁ)h |:1727"'an
Nalgunargildi:
b oy
| f(ax ~ 3 A =h3l (A5
a

= r_21(yO‘|’y1‘|'y1‘i‘y2‘|''''‘i‘yn—2‘i‘ynfl‘i-ynfl‘i-yn)
=D (Yo+2y1+2y2++2Yn-1+Yn)

7.3 Regla Simpson

4
Finnum fleygboga i gegnum punktana—— <—5
(6-1.%1).05.30). 041.y11) Nélgunargil A i

/ f(x %g (Yo+4y1+Y2+Y2+4y3+ya+Ya+adys+Yye+-- +yn 2474yn 1+yn)

—;3,(YO+4Yl+2)’2+4YS+ZY4+"'+ZYn72—h4Yn+Yn) !

1 2 3

7.3.1 Detalils

Finnum fleygboga i gegnum punktaf@ 1,Yi 1), (X, i), (Xi+1,Yi+1)

h
/h(Ax2+Bx+C)dx — 2 /DA +C)dx

—2AT +2C-h
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y = Ax?+ Bx+C gengur i gegnuri—h,yo), (0,y1), (h,y2), =
Yo=Ah?—Bh+C, y;=C, y,=Ah?’+Bh+C

Ah2 —Bh=yy—
{ Yooy = 2AP=Yyo—2y1+Y>

Ah2—|—Bh:y2—y1
= Flatarmal undily = Ax?> +Bx+C milli x= —h ogx= her:

h
3 (2AN?+6C) =5 (yo—2y1+y2+6y1)
=0 (yo+4y1+y>)

Beitum pessari formualu & samliggjandi pér sveeda:
Nalgunargildi:

b
/a f(x)dx = §(Yo+4yr+Yo+Yo+4ys+Ya+tya+ays+Ye+ - +Yn2+4Yn 1+ Yn)
=D (yo+4y1+2yo+4ys+2Ya+ -+ 2Yn—2+ 4y +Yn)

Ath:yi=f(x), x=a+i-h
Ath: nverdur ad vera slétt tala.

7.4 Deemi

1
/ X2 dx
0
Tokumn=4,h=1.

=0 x3=025 x=050 x3=0,75 x4=1,00

7.4.1 Examples

Daemi:

1
/xzdx
0
Tokumn=4,h= 1.
=0 x3=025 x=050 x3=0,75 x4=1,00

1. Midpunktsreglan y; = f (%)

hiyr+yz+ya+ya) =0.25((3)*+(3)*+(5)°+(3)")
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2. Trapisureglan. h=1/4

yi = f(x)
Yo = f(0) =
y1= f(1/4) =1/16
y2=f(1/2)=1/4
y3 = f(3/4) 9/16
ya=f(1) =
h
5 (Yo+2/1+22+2y3+Ya) =3(0+%&+5+%-9+1)
= J(e0gp8) = = Y0 2437
3. ReglaSimpson h=1/4, n=4.
1 2 h
/Ox dng(yo+4y1+2yz+4y3+y4)
Yo=(0)>=0
yi=(3?%=1
y2=(3)?%=1
y3=(3)?%=15
ya=12=1
1 1 1 9
4—3(0+4 et2 4 E+1> =5(G+i+3+%)

=1 Ath: petta er rétta gildid!

Simpson reglan nélgar fallif(x) med parabdlum og heildar peer. Hér er fallid hins vegar pdaab6
svo ad nalgunin er si sama og fallid.

Skekkja

1. Midpunktsreglan

M= max|f"(x)], h= 2=
x€la,b] n
2. Trapisureglan
|E |< (b a) h2
M= max|f"(x); h= 2=
xela,b] n
3. Regla Simpson
b—a 4,
< —
sl = 750 il
M_max|f ¥,  h= 2=
xela,b n

Ath: Skekkjan i Simpson minnkar mun hradar, en skekkjan i miofaraglunni eda trapisureglunni
pegar billengdirh er minnku®;

b.e.
[Es|~h*  (=0(h*)
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en
[Er|~h  (=0(h?))

og eins fyrir midpunktsregluna. Atiid segjum ad staerd(x) seéO(x") pegarx — 0 ef

b.e f(x) ogX" minnka jafnhratt pegat — 0.

8 Hlutheildun og stofnbrot

8.1 Hlutheildun

Fyrir f, g diffranleg gildir (fg)’ = f'g+d'f og paf'g= (fg) — fgd’:

[ 109900'dx= £00g09 — [ 1'(xgx)cx

bessa adferd ma umrita:

/U\/ dx = u(x)v(x) — /vu’dx

8.1.1 Details
Hofum
L) =u +v
!/ _ /
= [(uv)dx= [uVdx+ [vu'dx
dv du
= (uv) = fudv+ [vdu
=

/udv: uv—/vdu

sem ma lika skrifa

/u\/ dx = u(x)v(x) — /vu’dx

Ath: Vid flytjum diffrun fra v yfir & u.
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8.1.2 Examples
Daemi 0: [ x?e *dx
u=x%v=e>X
/xze*"dx: xz(—efx)+/2xe*"dx
u=2x,vV=e>*

/xze*X = —x2e X4 2x(—e7¥) + [e . 2dx

= _—x2e X _2xe X—2e%X4+C

Ath:  (x%, 2x 2
Deemi 1: [ Inxdx= [Inx-1dx

Setjumu=Inx,v=x(dv=1-dx)

/1-Inxdx =Inx-x— [x-Ldx
=X-Inx—x+C
/Inxdx =X-Inx—x+C

Daemi2: [ e*sinxdx

u=€e,Vv =sinx = Vv=—CcoxX

/e"sinxdx = &(—cosx) + [ cosxe*dx
= —e“cosx+ [ cosxe*dx

(u=¢€e,Vv =cosx = v=sinx)

= —e¥cosx+ €sinx— [ sinxe*dx

b.e.
/e?‘sinxdx: €(sinx — cosx) — /e?‘sinxdx
(jafna fyrir [ €*sinxdx)

€*(sinx — cox)

C
> +

= /e"sinxdx:
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8.2 Stofnbrot

Markmidid er ad leysa reett faﬂ% (f ogg marglidur) upp i summu stofnbrota.
Kljafum ,flékin“ brot upp i einfaldari brot, sem heegt er ad .

Daemi:
1 1 1

X(x—1) Tx—1 X

8.2.1 Detalils

Atlum ad kljufa ,flékin“ brot upp i einfaldari brot, sem haegted heilda.

Markmidid er sem sé ad leysa reett fé% (f ogg marglidur) upp i summu stofnbrota.

Athugum fyrst ad allar marglidur med rauntélustudla hafeur&eC og vid getum alltaf skrifad(x) =
M (x—a) par sem sumar reetur koma e.t.v. oft fyrir. Athugum svo aa efC er slik rot pa eaTika
rot og ad(x—a) (x— &) er 2. stigs marglida med raunstudla. Vid hoéfum pé: psfr marglida med
rauntdlustudla, pa ma ritasem margfeldi af linulegum og kvadratiskum lidum.

8.2.2 Examples

Daemi:
1 1 1

x(x—l):x—l_i

(Athugio ad audvelt er ad heilda heaegri hlidina).

8.3 Stofnbrot (frh)

Gerum rad fyrir ad
stigf (x) < stigg(x)
Ef ekki, ma deilag uppi f og skoda afganginn:

f(x) q(x) -
——= = p(X) + —= , g marglidur
o) P(X) gx)  Pamarg
Deemi:
X3+2XZ+X+1—X+1+ X+ 2
XX4x—1 X24+x—1
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8.3.1 Detalils

Gerum raog fyrir ad

stigf (x) < stigg(x)

Ef ekki, ma deilag uppi f og skoda afganginn:

Daemi:

f(x) q(x) ,
——~ = p(X) + —= , q marglidur
o) p(x) a) p, g marg
8.3.2 Examples
X4+ 2 +x+1 X4 2
X2 4+x—1 _X+1+x2+x—1

8.4 Linulegir paettir i nefnara

Ef (x—r)™ er patturg(x) pa fengjum vid summu

Aq Ao
x—1) " (x=1)2

vid pann patt. Gerum petta vid hvern svona pgitx).

(

X—r)m

8.4.1 Detalils

Finnum alla peettg(x), p.e.

900 = (x—X)% (X = x2) %2+ (X = Xm) ™

Ef (x—r)™ er patturg(x) pa fengjum vid summu

Aq Ay

Anm

F

I s A O

vid pann patt. Gerum petta vid hvern svona p@it3):

8.4.2 Examples

Daemi 1:
2x+2 _2x+2_i+ A2
X—2x+1— (x=1)2 — x-1 T (x-1)2
= 2X+2=A1(X—1)+A2
Studlar vidx: 2=A
) A =4
Studlar vid 1: =-A+A
b.e.
2X+2 2X+2 2 4
X—2x+1 (x—=1)2 x-1 (x—1)?
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Daemi 2:

x+1 _ x+1 _ x+1 A

XB—x2—6x ~ X(X2—x—6) ~ X(x=3)(x+2)

B C
xtxzTx3

= X+1=A(X—3)(X+2) + Bx(x— 3) + Cx(x+2)

Setjum svo studla vid X ogx?, pa sému & vinstri og haegri hlid j6fnunnar:

Xx+1 =A% —x—6)+B(x*—3x) +C(x*+2x)
= (A+B+C)x®+ (—A—3B+2C)x— 6A

=
A+B+C =0
—A—-3B+2C =1
—6A =1 = A=-}
_ 1 _8
B="n C=w 1 1 4
X+1 _ "8 10 n 15
X(X+2)(x—3) x x+2 x-3

Hér er p6 einfaldara ad setfe= 0 inn i j6fnuna:

X+1=A(X—3)(X+2) + Bx(x— 3) + Cx(x+2)

= 1=A(-3)(2) = =-1
X=-2:
—24+1=0+B(-2)(-5)+0
1
= B__F)
x=3:

4=0+0+C-3-5
4
c—=
= 15

8.5 Kvadratiskir paettir i nefnara

Ef g(x) inniheldur kvadratiska paettx? + bx + ¢, sem ekki er haegt ad patta frekar (bd.+ 1), pa
verda stofnbrotin sem svara til pessa pattar (p.éxdil- px+q)"):

Bix+Cy Box+Co

Bnx+Cn
X+ px+q (X4 px+Q)?

(X2 + px+q)"

8.5.1 Detalils

Ef g(x) inniheldur kvadratiska paettix® + bx -+ ¢, sem ekki er haegt ad patta frakar (1), pa verda
stofnbrotin sem svara til pessa pattar (p.e(l+ px+q)"):

Bix+Cy Box+Cp . Bnx+C,
X+ pxtq @+ px+a)? (4 px+0q)"
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8.5.2 Examples

Daemi:

—2x+4

Ax+B C D

(X4+1)(x—1)2
=

%1 Txo1t (x—1)2
—2X+ 4= (AX+B)(x—1)2+C(x— 1) ()% +1) + DO+ 1)

Ath: x=1gefur.—24+4=D-2 = D =1, en vid getum ekki fundid fleiri studla med pvi ad setja

inn akvedinx-gildi.

Toékum saman veldi &

—2x+4=(A+C)x*+ (-2A+B—-C+D)x*+ (A—2B+C)x+ (B—C+D)

=
A+C =0 A 2
—-2A+B-C+D =0 N B =1
A-2B+C =-2 C =-2
B-C+D =4 D 1
=
-2x+4 241 2 1
21 )(x—12  x2+1 —1" (x—1)2
(x+1)(x—1) X% 4 X (x—1)
-1
Tx24+1 K241
Stofnfallio er pvi
In(x2+1)+tan*1x—2ln(x—1)—XT]'lJrC
8.6 Samantekt um stofnbrot
%’8 leyst i stofnbrot.
o Ef (x—r)M er pattur ig(x):
Al n A Am
(X—r)  (x—r)2 (Xx—r)m
=stofnbrotalidirnir sem svara tix —r)™.
o (X2 + px+q)" pattur ig(x):
Bix+Cy Box+C; Bnx+Cn
OC+px+a)  (¢+px+a)? (€ + px+q)"
eru stofnbrotalidirnir sem svara tik? + px+q)".

8.6.1 Detalils

f(x) "
) leyst i stofnbrot.
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o (x—r)Mpattur ig(x):
AL A Am
(x—r) (x—r)z—i_m—k(x—r)m

eru stofnbrotalidirnir sem svara tik—r)™.

o (X2+ px-+q)" pattur ig(x):

Bix+Cy Box+Co . Bnx+Cn
(@+px+a)  (+px+0)? (X2 + px+q)"

eru stofnbrotalidirnir sem svara tik? + px+q)".

Ath: Almenna adferdin er ad margfalda i gegn nig®) og setja studla vid veldi af, pa4 sému vinstra
og haegra megin jo6fnu. ba fast jofnur fyrir 6pekktu studlans;, C; i=212...

i peim tilfellum pegarg(x) inniheldur enga kvadratiska paetti (sem ekki er haegt ad)wgta = 1 fyrir
allar reeturg(x), pa er til einfaldari leid (sbr. deemi (2) i kafla 1.5 hér ad feann

8.7 Aodferd Heaviside

f(x) f(x)
9(x)  (X=r1)(X=rz) 4 (X=rn)
Ath: 1. veldi & 6llum péattung(x) og engir 6peettanlegir kvadratiskir peettir.

f) _ _a
AR S PR =
EI x D)
=
f(x) =3 5%

X—17)

17
AI —'n
— 3p, Aben)cr) e

X—Ti)

(x—ri) styttist Gt i lid namei fyrir 6ll i fra 1 til n.

8.7.1 Detalils

909 (x—r1)(x—r2)+ - (X—rn)
Ath: 1. veldi & 6llum pattung(x) og engir 6peettanlegir kvadratiskir paettir.

f(x) f(x)

f(x) A
gx) o T r2)+ lcas
ZI x rI
=
f(x) = 311 52

X—17)

1
le_ Ai(x— rl)EX rz)-(X=rn)

X=Ti)
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(X—rj) styttist Gt i lid namei fyrir 6ll i fra 1 til n.

(0 — n A n o
X) i; Jll(x )
j#
———
(X=r1)(x—r2) -

S (X= i) (X=Tigg) -
Setjum svax = ry:

f(x) =3 AMZ1(rk—rj)
j#i
= A= (rc—rj)
j#k
=

(rk—ra)(re—rz)

(k= T1) (M= Tiea) -+ (fk—Tn)
p.e. allir peettir(ry — rj) nemaj = k.

8.7.2 Examples

Daemi:
x+1 2x+1
X —7x+12  (x—3)(x—4)
r1:3,r2:4,f(x):2x+1
f(r 2:3+1
p ===
f(r 24+1
-
2x+1 7 n 9
(x—3)(x—4) x—-3 x—4
Samanber:
2x+1 . Aq " Ao
(x—3)(x—4) x—-3 x—-4
=
2X+1=A1(x—4)+Ax(x—3)
X=3: T=A(-1) = A=-7
X=4: 9=A-1
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9 Oeiginleg heildi

9.1 Heildad yfir 6takmarkad bil

1. f samfellt &a, «),

/f x)dx = lim f()d

b—c0
2. f samfellt &(—oo, b],
b b
/ fxydx= lim [ f(x)dx

— a—— g

[Zf(X)dXZLZf(x)dx+/cwf(x)dx

(c € (—o0,00); heegri hlid skilgreind i (i) og (ii)).

3. f samfellt 4(—oo, )

9.1.1 Details
Skodum tvennskonar heildi par sem venjuleg skilgreininfjdiRiemann summum gengur ekki:
| Bilid sem heildad er yfir er ekki takmarkad, p.e. heildad yéirb] par sema og/edab er otak-
markaé;(_oov ]a [avoo)a (—00’ 00)
Il f(x) er ekki takmarkad &a, b].

b
</ fdx  lim f(x) = +o ce[a,b]>
Tokum (1) fyrir fyrst:

Skilgreining:
(a) f samfellt &a, ),

/f Kdx— lim [ f(x)dx

b—ow Ja

(b) f samfellt &(—oo, by,
b b
/ fodx= lim [ f(x)dx

—00 a——m g

(c) f samfellt &(—oo, o)

/:of(X)dX:/:of(x)dx_F/cmf(x)dx

(c € (—o0,00); heegri hlid skilgreind i (i) og (ii)).
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9.2 Deemi

” b
/ e Xdx=lim [ e*dx= lim [—e7
0 b—e /0 b—o0

b _ jim (1—e’b) =1

0 poo

Reiknum petta svona:
/ eXdx=[-e] =-e"—(-1)=1
0

9.2.1 Detalils

Vid getum stundum akvardad hvort heildi (6eiginlegt) er kxtid med pvi ad bera saman vid heildi par
sem samleitni er pekkt.

Setning: f(x) ogg(x) samfelld da, ) og 0< f(x) <g(x) Vx>a. Pa

1.
/ f(x) dx er samleitid ef / g(x) er samleitid
a a
2. - -
/g(x)dx erésamleitiéef/ f(x) er6samleitid
a a
Sonnun:

fx)<gx) = /abf(x)dxg /abg(x)dx

l[atum svob stefna &w.

9.2.2 Examples

Daemi 1:

B o b
/ e *dx= lim | e*dx= lim [—e*"}g: lim (1—e’b) =1
0 b— /o b—o b0

Reiknum petta svona:

/Om eXdx=[-e¥] =-e"—(-1)=1

Deemi 2:
© dx = [xr)”
L 0 -5,
. —p+l b
= ||mb*>oo |:)iij:|1
1
g (1 _q)_Jp1 P>
= |Imbﬁ>oo “prl (bP*:L 1) - {oo pP< 1
pb.e.
N 1
/ idx: p-1 P>
L XP 00 p<l



Samleitid heildi efp > 1.

p—1
/ L dx= lim [InxP = lim Inb =
1 X b—o0 b—o0

9.3 Heildad yfir bil par sem f(x) er ekki takmarkad

1. f samfellt &(a,b] (limy_,a+ f(X) = c0)

b b
/f(x)dx: lim [ f(x)dx

c—atJc

2. f(x) samfellt &a,b) (limy - f(X) = %) y

/f X)dx= lim “fx)dx,

ef pessi markgildi eru til.

3. f samfellt §a,c) U (c,b]

b c b
/f(x)dx:/ f(x)dx+/ £(x) dx
a a C
R R

9.3.1 Detalils

Skodum nu (I1). Gerum r&d fyrir ad lipm, 5+ f(X) = £oo, lim, - f(x) =

Skilgreining

1. f samfellt &(a,b]  (limy_,5+ f(X) = £0)

b b
/f(x)dx: lim [ f(x)dx

c—atJe

2. f(x) samfellt &a,b) (lim, - f(x) = +00)

/f dx— lim *Fx)dx,

a

ef pessi markgildi eru til.

3. f samfellt 4a,c) U (c,b]

b c b
/f(x)dx:/ f(x)dx+/ £(x) dx
a a C
R R
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9.4 Deemi

1 1
1 .
[ Jxoedim [ ex= lm [2%]; = im (2-2,5) =2

9.4.1 Examples

Deemi 1:
11 . 1 .
b gt [ et R iy (228 =
c b
/f(x)dx:/ f(x)dx+/ £(x) dx
a a Cc
) (€Y
Daemi 2:
11
/oﬁdx
(ath: lim 055 = ef p>0).
11 . . —p+1]1
/0 5 I =lime_ o+ [i 5 dx=lim¢ o+ {%L
1
. ~ . p<1
= 175 (1~ im0+ ¢! p):{olop p>1
p=1
11 . L .
/ —dx= lim [Inx;=0— lim Inc= o
0 X c—0t c—0t
9.5 Setning

f(x) ogg(x) samfelld §a, ) og 0< f(x) <g(x) Vx>a. P4

/ f(x) dx er samleitid ef / g(x) er samleitid
a a

/g(x)dx er(’)samleitiéef/ f(x) er 6samleitid
a a

9.5.1 Examples

Daemi:
2
e ¥ <e vx>1

¥>x = —K<-x = eX<e)

e¥<e* = / dx</ e Xdx = [—e*"]‘f —e!
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9.6 Athugid

Getum borid saman tvo foll & annan hatt:
f(x),g(x) eru> 0 og samfelld 4a, ).

Ef ;
lim ﬁ =L
x> g(X)

pba eru heildin/;” f(x)dx og [; g(x) dx baedi samleitin eda hvorugt.

, O<L<o

9.6.1 Detalils

Getum borid saman tvo foll & annan hatt:
f(x),9(x) eru> 0 og samfelld 4a, ).

Ef
)

Iim—:L, O<L<oo
x= g(X)

pa eru heildin/;” f (x)dx og [’ g(x) dx baedi samleitin eda hvorugt.

Ath:
- f(x) ©
M‘Lw_L (0< L <)

merkir adf (x) og g(x) minnka jafnhratt pegat — oo.

9.6.2 Examples

Daemi:
1 1
f(x):\/)@:_f a(x) = X

fx)  x 1
g V-1 \/1_;12

1

Vx2-1

J5’ Ldxer 6samleitis = [’ dx er 6samleitid.
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