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Riemann summur og akvedin heildi

Riemann summa

Veljum x1,x2,x3,...,Xp—1 (X0 = a, x, = b) p.a.
a<x1<X<--<xp_1<b
Veljum stak ¢, € [xk_1, xk]

Reiknum f(ck) - Axg k=1,2,...,n.
Leggjum saman alla lidina:

Sn= Z f(ck) - Ax
k=1

betta kallast Riemann summa fyrir f a [a, b].

Dami: f(x)=c

Dami: f(x) = x
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Yfir- og undirsummur (efri og nedri Riemann summur)

Fyrir f > 0 og skiptingu P ma velja mismunandi ¢, t.d.
o f(ck) = maxy_;<xcx f(x) = My
o f(ck) = Miny, | <x<x f(x) = mi

og pa
n b n
Z mkAxk < / :/ f(X) dx < Z MkAXk
k=1 a k=1

bar sem | er flatarmalid undir grafinu.

Finni skipting gefur betri nalgun & /: Finleiki= ||P|| = max |Axk]
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Akvedid heild

Latum f vera skilgreint & [a, b] (f parf ekki ad vera > 0). Fyrir sérhverja
skiptingu P, latum cj vera einhverja t6lu i hlutbili nr. k, [xx_1,xx]. Ef til
er tala / p.a.

fek)Dxe =1
s Z () Bk
bar sem [ er alveg 6had skiptingunum P og bvi hvernig ¢, er valid, pba
segjum vid ad f sé heildanlegt a [a, b] og | sé akvedna heildid af f(x) yfir
[a, b]. Taknum

I:/abf(x)dx
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Samfelld foll eru heildanleg

Setning:

/a () d

er til ef f(x) er samfellt fall & [a, b].
Ath: fab f(x) dx getur verid til, p6 ad f(x) sé ekki samfellt
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Heildi og flatarmal undir jakvaedum follum

@ Ef f(x) >0, x € [ab] paer fab f(x) dx = flatarmal undir grafinu
y = f(x) a milli a og b.
o Framlag til heildisins fra bili par sem f(x) < 0 er neikvaett (sbr.

Riemannsummur:
E f(Ck) Ax <0
~——

<0
ef 6ll f(cx) < 0).
Munum: Flatarmal svaedis er alltaf jakveett. Heildi getur verid neikvaett.
Dami: f(x) = k fyrir fasta k € R.

A:/bf(x)dx:k(b—a)

og petta er flatarmal kassa ef k > 0 en annars er —A flatarmal kassans.
Dami: f(x) = x.

b
= X X = 2
A_/o F(x) dx = b2 /2
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Nokkur ord um formerki

o [P f(x)dx ertil ef f er samfellt & kiflum i [, b], (b.e. skipta ma
[a, b] i endanlega mérg undirbil, [a, x1], [x1, x2], - - -, [Xn—1, b] b-a.
er samfellt & hverju undirbili og endanleg markgildi i x;). Notum svo

/:1f(x)dx+/):2f(x)dx+...+/xblf(x)dx:/abf(x)dx

n—

@ Getum notad flatarmal til ad reikna (einfold) heildi:

@ Almennt:
Ry er svadid undir y = f(x) og ofan vid x-as par sem f(x) > 0.
R_ er svadid yfir y = f(x) og undir x-as par sem f(x) < 0.

b
/a f(x) dx = A(R,) — A(R_)
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Dami: x2

1
/ x2 dx
0

Reiknum undir- og yfirsummu

[ badum tilfellum faum vid ad

||m Zf (ck) - Axk——

Drogum pvi pa alyktun ad

1
1
/ x2dx = =
0 3
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Finni skiptingar og Riemann summur

nedri Riemann summa </ < efri Riemann summa

betta gildir alltaf.

Ef vid tokum finni skiptingu pannig ad P; C
P (P; er finni en P;) pa vex nedri Riemann
summan en si efri minnkar.
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Sum foll eru ekki Riemann heildanleg

Tékum loks daemi par sem fab f(x) dx er ekki til:

0 xeQ
f(x):{l x€R\Q
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