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1 Inngangur ad diffurjéfnum

1.1 Diffurjofnur
Vid pekkjum jofnur af gerdinni

dy
dx h(x)

pbar senh er eitthvert fall, og vid vitum hvernig ma leysa peer:
y= /h(x)dx+C.

Petta er deemi urdiffurjofnu : y er eitthvert fall afx, t.d. f(x), og gefid er samband sem
diffurkvotinn g—i uppfyllir, en finna parf sjalft fallioy = f(x).

1.1.1 Details

Vid pekkjum jofnur af gerdinni

dy

dx h(x)

par senmh er eitthvert fall, og vid vitum hvernig ma leysa peer:

y= /h(x)dx+C.

petta er deemi urdiffurjofnu : y er eitthvert fall afx, t.d. f(x), og gefid er samband sem
diffurkvotinn %(’ uppfyllir, en finna parf sjalft falliey = f(x).

1.1.2 Examples

Deaemi: Diffurjofnur eru mymargar i liffreedi, t.d. fiskifreedi og Kesliffreedi, lyfjafraedi,
edlisfreedi, efnafraedi o.s.frv.

1.2 Deaemigerd uppsetning diffurjéfnu

Oft byrjum vid & ad hugsa um, hvernig t.d. fall af tima hljadilareytast & stuttu timabi
og skrifum jofnu sem Iysi%’ sem falli af 66rum pattum.
Petta leidir til diffurjofnu pegar vid latumt stefna & null.

1.2.1 Examples

Deaemi: Edlilegt er ad gera rad fyrir ad breytingar i fjiolda &idkilteknum argangi breytast
pannig ad fast hlutfall drepist & stuttum tima:
AN

— =7t
N

sem leidir til diffurjofnu.

1.3 Eru til einkveemar lausnir?

Oft er unnt ad heilda og finna pa "almenna lausn".

Ef gefin eru upphafsskilyrdi s.g(Xo) = yo mé oft finna sérlausn sem uppfyllir skilyrdi
Hugsanaleikur: Ef vid pekkjum byrjunargildi og afleidu, pétgm vid teiknad fallio
afram med linulegum nalgunum (adferd Euler, sja sidar).

X
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1.3.1 Details

Oft er unnt ad heilda og finna pa "almenna lausn”, en pad eekksfyrirfram gefid ad
unnt sé ad leysa diffurjofnuna almennt.

Ef gefin eru upphafsskilyrdi s.§(xo) = yo ma oft finna sérlausn sem uppfyllir skilyrdid.
Athugum samt ad ef vid pekkjum byrjunargildi og afleidu, pduge vid teiknad fallid
afram med linulegum nalgunum (adferd Euler, sja sidar). eD&inungis haegt ad leysa
floknar jofnur tlulega.

1.4 Diffurjafna af 1.stigi

d_X = f<X7y)

(x kallast 6h&o breyta; hao breyta).

Diffurjafnan er ,sjalfstaed“ (autonomous) ef rita niéx,y) = g(y) svo jafnan verdur

dy
=9V
(p.e.x kemur ekki beint fyrir i j6fnunni).
1.4.1 Details
Diffurjafna af 1.stigi:
dy
d_X - f(X, y)

(x kallast 6had breytg, hao breyta).

Diffurjafnan er ,sjalfsteed“ (autonomous) ef rita niéx,y) = g(y) svo jafnan verdur

dy
&—f(W

(p.e.x kemur ekki beint fyrir i j6fnunni).

Ath: 1. stig visar til pess a§§ er haesta afleidan sem fyrir kemur i j6fnunni. Diffurjafna af
2. stigi er:
d?y dy
W - f(X, Y, d_X)
0.s.frv.
Venjulega er markmidid ad leysa diffurjéfnuna, p.e. finnaya= y(x) p.a.
dy

& = f(X7y>

Hins vegar ma fa miklar upplysingar um lausnarfallid an [m$skeysa diffurjéfnuna.



1.5 "Logistic"jafnan

Jafnan

kallast ,logistic* jafnan og er stundum notud til ad
lysa vexti stofns (dyrastofns) par sem voxturinn er

takmarkadur.
dP : : P
G = Vaxtahradi stofnsins Y
14— vaxtarhradi a stofneiningu, t.d. tonn Y
1dP P
par =r(1-%) 2
merkir pvi ad vaxtahradi a stofneininguinnkar
med vaxandi stofni og ereikveeduref P > K. t

Lausnarferill (ef 0< P(0) < & ) kallast s-ferill
(sigmoid).

Berid saman vi6%% = r (6takmarkadur voxt-
ur); (P’ >0efP>00gP’=rP =r2P>0).

1.5.1 Details

Jafnan 4P P

kallast ,logistic* jafnan og er stundum notud til ad lysa tiestofns (dyrastofns) par sem

vOxturinn er takmarkadur.

% = vaxtahradi stofnsins
%% = vaxtarhradi & stofneiningu, t.d. tonn

BE=r(1-f)

merkir pvi ad vaxtahradi & stofneininguinnkar med vaxandi stofni og ereikvaedur ef
P> K.

Lausnarferill (ef 0< P(0) < % ) kallast s-ferill (sigmoid).

Berid saman vif%% = r (6takmarkadur voxtur)F > 0 efP > 0 ogP” =rP' =r?P > 0).



1.6 Deemi - hitastig

dH
dt
H(t) = hitastig hlutar a tima. Hy = hitastig um- n

hverfis. 1
& ?
f

H” = —kH' = —Kk(—k(H —Hy)) P
— K2(H - Hy) / :

= H”>0 ef H>H,
H”<0 ef H<H,

—k(H —Hy)

1.6.1 Examples

dH
ot = K(H—Hu)

H(t) = hitastig hlutar & tim& Hy = hitastig umhverfis.

(Hluturinn kélnar hradar eftir pvi sem munur a hitastigi Bag hitastigi umhverfisins er
meiri).

Hy er jafnvaegispunktutd’ < 0 efH > Hy; H' > 0 efH < H,.

H” = —kH" = —k(—k(H —Hy))
=k?(H —Hy)
= H”>0 ef H>H,

H”<0 ef H<H,

1.7 Hallasvid
Lausnarferill y = f(x,y) sem gengur i gegnum N
punkt(x,y) hefur hallatoluf (x,y) i peim punkti. - i\ L
— — N
Getum teiknad strik med halla(x,y) i (x,y) fyrir I
ymsa punktax,y). Faum hallasviy’ = f(x,y). - — =
_— T e N

1.7.1 Details

Lausnarferilly = f(x,y) sem gengur i gegnum pungt,y) hefur hallatoluf (x,y) i peim
punkti.

Getum teiknad strik med hall&(x,y) i (x,y) fyrir ymsa punkta(x,y). Faum hallasvid
y =f(xy).

Athugum ad efy(xg) = Yo er upphafsskilyrdi, pa ma teikna eitt strikanna Ut (fxg, yo) 0g
pad er pa lika nalgun ad peirri sérlausn.



1.8 Verkefni og lausnaradferdir

Litum aftur & verkefnio

dy
d_X — f<X7y)

Vid byrjum a ad kanna eiginleika slikrar diffurjofnu pegamhersjalfsteed
Tveir flokkar diffurjafna verda sidan kannadir nanar:

e Diffurjofnur par sem adskilja ma breyturnaogy.
e Linulegar diffurjofnur

Ad lokum verdabléndunardsemi tekin sérstaklega fyrir.

1.8.1 Details

Jofnur af gerdinni
dy

gt —V+A(y+B)

eru notadar til ad lysa ymsum fyrirbserum t.d. hrada efndbyauk stofnvaxtar.

Eins er jafnan

dL
& o le-L
T

notud til ad lysa breytingu i lengd fiska, o.fl. Vid getum kadmegginlega jofnunnar og lika
leyst pessa tilteknu jofnu.

Vid byrjum & pvi i neesta kafla ad kanna eiginleika diffurjginar pegar hin esjalfsteed
Verkefnid verdur sidan al@ysadiffurjoéfnur af gerdinni

dy
— = f .
ax T xy)
Litum sérstaklega & tvenns konar jofnur
e Diffurjofnur par sem adskilja ma breyturnaogy.

e Linulegar diffurjofnur

2 Sjalfsteedar diffurjofnur

2.1 Sjalfsteeda diffurjafnan

Diffurjafna er sjalfstaed ef han er af gerdinni

dy
ax ay)

g(y) =y(1-y) vsy




2.1.1 Details

Skilgreining: Diffurjafna ersjalfstaedef rita ma

dy
dx ay)

Margar diffurjofnur eru sjalfstaedar og pvi er gagnlegt aéing sér afleidingar pess.

2.1.2 Examples

Deaemi: Algeng diffurjafna i liffraedi er

dy y
ax = ry(1-:2)
Pessi jafna er oft notud til ad lysa framleidslu dyrastorm €kki er veiddur. P& gr=y(t)
lifmassi stofnsins a tima og g—i er pa framleidsla stofnsins (nylidun+voxtur-nattaruleg
affoll).

Medal lausna eru folliy = 0 ogy = K (m.6.0. y(x) = 0, ¥x er lausn & diffurjofnunni og
somuleidisy(x) = K, Vx).

Deaemi:

dy
&—y(l—y)

2.2 Jafnveeqi sjalfstaedrar diffurjoéfnu

Gildi dyp.a.g(y) = 0 kallastiafnveegis-edakyrrstodupunktar sjalfsteedrar diffurjofny

dy
a;—mw

Ef upphafsgildi diffurjéfnu,yo = y(xo) er pannig ady(yo) = 0, pa ery i jafnveegi eda
kyrrstodu, p.e. breytist ekki.

2.2.1 Details

Skilgreining: Gildi ay p.a.g(y) = 0 kallastjafnveegis-edakyrrstodupunktar sjalfstaedu
diffurjofnunnar
dy
dx a(y)
Ath: g
ay _ _
x-0 ¢ 9v=0
pvi ery i jafnveegi eda kyrrstédu, p.e. breytist ekki.
Ef upphafsgildi diffurjofnu,yo = y(xo) er pannig adg(yo) = 0, pa ery i jafnveegi eda
kyrrstodu, p.e.y er fast iy = yg fyrir 6ll x. Vid sjaum raunar vid nanari skodun 6=

d(y)y =d(y)g(y) svo efg(yo) = 0, b4 ey’ (xo) = 0 svo um allar afleidur gildig™ (xp) =
0.



2.2.2 Examples

Deaemi: dy y
ax = ry(1-:)
Hér eru jafnveegispunktgr= 0 ogy = K.
Deaemi:
3—2(' =y(1-y)

Jafnveegispunktar eyu= 0 ogy = 1; par ery = 0.

2.3 Stdoug og 0stddug jafnveeqi

Lausny = g(y) getur leitad i att ad jafnveegi eda fra R
pvi. J
Stodugt jafnveegi: Lausn leitar i att ad jafn-
vaegispunktinum

Ostodugt jafnveegi: Lausn leitar fra jafnvaegispunkt- | |
inum

2.3.1 Details

Lausn sjélfsteedrar diffurjofny/ = g(y), getur leitad i att ad jafnveegispunkti = y(xo)
eda fra honum.

Stodugt jafnveegi: Lausn leitar i att ad jafnvaegispunktinum.

Ostddugt jafnveegi: Lausn leitar fra jafnvaegispunktinum.

Ef y* = y(x*) er jafnvaegispunktur og upphafsstadan- y(xo) er nalaegy*, pa laitar fallid
y ad yx ef um stédugt jafnveegi er ad raeda, en annars fra pvi. Oftastier i pessum
daemum og oftast er pvi verid ad reeda umiad_..y(t) = y* efy(Xo) er ndlaegt stodugum
jafnvaegispunkty*.

. SN
Litum einnig %’ =Sa(y) =d )Y =d¥)g(y).

2.3.2 Examples

Deemi 2.3.1. dy

Jafnveegispunktar eju= 0 ogy = 1; par ery/ = 0.

Finnum svo bilin par seny’ > 0 ogy < 0: Skrifum gjarnarg(y) = y(1—y) svo diffur-
jafnan er & forminy = g(y). H6fum pa ady(y) = 0 pa og pvi adeins ap= 0 eday = 1.
Teiknum svog(y) a motiy eins og & myndinni. Hér sjdum vio ady) > 0 ef O<y < 1.

petta pydir ad ey < 0 pa minnkary(x) (pvi & < 0); ef 0< y < 1 pa vexy(x) (pvi
y > 0); ogy(x) minnkar efy > 1 (y < 0).
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petta synum vid myndraent & hlidarmyndinni, par sem vid nuenkjafnvaegispunktaria
og hvernigy stefnir ad peim eda fra peim.

Getum nu dregid alyktanir um edli jafnveegispunktanna.

Lausn sem tekur (fyrir eitthver) gildi y > 0 nélgast jafnveegispunktinn= 1. (Lausn-
arferlar sem ,byrja“, ek er timi, iy > 0 stefna a laréttu adfelluna= 1).

Lausn sem tekur gildy < O stefnir &—co.

Ath: y=0 ogy = 1 voru jafnveegispunktar. Hins vegar nalgast laugni 1, en fjar-
leegjasty = 0. Vid segjum ady = 1 séstodugur (stable) jafnveegispunktur, gn= 0
Ostdougur (unstable).

Daemi 2.3.2. q
Y _ w1 Y

Hér eru jafnveegispunktar= 0 ogy = K.

Skodum hva% =0, hvarg—i’ > 009 hvarg—f(’ < 0 og drégum alyktanir um, hvada jafnveggi
er stddugt og hver eru 6stbdug.

2.4 Lausnarferlar

Getum rissad lausnarferla sjalfsteedrar diffurjofnu

dy
F a(y)

Rannsdkum fallidy til ad kortleggja afleiéun% og diffrum jofnuna (finnumy”) til ad
finna vendipunkta ferlanna.
Notum formerkig og/eda adra afleidutil ad rannsaka stédugleika.

2.4.1 Examples
Deemi:
dy _
dx
med jafnveegispunktane= 0 ogy = K.

Athugum nua hvernig haegt er ad teikna Iausnar@vﬂz g(y) (lauslega).
Skodum hvalﬂ—}(’ =0, hvarg—i > 009 hvarg—}(’ < 0.

Litum sidan ég—ig til ad finna vendipunkta.

Daemi: q
Y _ 1

mad jafnvaegispunktar= 0 ogy = 1 par seny = 0.

Finnum svo bilin par seny > 0 ogy’ < 0.
petta pydir ad ey < 0 pa minnkary(x) (pvi 3—2(’ < 0);
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ef 0<y < 1pavexy(x) (pviy > 0); ogy(x) minnkar efy > 1 (y < 0).

Vid sjaum pvi ad fyriry > 0 pa mun lausnarferillinn nalgagt= 1. Til ad fa fram sveigju
lausnarferla purfum vid ad skoda.

y =yl-y) =
Y =yY(Ad-y)+y(-Y)
=y -2y
=y (1-2y)
=y(1-y)(1—2y)

H6fum nd naegar upplysingar til ad rissa nokkra lausnarferla

Ath: Lausn sem tekur gildy > 0 nalgast jafnveegispunktinmm= 1. (Lausnarferlar sem
Loyrja“, ef x er timi, iy > 0 stefna a laréttu adfellung= 1).

Lausn sem einhvers stadar (fyrir eitthvertekur gildiy < 0 stefnir 4—co.

Ath: y=0 ogy = 1 voru jafnvaegispunktar. Hins vegar nalgast lauggirl, en fjarleegjast
y = 0. Vid segjum ady = 1 séstddugur (stable) jafnveegispunktur, gn= 0 dstbédugur
(unstable).

3 Adskilnadur breytisteerda

3.1 1. stigs diffurjofnur par sem adskilja ma breytur

F=gx-hly)  (f(xy) =g0h(y))

= e =0x  (efh#0)
(petta kdllum vid ad adskilja breyturnar)
= | 77 - @ dx= S g(x)dx
(finnum stofnfall m.t.tx)
= [ 55 dy = [ g(x) dx

sidan parf ad finna stofnféllin og leysa fysitx).

3.1.1 Details
Y=g09-hy)  (feey)=gm)h(y))
= %d—y gx)  (efh£0)
(petta kdllum vid ad adskilja breyturnar)
= Iy o dx = [ g(x)dx
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3.1.2 Examples

Daemi:

4

4

Ll

y=ry(1-¢)
1 _dy_,
y(1-g) &
1 —
fy(liﬁdy_frdx

1 1 _
f(;,—l—m)dy_frdx
Inly| —Inlk—y| = rx+C

In’k—Xy):rijC

|=ce*  (c=¢&)

Ef vid gerum rad fyrir ad/(0) = yp b4 méa akvarda gildio @:

(ath.y(x) = k, X — ).

3.2 Daemi

Yo __
k—Yo C

y=C(k—y)e™*
y+Cye* =C-ke'*

Cke
Y(X) = 1cex

Yo X
= ke’

yx) = 1 30 ax

k—yo
__ Yoke
— k—Yot+yo€*
_ _ YoKe*
T k+(€*=1)yo

_ Yo-k
Yo+ (k—Yyo)e "™

y(x)

¢4l

Q.
>3

&
y¥ =x
Jydy = [xdx
L2 G- 1
X +y?>=c

<X

13




3.2.1 Examples

1.
dy _ x
dx —y
dy _
= Vg =X
= Jydy = [ xdx
= P +C=1x
2.
d
o = ax
= j’ydy_j‘;‘dx
= Iny=Inx@+C
= y=C-x@
3.
= jydy_jkdx
= Iny = kx+C
= y(x) = Ce

(YX0)=Yo = YYo= Ce%o =C= yoe—kxo )

y(X) = yoek* o)
Veldisvisisvoxtur ek > 0, en veldisvisishnignun é&f< 0.
@ —ky = y(t)=yoe! efy(0) = yo, t er timi).

3.3 Damium keelingu

%—'j:—k(H H)  H(0)=Ho

= H H = [—kdt

= In|H —Hy| = —kt +C

= H — Hy = Ce ™ skiptum um fasta
(t=0 Ho—Hy,=C)

= H(t) = Hu+ (Ho—Hy)e

3.3.1 Examples

Deaemi: Litum & likan sem lysir keelingu.
Gerum ragd fyrir ad hitanurhl & timat sé lyst med diffurjofnu af gerdinni

dH
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og ad auki er gefid ad kerfid uppfylli byrjunarskilyr8i(0) = Hp, p.e.a.s. hitastig vid
timannt = 0 er gefid.
Pessar upplysingar ma nota til ad leysa diffurjofnuuna néekignadi breytisteerda:

d — k(H-Hy)  H(0)=Ho

= S5 = —kdt

= In|H —Hy| = -kt +C

= H—H,=Ce™
(t=0 Ho—Hy=C)

= H(t) = Hy+ (Ho— Hy)e ™

Athugid ad hér gildir

sem er i samraemi vid greiningu & hegdun upphaflegu diffunjiiar, ef vid litum a, hvad
han er i jafnveegi og sjaum pa &b= Hy, er stddugt jafnveeqi.

4 Linulegar diffurjofnur af 1.stigi

4.1 Linulegar diffurjofnur af 1.stigi

dy
ax TPy =Q()

4.1.1 Details

dy
ax TPy =Q(x¥)

Til ad leysa pessa jofnu skulum vid margfalda med f&b), (v(x) > 0).
Ath: Adeins er haegt ad adskilja breytur i undantekningartileiku

V00 L+ POOVXY() = Q) -V(X

NU aetlum vid ad velja p.a. vinstri hlid j6fnunnar megi skrifa:

sem er jafnt

petta pydir ad

VR

J & = [P(x)dx
= Inv= /P(x)dx+C

= v=e/P®¥& ¢ veljumsvoc =1 )

15



v(x) kallast tegrunarpéttur (integration factor).
Ef v = e/ P pa verdur diffurjafnan

4.2 Deemi

4.2.1 Examples

Daemi:

Athugid ad ekki ma sleppa ur studlinutnpegar stofnfallid er fundid.

Ef byrjunarskilyrdi eru gefin, t.dy(1) = 2, ma ékvardo&:

y(X) = Cx® — x?
y(1)=C-1=2 = C=3
y(x) = 3x3 —x2

16



5 Blondun

5.1 RUmmal, massi og styrkur

RUmmal: Kar af rammalN/ inniheldur vatn.

— Einingar: rammetrar, litrar, ramsentimetrar, millilitradmdesimetrar

Massi: | vatninu er salt med massakin

— Meelieining: kg, tonn, g

Styrkur: Blandan er af styrk.

— Meelieiningar: kg/l, kg/m, g/l

Rennsli: Inn i karid eda ar pvi rennur vokvi med hradargym

— Meelieiningar: I/s, m/klst, I/min

5.1.1 Details

[ pessum kafla verdur fjallad um "bléndun”. Slik verkefni éfiugaverd & mjog mérgum
svidum, ekki sist sameindaliffreedi og lyfjafraedi.

Verkefnid er eftirfarandi:

Hofum kar sem sem inniheldur tiltekid ramm¥l, af vokva ¥/ ="volume”), enV er meelt i
rummalseiningum s.s. litrunh,

[ vokvanum er uppleyst eitthvert magi, efnis M="mass”"), en efnid er meelt i pyngdar-
eda massa-einingum s.s. kg.

Styrkur lausnarinnar er [a= M /V, kg/l (C="concentration”, meelt i massa-per-rimmalseiningum)
Inn i karid flaedir sidar vokvi af somu gerd en med 6drum stydindverjum hrada.

I karinu blandast vokvinn fullkomnlega.

Ut ar karinu rennur fullblandadur vokvi vokvi & einhverjurrela.

petta verkefni verdur leyst i kaflanum, en vid byrjum & eifdblondun.

5.2 Einfold blondun

Kar inniheldurV | af vokva ¢/ ="volume”; rammalseiningar)
Uppleyst efniM kg (M="mass”; pyngd/massi)

StyrkurC = M /V, kg/l (C="concentration”)

| karinu blandast vokvinn fullkomnlega.

Ut ar karinu rennur fullblandadur vékvi & einhverjum hrada.

Inn i kariod flaedir (samtimis eda sidar) vokvi, & einhverjumdar.
Leysum petta verkefni & nokkrum sidum...byrjum & einfabdisndun.

5.2.1 Details

Pegar litid er a hugtok eins og massa, rummal, styrk og reanshikilveegt ad gera grein
fyrir 6llum einingum sem eru notadar.

5.2.2 Examples

Deaemi: 100 | af vokva innihalda vatn med 1kg af salti. Styrkurinn.er .

Baetum nd 100l af hreinu vatni saman vid og faum nyjan styrk...
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Daemi: 100 | af vokva innihalda vatn med 1kg af salti. Styrkurinn.er .
Baetum nu 101 af hreinu vatni saman vid og faum nyjan styrk...
Toppum af 10l og faum nytt heildarmagn af salti...

Deaemi: 100 | af vokva innihalda vatn med 1kg af salti. Styrkurinn.er .
Toppum af 10l og faum nytt heildarmagn af salti og en obreystark...
Baetum na 10l af vatni med 100g af salti saman vid, faum nytidaenagn af salti og
breyttan styrk..R6din skiptir mali

Daemi: 100 | af vokva innihalda vatn med 1kg af salti. Styrkurinn.er .
Baetum na 10l af vatni med 100g af salti saman vid, faum nytidaenagn af salti og
breyttan styrk...

Toppum af 10l og fAum nytt heildarmagn af salti og en 6breystsirk.. R6din skiptir mali

5.3 Jofnur fyrir blondun

Hofum kar sem sem inniheldif | af vokva (/="volume”, i rammalseiningum
s.s. )

[ vokvanum er uppleyst efni, alls! kg (M="mass”, i pyngdar/massa-einingu
s.S. kg)

Styrkur lausnarinnar er fa= M /V, kg/l (C="concentration”, meelt i massa-pe
rimmalseiningum)

Baetum vid vokva, allg, med styrkc og hraerum vel. ba baetist vid massmea- cv.
Nyr massi:M +m.

Nytt rammal:V +v.

M-+m
V+v -

Nyr styrkur:

5.4 Litum & stuttan tima...

Litum nu a stutt timabil, fré til t 4+ At. J6fnurnar eiga vio um timarireda breytingar &
timabilinu:

Rammal vokva vid tima er\;

Uppleyst efni med masdd;

Styrkur lausnarinnar &€, = M; /\

Baetum vid vokva, all&V, med styrkC; og hraerum vel.
pa baetist vid massinkiM = C,; - AV.

Nyr massi:M; +AM = M; +C, - AV.

Nytt rammal:V; + AV.

Mi+AM
AN

Nyr styrkur:
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5.5 Stuttur timi: Tekid Ut og beett vid

Litum nu & stutt timabil, fré til t 4 At.
e Kar medV; | af vokva (4="volume”,rammal)
e Uppleyst efni, alldVi; kg (M="mass”, pyngd/massi)

e Styrkur lausnarinnar er p& = M;/\, kg/l (G:="concentration”, massi-perf
rammal)

e TOkum Ut bléndu, alld\V, med styrkC;. Pa fer it massing; - AV

e Baetum vidjafnmiklum vokva, allsAV, med styrkC, og hreerum vel. ba baeti
vio massinrC; - AV.

e MassabreytingAM =C; - AV —C; - AV.
e Nyr massi:M; + AM.
e Jafnt flaedi inn og at: Obreytt rammal.

o Nyr styrkur: McZEM.

U)

5.6 Rennsli og rammalsbreyting

Rummal i upphafivy RUmmal & tima: %
Rennsli inn:q Rennsli Gt:qo
Stuttur timi:AV = q; - At — oAt Diffurjafna: & = g1 —qo
— muna ad ath einingar
— einfalt: finnum stofnfall
Lausn:Vi = ...

5.7 Rennsli og massi

Hugsum um rennsli: Rennsli inq;, t.d. i I/s. Rennsli Utgo, t.d. i l/s. Oft erq, = qo,
en ekki alltaf. ATH:V breytist efq) # go

A timanumAt renna inng At og GtooAt.

Ef styrkurinn inn eiC;, pa rennur inn massiny - C At.

Ut rennur massinno - CAt.

Massabreytingin (nalgun a stuttum tindd)l = g, -CjAt — go-CAt = (g, -G —go - C) At

5.8 Rennsli og styrkur

Rennsliinng, t.d. i I/s. Rennsli Utgo, t.d. i l/s. Oft erq; = qo, en ekki alltaf. ATH:V
breytist efq # qo

A timanumAt renna inng At og GtgoAt.

Ef styrkurinn inn elC;, pa rennur inn massir - C, At.

Ut rennur massingo - CAL.

- M _ M
Styrkbreytingin veruaC = it — gt

Ef q =qo:, pafeeshC = % =3 'C'At;qO'CAt _a 'C|\7qOC At
ATH: Skrifum yfirleitt baraC en ekkiC; o.s.frv. burfum ad muna, hvad er fall tbg
hvad ekki.

19



5.9 Massabreyting per timaeiningu

Ath: AM = q; - CAt — go - CAt

dM  AM g -CAt—qgo-CAt
dat AItITOA—t o AItITO At

=0-C—-0o-C=0q-C—-qo-M/V

Muna: Efq # go pa e =Vo+ (g1 — go)t og vid faum

dt T O Vo (g — o)t
Linuleg diffurjafna:y’ + P(x)y = Q(X)

5.10 Styrkbreyting per timaeiningu

Ath efV =fasti, p.e.q =gqo=q: AC=M _Mua _ AM _ 4 GAZGCA _ g G -C)at

Vo =V Vv
dc ~ ACc . 9GA-goCAt

®im S gim—v 3¢ _q

dt  At—0At At—0 At V

dC a-C qo . q

- v v =v@-o
~ ==Y

y & b

Linuleg diffurjafna:y’ = a+ by, en lika sjalfsteed og hér ma adskilja breytisteerair.

5.11 Lausn massajéfnunnar

Jafna sem lysir massabreytingu (magn af efni i lausninnék&r had forsendu um ap
innflaedi og utflaedi sé jafnt.
Getum leyst diffurjoéfnuna...

5.12 Deemium tank sem taemist

|
Viljum lysa pvi hvernig styrkur efnis i lausn breytist.
3
Vokva med uppleystu efni er deelt { tank med &kvedn- —
um hrada. Sidan er vokva hleypt ur tankinum med
gefnum hrada.
Hradi breytinga a styrk = [hradi inn ] - [hradi t]

5.12.1 Details

Viljum lysa pvi hvernig styrkur efnis i lausn breytist.
Vokva med uppleystu efni er deelt i tank med akvednum hrad@anSér vokva hleypt Ur

tankinum med gefnum hrada.
Hradi breytinga & styrk = [hradi inn ] - [hradi Ut]
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5.12.2 Examples

Daemi: Tankur med 100af vatni. Lausn med d/| af uppleystu efni er deelt i tankinn med
hrada 1/min. Blondunni er deelt it med hradd/Bnin. Finnum diffurjéfnu sem lysir pvi
hvernig magn uppleysta efnisins i tanknum breytist med tigmkeysum hana:

Latumx(t) vera magn efnisins @) i tanknum & tima ogV (t) vera rammal vokva i tankn-
um atimd.

Hradi inn: 1 g/I-1 I/min =1 g/min

Ath: \% = magn(g)/litra i blondunni

Hradi ut: .

X 3l/m

(t S~——
hradi ut & bléndu

Ath: 2-3l/min  :g/l-l1/min=g/min.

~—

dx X
~Z_-1-2.3
dt \Y
Jafna fyrirV(t):
V(t) =100l — 3l /min-tmin+ 1l /min-tmin
b.e.
V(t) =100—2t
dx 1 3x
dt ~ 100-2t
I
dt = 100—2t
b.e.
Pt = o0 5. Q) =1
~ 1002t B

v(t) = exp< | 1036{[2) = exp(—%ln(lOO— Zt))

v(t) = (100— 2t) 3

(1) = It -Qyt

= (100—2t)3 [ —L . dt
(100-2t)2

= (100 2t)2 (100 2t) % +C)

NGerx(0)=0 = 0=100(1002+C) = C=-10"1

PR N R ST
X(t) = (100— 2t) ((100_20% 10 )

x(t) = (100— 2t) — 10~1. (100— 2t)?
Ath: x(0) =0 0gX + 1ot5 = 1

21



3
2

(100— 2t)
10

Finnum na hvenaer styrkurinn i bldndunni naer hamarki:

x(t) = (100— 2t) —

U
3
N

iz
=
o
?
B
/N

1
3—1=3(100-2t)2
1002t = 4°
2t=230 = t=20~278min

A

3

100-2-27,8)2

X(27,8) = (100— 2-27,8) — 100-22782
~ 14,89

Athugid ad tankurinn teemist a 50 min.
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